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300. vyrocie narodenia Leonharda Eulera

Eduard Hobst a Matilda Hobstovd, Niirnberg

Kultarny svet si v tomto roku pripomina 300. vyrocie narodenia najvicsieho a najpro-
duktivnejsieho matematika vSetkych dob. Leonhard Euler je zakladatelom niekolkych
vyznamnych disciplin matematiky a vyrazne prispel k vybudovaniu zdkladov mnohych
aplikovanych vednych oborov, najmé klasickej, resp. technickej mechaniky.

1. Uvod

Tymto prispevkom o jednej z najvicsich postav svetovej historie matematiky, genial-
nom Leonhardovi Eulerovi, vzdavame hold géniovi ducha a vedeckej produktivnosti
k jeho 300. vyroc¢iu narodenia. Euler v 18. storo¢i polozil zaklady, na ktorych sa
dodnes rozvija vic¢sina vednych odvetvi. Vedecké napredovanie a obzeranie sa na
korene vedomosti st dva zdkladné aspekty cesty, ktorej ciefom je poznanie sveta.

2. Eulerov Zivotopis v strué¢nom prehlade

Leonhard Euler sa narodil 15. aprila 1707 vo $vajc¢iarskom Basileji v rodine kalvinskeho
pastora [1]. Jeho matematické nadanie objavil profesor JOHANN BERNOULLI, ¢len
najslavnejsej rodiny matematikov, aktu svet pozna. Jemu a jeho synom sa podarilo
presveddéit otca Eulera, aby povolil synovi studovat na basilejskej univerzite, ktord
vtedy bola Mekkou mladych matematikov z celej Eurépy. Bernoulli podporoval svojho
ziaka osobnymi lekciami matematiky, a Euler uz vo veku 16 rokov graduoval. Svoj
doktorsky titul ziskal ako devitnastroény a uz vtedy bol uzndvany v matematickych
kruhoch pre svoje vykony v medzindrodnych sufaziach vypisovanych Franctzskou
akadémiou vied.

V roku 1725 bola v St. Petersburgu zalozena Ruska akadémia vied. Dvaja synovia
Johanna Bernoulliho, MIKULAS a DANIEL, prijali pozvanie na ¢lenstvo v tejto pre-
stiznej institacii. Ked sa v Rusku usadili, sprostredkovali priatelovi Eulerovi v roku
1727 miesto asistenta. FEuler rychlo napredoval: 1730 sa stal ¢lenom Akadémie vo
fyzikdlnom institite a 1733, po navrate Daniela do Basileja, bol menovany riaditelom
jej matematického institata.
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Na prusky kralovsky trén zasadol v roku 1740 FrIDRICH II (Velky). Nakolko
bol obdivovatelom filozofie a ostatnych vied, nasla v flom Pruskd akadémia vied
vyznamného mecenasa. Pre osvietenych panovnikov Eurépy 18. storocia bolo vecou
prestize ziskat najlepsich vedcov do svojich sluzieb; ¢oskoro sa ukézalo, Ze ich obdiv
k matematike a fyzike nebol ¢isto platonicky: uz vtedy zacinala byt veda ,,vyrobnou
silou“. Prusky kral pontkol Eulerovi, ktory uz bol etablovany ako prvy matematik
Eurépy, miesto ¢lena Pruskej akadémie vied, a Euler, zneisteny politickymi nepokojmi,
ktorymi bolo Rusko po smrti cairovnej Anny Ivanovny zmietané, ponuku prijal a v lete
1741 sa prestahoval do Berlina, aby tam rozvinul svoje druhé tvorivé obdobie.

S Ruskou akadémiou vied vSak Euler styky neprerusil a publikoval nadalej v ,,Com-
mentarii Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitane®. Tento ¢asopis bol Zivnou
podou Eulerovej vedeckej plodnosti, i vdaka ,trpezlivosti“ jeho redakcie, ktora nie-
len 7e neskracovala Eulerove ¢lanky, ktoré boli svojou dlzkou preiiho priznaéné, ale
zverejiiovala ich eSte 43 rokov po jeho smrti, lebo nebolo v moznostiach vtedajsej
tlaciarenskej techniky spracovat a uverejnit zéplavu vedeckej informaécie, ktori Euler
produkoval. Ked sa raz Eulera spytali, ako dokéze tvorit tak lahko, odpovedal svojim
zartovnym stylom: , Pero zrejme predbieha moju inteligenciu.“ Pre kazdého z néas, kto
sa viacmenej UspeSne snazi pochopit aspori svojho oboru sa tykajice objavy Eulera
a z ¢asu na ¢as napiSe prijatelny ¢lanok, sa javi Eulerova vykonnost démonicky desivou
a mozno v nas evokuje pocit menejcennosti. Euler vsak nebol typom ,,suchého patréna“
¢i znudeného, mrzutého tradnika, a ni¢ na fiom nebolo ,,démonické“. Jeho rovesnici
ho opisovali ako rozsafného, vtipného pana, ktory sa tesil zo zivota, hlavne rodinného.
Jeho doméacnost ¢itala az 13 ¢lenov, a on medzi nimi travil, s vhukom na kolenach
a mackou na pleci, zna¢ni ¢ast svojho casu, zartujuc a rozdavajuc dobru néladu;
divakov babkovych predstaveni, ktoré Euler pravidelne navstevoval, rozjaroval svojimi
vybuchmi smiechu. .. a pritom jeho fantastickd mysel neprestédvala pocitat [2].

V roku 1759 bol Euler vymenovany za riaditela Pruskej akadémie vied a tak
printteny venovat ¢ast svojej kapacity organizacnej ¢innosti, vratane zhénania penazi
na udrzanie chodu Akadémie. Dnes sa vo vedeckych inStiticiach bojuje o ,granty*,
a vedecki pracovnici sa stazuji, Ze im na vlastni ¢innost neostane ¢as. Ako organizoval
svoju pracu Euler? O tom sa nikde nepiSe, ale mozno si domysliet, Ze nemal na starosti
obhospodarovanie svojich kont v réznych bankach, nespekuloval na burze, neskupo-
val pozemky ani nehnutelnosti, nechodil po #troch, netravil asi (predizené) vikendy
na dadi, neplavil sa s plachetnicou okolo sveta, ba ani nemal ziadnu (6-tyzdiova)
dovolenku. Pravda, bol finan¢ne naprosto zabezpeceny a teda odbremeneny od kaz-
dodennych existen¢nych starosti.

V roku 1760 bol Berlin pocas tzv. ,,Sedemro¢nej vojny“ okupovany ruskym vojskom,
a Eulerov dom bol vyrabovany. Ked sa o tom velitel okupac¢nych jednotiek dozvedel,
osobne sa Eulerovi ospravedlnil a zariadil jeho odskodnenie. Ruska carovna Alzbeta,
ku ktorej sa spréva o tomto incidente dostala, sa postarala o dalsiu Eulerovu kom-
penzéciu. Kto z nas zazil prenasledovania 20. storo¢ia, alebo mé o nich povedomost,
toho napadne, Ze ,na8i“ by sa asi neboli zachovali tak velkoryso k emigrantovi, na
ktorého si ,,dosliapli“ v jeho exile... Dom, v ktorom Euler v Berline zil, sa zachoval: je
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dnes sidlom Bavorského zemského zastupitelstva v nemeckom hlavnom meste, a nesie
Eulerovu pamétni dosku.

Eulerovo putovanie po Eurépe sa neskoncilo v Berline. V roku 1762 sa stala ruskou
carovnou Katarina II (Velkd). Aj ona podporovala rozvoj vedy a umenia a dala si
za ciel podvihnut Groveri Ruskej akadémie vied; chcela sa pysit najviacsim eurépskym
matematikom na svojom dvore, a tak sa coskoro zacali rokovania o jeho névrate do
Petrohradu. Euler sa pri jednani s ruskym vyslancom prejavil ako ¢lovek stojaci pevne
na zemi, ked predlozil tieto podmienky: stane sa riaditelom Ruskej akadémie s platom
3000 rublov ro¢ne; jeho manzelka po miom dostane dozivotni penziu 1000 rublov;
jeho traja synovia ziskaji dobré postavenie v Petrohrade, pricom najstarsi sa stane
tajomnikom Akadémie. Vyslanec mal jasny prikaz ziskat Eulera a dostal na to od
svojej panovnicky ,,volni ruku®, a tak jeho ,bezuzdné“ podmienky prijal, hoci pri ich
vypoc¢uvani asi lapal po dychu [2]. I v tomto ohlade Euler ndm prirodovedcom a tech-
nikom dal uz pred dva a pol storo¢iami uzitoéni priucku: nezanedbavat materidlny
aspekt svojho povolania — aby sme mali pevny zaklad na riesenie problémov, ktoré
za nas pre spolo¢nost nik nevyriesi.

A tak sa vrétil Euler v roku 1766, po Stvrfstoro¢i ¢innosti v Berline, do Petrohradu,
aby tu zavf§il svoju v histérii Tudstva ojedineld, zasnd Zivotna pat matematického
kizelnika. V tomto svojom poslednom Zivotnom obdobi spisal viac ako 400 prac,
a nezabranil mu v tom ani tazky fyzicky handicap: Euler oslepol uz 1735 na jedno
oko, a po navrate do Petrohradu, v roku 1771, stratil zrak celkom. Jeho neuveritelne
vykonné pamit a fotografickd predstavivost mu vSak umoznili nerusene tvorit dalej,
a skupina asistentov, ktorych si v mudrej predvidavosti bol vyskolil, zaznamenévala
priebezne jeho vytvory na publikovanie.

3. Eulerovo matematické dielo v struénom prehlade

7 Eulerovej ¢innosti v Ruskej akadémii vied vyslo v roku 1736 ako prvé jeho presla-
vené dvojzvizkové dielo ,,Mechanica sive motus scientia analytice exposita“, ktorému
J. L. LAGRANGE (1736-1813) vo svojej sldvnej ,,Mécanique analytique® (1788) priznal
prvenstvo v aplikovani metéd diferencidlneho poctu (tzv. analytickych metéd) na vy-
Setrovanie pohybu telies; pred Eulerom sa pouzival geometricky (resp. graficky) pristup
vyvinuty NEWTONOM a jeho ziakmi. Euler odvodil pohybové rovnice hmotného bodu
a ukazal, ako sa integraciou tychto diferencidlnych rovnic analyticky opiSe pohyb telies.

Z korespondencie Eulera s Danielom Bernoullim sa dozvedame, ze Euler v ¢ase svojej
prvej kniznej publikacie sa uz natrvalo zameral na problémy mechaniky, ktoré mu
boli nevycerpatelnou studnicou matematickych nametov. Vedomosti o deforméaciach
a napétiach zatazenych stihlych prutov, ktoré patria k zdkladnému vybaveniu kazdého
strojného a stavebného inZiniera, sa zacali vytvaratf na prisne matematickej baze prave
v dobe Eulera, a on bol jednym z protagonistov. Vtedy sa hovorilo o ,elastickych
krivkach“, a problém sa riesil na obecnejsej baze, nez na akej dnes stoji tzv. ,tech-
nickéd tedria pruznosti“. Matematické problémy, ktoré vznikli s rieSenim vSeobecne
formulovanych ,elastickych kriviek“, priviedli Eulera k polozeniu zakladov varia¢ného
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poctu, dodnes najmocnejSieho prostriedku technickej mechaniky. Jeho v Berline 1744
uverejnend kniha ,,Methodus inveniendi lineas curvas...“ je de facto prvym ucelenym
dielom svetovej literatary o variacnom pocte.

Svoju berlinsku tvorbu korunoval Euler vydanim Gvodného dvojzvizku infinite-
zimalneho poétu ,Introductio in analysin infinitorum* (1748), po ktorom nasledo-
valo dvojdielne pojednanie o diferencidlnom pocte ,Institutiones calculi differen-
tialis (1755). Toto epochalne dielo uzavrel trojzvizkovou uéebnicou integralneho
poctu ,Institutionum calculi integralis“, zacatou uz v Berline, ale dokoncenou az
v Petrohrade (1763/8-1770). Tieto diela boli tak vyraznym prinosom k matematicke;
kultare, ze prakticky vsetci vyznamni matematici konca 18. a zaciatku 19. storocia
z nich ¢erpali vedomosti. Matematik a filozof DE CONDORCET (prezident franctzskeho
narodného zhromazdenia 1792) prehlésil vo svojej euldgii: ,,V3etci sldvni matematici
dneska st ziakmi Eulera: nie je medzi nimi jediny, kto by sa nebol formoval stidiom
jeho diela“ [1]. Velky P. S. LAPLACE (1749-1827) nabadal svojich ziakov: , Citajte
Eulera, je majstrom nés v8etkych“ [2]. Pripomenime, Ze Euler okrem tychto zakladnych
diel publikoval stovky originalnych ¢lankov, ktorych vyznam je v sume prinajmensom
rovnocenny jeho kniznym publikaciam.

4. Vyber z Eulerovho matematického diela

Eulerovo dielo je tak rozsiahle, Ze sa nepodarilo vydaf ani desiatky rokov po jeho
smrti vSetky jeho prace predlozené redakcii petrohradského casopisu ,,Commentarii
Academiae Petropolitane® (kap. 2). V rodnom Svajéiarsku, kde je Euler dodnes zné-
mou a uctievanou osobnostou, bolo pri prilezitosti oslav 200. vyrocia jeho narodenia
rozhodnuté vydat Eulerovo stthrnné dielo. Renomovany , Enestrém Index“ z rokov
1910 a 1913 (uverejneny v internete) uvadza 866 Eulerovych titulov, chronologicky
zoradenych a katalogizovanych pod ¢islami E1 az E866! Do roku 1964 vydali 64 zviz-
kov, a mé ich byt 75, kazdy v rozsahu ca 600 stran. Aky je stav 300 rokov po
narodeni Eulera, sa nedé zistit. Vyber z Eulerovej tvorby na niekolkych strankach
teda nezostane neovplyvneny osobnymi preferenciami. Populariza¢né ¢lanky s nutné,
aby sa v ¢o najsirSom spolodenskom povedomi zachovala vda¢nd spomienka na tohto
velikana Tudského ducha.

Prirodovedci a inzinieri sa s Eulerovym menom stretavaji na kazdom kroku. Vsetky
oblasti matematiky a klasickej mechaniky prekypuji poukazmi na Eulerove metddy,
funkcie, teorémy, koeficienty, konstanty a dékazy; jeho meno je privlastkom nespocet-
nych formil. Moderné ucebnice zdéraznuju Eulerov rozhodujtci prinos k analyze, dife-
rencidlnym rovniciam, tedrii ¢isiel, tedrii rovnic, diferencidlnej a projektivnej geometrii,
tedrii pravdepodobnosti atd. Euler je spoluzakladatelom vyznamnych odvetvi moder-
nej matematiky: variacného poctu, funkcii komplexnej premennej a tedrie grafov.

Zacnime ,vyber z diela“ pripomenutim jedného z Eulerovych najvicsich objavov,
ktory oktzlujicim spdsobom vyuZziva pojem imaginarnej jednotky (i) ako most medzi
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exponencialnymi a goniometrickymi funkciami:

e'” = cosz + isinz. (1)
Specidlny tvar tejto epochalnej rovnice pre = = 1 je povazovany za vrchol matema-
tickej estetiky, ba dékaz ,bozského pévodu“ matematiky:

e™ 4+ 1=0. (2)

Vzorec (2) spaja najdolezitejsie matematické konstanty {0,1,e,i, 7} do vztahu, ktory

omracuje svojou mystickou jednoduchostou; symboly e, i, © zaviedol do pouzivania

natrvalo prave Euler. ,Nesmrtelnd“ definicia e = lim (1+ 1/n)" sa nerozlu¢ne viaze
n—oo

s Eulerovym menom, hoci Euler nebol jej objavitelom. V svojom diele ,Introductio in
analysin infinitorum“ (pozri hore) véak Euler podal navzéjom nezavislé funkciondlne
definicie:
e = lim (1+xz/n)" & Inz= lim n(z'/"-1). (3)
n—oo n—oo
Euler vyuzil produktivnost ,svojho ¢isla“ pri budovani tedrie obycajnych diferencial-
nych rovnic, o ktort ma mozno najvicsie zasluhy.

Teodria nekonecnych radov je nesmierne doélezitou vetvou matematiky, a je ak-
tudlna od staroveku. Pripomenme paradox preteku Achillesa s korytnackou, ktory
podla starovekych znalosti ,dokazoval®, Ze Achilles nikdy nedobehne Zivocicha
prisloveéne znameho svojou pomalostou. Ani dnes asi vicSina spoluobdanov (na-
priek solidnej vseludovej matematickej vyuke) nevie tuto ,zédhadu“ objasnit: vy-
svetlenie, prave tak prekvapujice ako jednoduché, sa opiera o fakt, Ze nekonecné
rady s kladnymi ¢lenmi moézu byt konvergentné. Vedla geometrickych radov typu
Y>> 1/a’ zamestndval matematikov Eulerovej doby nekoneény rad prevratenych hod-
no6t Stvorcov Y. 1/4%2 =1/124+1/224+1/3% + ---. Jeho stcet nevedeli najst ani taki
velikdni ako G. W. LEIBNIZ (1646-1716), Newtonow sti¢asnik a spoluobjavitel di-
ferencialneho a integralneho poctu, alebo JACQUES BERNOULLI (1654-1705), brat
Eulerovho uéitela. Euler problém vyriesil v roku 1736 ,velkym skokom*: elegant-
nou substittciou 22 =y do rovnice sinz = 0, ktort rozpisal do nekoneéného radu
siny =2 — 23/3! 4+ 25/5! — - - - | a's vyuZitim poznatku z tedrie rovnic (jednej z oblasti
vyssej algebry, ktortt Euler vyznamne obohatil), Ze zadporne vzaty koeficient linedrneho
¢lena rovnice (s jednotkovym absolitnym ¢lenom) je sicétom reciprokych hodnot jej
koretiov (v tomto pripade ich nekone¢ného poctu), nasiel rieSenie:

SR =117 +1/22+1/3% .. = /6, (4)

ktorym nielen ohuril matematicky svet, ale dodal spolu praktickt formulu na vypocet
¢isla ! Nebol by to Euler, keby sa hned zastavil, a tak dal§imi Gpravami ziskal
vzorce n?/8=1/12+1/32+1/5°+--- a n?/12=1/12-1/22+1/3%2 - 1/42 + ...
a nakoniec celkom vSeobecné vzorce tejto triedy i dalSie Specidlne pripady, ako napr.
1/1%6 41/226 +1/3%6 4 1/426 + ... = 224 x 76977927/27! x =%, vid [2].
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Mnohé dblezité matematické objavy vznikli rieSenim hadaniek a problémov kazdo-
denného zivota. Euler bol nakloneny tomuto druhu zabavy pri svojej veselej povahe
a vdaka duSevnej kapacite, ktord mu dovolovala riesit ,pred vecerou® problémy, na
ktorych si generécie rieSitelov lamali hlavy. Jednym z takych problémov, ktorého
vyrieSenie Eulera etablovalo ako spoluzakladatela tedrie grafov, bola vtedy populérna
uloha vo vychodopruskom Konigsbergu (Kralovci), dnesnom Kaliningrade [3]: mesto
leziace na rieke Pregel malo 4 mestské ¢asti spojené navzajom 7 mostami (obr. 1a).
Hladala sa také trasa prechddzky mestom, na ktorej sa prejde kazdym mostom prave
len raz. Euler ukazal, preco taka trasa nejestvuje. Zjednodusil plan mesta na schému
podla obr. 1b a z neho odvodil obecné zasady, ktoré st platné pre akékolvek mesto na
svete s lubovolnym poc¢tom mostov, mestskych casti a rie¢nych ramien. Svoj objav
zhrnul v Fulerovej vete, ktora predstavuje obecne platni zdkonitost medzi tromi
charakteristikami, vlastnymi kazdému grafu:

ny —ng+np =1, (5)

kde je ny — pocet uzlov grafu, ny — pocet linii grafu a np — pocet uzavretych
ploch grafu. Dodajme, Ze v dnesSnej ustdlenej terminoldgii tedrie grafov sa pracuje
s pojmom ,stupen uzla“, ktory sa definuje ako pocet linii, ktoré donho vstupuju.
Sticasné zdovodnenie neriesitelnosti tejto klasickej tlohy je teda totozné s odkazom na
neparne stupne vSetkych uzlov ,kraloveckého“ grafu (obr. 1b).

(a (b)

Obr. 1. Topologicky problém kréloveckych mostov: (a) Schéma mesta s jeho 7 mostami,
(b) Eulerovo grafické zndzornenie problému.

Komplexny ,zaber® Eulerovho badania dokumentuje i jeho veta o konvexnych
mnohostenoch z roku 1750, ktord vlastne vyplyva z (5):

ny —ng +ngp = 2, (6)

kde je ny — pocet vrcholov, ng — pocet hran a np — pocet stien. V zaujme historickej
spravodlivosti poznamenajme, 7e R. DESCARTES vetu (6) poznal uz v prvej polovici
17. storocia; ale nepodal jej dokaz.

Do tedrie ¢isiel vyznamne zasiahol Euler rozpracovanim odkazu legendarneho ama-
térskeho matematika PIERRE DE FERMAT (1601-1665), ktory zanechal svetu zdhadu
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nazvani po iom Fermatova poslednd veta, resp. Velkd Fermatova veta, ktorou vyslovil
hypotézu, ze algebraicka rovnica

a” + bt =c" (7)

je riesitelna (v obore celych kladnych ¢isiel) len pre exponenty n = 1 a n = 2. Fermat
tvrdil, Ze poznd vSeobecny dokaz, ale pokial ho ozaj nasiel, vzal ho so sebou do hrobu;
publikoval len dékaz pre n = 4. Generacie matematikov si na probléme ,vylamali
zuby“. Neprekvapuje, ze i Euler sa Fermatovou poslednou vetou zaoberal a pritom
posunul hranice matematického poznania, ked s ispechom aplikoval vtedy novy pojem
imagindrneho ¢isla. Ale Euler, vychyreny ako ,carodej“, ktory vyriesi v okamihu
najzlozitejsie problémy, dokazal len Specidlny pripad pre n = 3:

a® + b = (8)

RieSenie nasSiel metdédou ,nekonecéného zostupu“, ktort pouzil i Fermat pre svoje
rieSenie n = 4. Patri sa dodaft, Ze vSeobecny dokaz Velkej Fermatovej vety sa po viac
ako 3 storociach podarilo vypracovat A. WILESOVI [3]. Svoj povodny dokaz z roku 1993
vSak Wiles musel dalsou dvojro¢nou pracou upresnit a doplnit, kym bol v roku 1995
definitivne uznany.

Euler sa zaoberal i tzv. Malou Fermatovou vetou, ktorti zovSeobecnil tym, Ze
z nej odstranil predpoklad prvodiselnosti zavedenim Specidlnej funkcie, nazyvanej
— ako inak — Eulerovou funkciou. Tato Fulerova-Fermatova veta formuluje nutna
a postacujiucu podmienku nestdelitelnosti dvoch ¢isiel. Euler tiez nasiel rozklad Fer-
matovho ¢isla Fy = 232 + 1 = 4294967297 na dva prvoéinitele 641 x 6700417, &m
vyvratil Fermatovu hypotézu, ze predpis F, = 22" +1 je generatorom prvoéisiel
(3, 5, 17, 257, 65537, ...).

5. Eulerov prinos klasickej a technickej mechanike

Euler svoje badanie orientoval na praktické problémy (kap. 3). Panovnici, ktori ho
velkoryso honorovali, sice stavali do popredia svoju lasku k vede, ale sledovali pri-
rodzene i hospodérske a vojenské ciele. Prusky kral ho napr. nechal riesit problém
zasobovania nového sidla Sanssouci vodou, ruska admiralita ho ,zapriahla“ do riesenia
problémov lodnej mechaniky. Odtial zrejme cerpal Euler namety i skisenosti pre
spisanie svojej prvej velkej publikicie o elastickych krivkdch (kap. 3). Riesil i taky
kuriézny problém [1], ¢i by bolo moZné pestovat stéle vyssie stromy pre stoziare
¢o najmohutnejsich ruskych vojnovych korabov. Euler sa zahibil do tohto problému
ytechnickej tedrie pevnosti a ukazal, aké mechanické zadkonitosti stoja za ,zédzrakom*,
ktory prezentuje priroda v mravcovi, ktory unesie niekolkondsobok svojej telesnej vahy,
a preco, na druhej strane, ,stromy nerastt do neba‘“. Z nebotyc¢nych stoziarov carskych
plachetnic teda nebolo nic.

Aj keby Euler nezanechal mechanike a tedrii pevnosti ni¢ iné, ako genidlnu ideu
separdcie a koncentrdcie [4], najskor aplikovani na rieSenie pratov, kde nasla svoje
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vyjadrenie v pojmoch epochalneho vyznamu — prierez a vnitornd sila, patril by mu
pravom titul ,,otec stavebnej mechaniky*. Inzinieri si nevedia predstavit, ako by riesili
svoje kazdodenné problémy, keby sa i v pripade jednoduchého nosnika museli pre-
hryzat aparatom matematickej pruznosti a diskutovat o ,tenzorovych poliach nap#ti
a pretvoreni“ namiesto o ,momente a priecnej sile®.

Euler zanechal mechanike vela cennych impulzov a poznatkov. Epochélneho vy-
znamu a inzinierom azda najznamejsie si nim objasnené 4 zakladné pripady stability
centricky tlaceného pruta (obr. 2 — podla [7]). Podla vtedy dostupngch rieseni sa ne-
dalo matematicky vysvetlif, preco (idedlny) priamy prit zatazeny pozdizne centrickou
silou P (obr. 2a) vybodi skor, ako dojde k strate pevnosti jeho materidlu — skisenost
praktického Zivota. Euler rieSenie nasiel a ukézal, Ze velkost tzv. ,kritickej sily* P..,
ktor4 stratu stability prata sposobi, sa riadi vztahom

P =n*EJ/I? (9)

kde je EJ — tuhost prita vztiahnutd na jeho prierez a materidl a [ — tzv. vzperna
dlzka prita, vSeobecne rozna od konstrukénej dizky prita (obr. 2: Iy, lo, I3, Tesp. ly),
z4visiaca len na okrajovych podmienkach, t.j. na uloZeni koncov pruta (pozri vysvet-
lenie v legende obr. 2). Vzperna dlzka I je vlastne vzdialenost dvoch bodov s nulovou
krivostou (inflexnych bodov), a tym sa, asponl geometricky, vysvetli, preco rozne dlhé
pruty Eulerovych pripadov 1 az 4 podla obr. 2b az 2e stratia stabilitu pri tej istej
velkosti kritickej sily Pe,.

PC{
a) b) c) d) e) § E
P PCT Pcr }
=7
- I/ s?
I=2l, =1, )
P
i
1=0,699 I,
L
1=0,51,

Obr. 2. Eulerove zakladné pripady stability pruta: (a) Schéma osovo zatazeného prita.
(b) Pripad 1: prit jednostranne votknuty. (c) Pripad 2: prit obojstranne kibovo uloZeny.
(d) Pripad 3: prat kibovo ulozeny, resp. votknuty. (e) Pripad 4: prit obojstranne votknuty.
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Uvedené suivislosti vzperu prutov st sice bezne zname inzinierom, ale ,, kolumbovska“
kvalita Eulerovho objavu, ktorym de facto zalozil vyznamnu disciplinu ,,stabilita kon-
strukcii“, si zaslizi toto pripomenutie. S nie prili§ vysokou nadsadzkou mozno tvrdit,
7e bez tohto objavu by sa nikde na svete nestavali vyskové budovy, o mrakodrapoch
ani nehovoriac.

Pre technické vedy mé velky vyznam Eulerov prinos k rozvinutiu a aplikdciam
varia¢ného poc¢tu. Variaény pocet sa vyvinul zo zaujimavych tloh, formulovanych od
konca 17. storocia, ktoré nadvézovali na tzv. izoperimetrické tlohy, zname zo staroveku
[5], [6]. NajznadmejSou z nich bola tloha o brachistochrone, krivke najkratsieho padu
(obr. 3a), ktor predlozil Johann Bernoulli v roku 1696 v ¢asopise ,,Acta Eruditorium*:
»N&jst takt krivku v zvislej rovine (gravita¢ného pola), spdjajicu body A a B, aby sa
bod, valiaci sa po nej bez trenia, dostal z A do B za najkratsi mozny ¢as“ (brachistos
znamend po grécky najkratsi). Podobna dloha o izochrone, krivke konstantného ¢asu,
ktord ma taku vlastnost, ze hmotny bod spustany z jej Tubovolnych bodov Ay, Ao, ...
dospeje do jej najnizs§iecho bodu B za rovnaky cCas, vedie k tomu istému rieseniu
(obr. 3b). Jednd sa o cykloidu (zq, yo, k si integracné konstanty):

x—x9=k(0 —sinf) & y—yo=k(1—cosb). (10)

@ (b)

Obr. 3. RieSenie tlohy o brachistochrone a izochrone: (a) Brachistochrona — krivka najrych-
lejsieho padu. (b) Izochrona — krivka konstantného ¢asu.

A% Fuler vyvinul zo zbierky rieSeni zaujimavych tloh samostatni disciplinu. Va-
riaény pocet sa zaoberd hladanim maxim a minim zobecnenych funkcii, tzv. funkcio-
ndlov, ktorych argumentami sa jedna alebo viaceré funkcie (typicky aj ich derivacie).

Je prizna¢né pre Eulera (a jeho generaciu zakladatelov a objavitelov), Ze nevidel
v matematike izolovand disciplinu, ale povazoval ju za stcast filozofie, prostriedok
spoznania sveta a vesmiru, a tak nachadzal cesty k rieseniam, ktoré by boli strohému
utilitaristovi asi zostali ,zartbané“. K vybudovaniu varia¢ného poctu ako striktnej
matematickej discipliny priviedla Eulera mozno jeho nasledujtca filozoficko-mysticka
uvaha [8]:

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 52 (2007), ¢. 2 97



»PretoZe je stavba vesmiru dokonalym dielom najmidrejsieho tvorcu, nestane sa

ni¢ bez toho, aby sa neprejavil vztah medzi mazimom a minimom. Nepochybujeme

o tom, Ze akykolvek jav vo vesmire moze byt vysvetleny prdve tak rozborom jeho do-

sledkov, teda s pomocou metody mazxim a minim, ako i vySetrovanim jeho pricin. ..

Nemali by sme lutovat ndmahu sa presvedcit, Ze na rieSenie kazdého problému mdme

obidve cesty k dispozicii. Nielen, Ze jedno rieSenie potvrdi druhé, ale zhoda obidvoch

riesent nas privedie k najvyssiemu uspokojeniu ducha.

Ulohou varia¢ného poétu je najst pre funcional I{} na danej defini¢nej triede funk-
cii také funkéné rieSenie u = 1, pre ktoré nadobtida I{u} minimalnu, resp. maximalnu
hodnotu (podla povahy problému). Napriklad, pre najjednoduchsie jednorozmerné
funkcionaly

(v} = / Fla,o,0))de, 20 <a <, (11)

Euler objavil, Ze riesenie u = ¢ je sucasne rieSenim po niom nazvanej Fulerovej dife-
rencidalnej rovnice daného variacného problému:

—Lu] = F, — dF, /dz = 0. (12)

Euler touto cestou nachédzal svoje slavne riesenia. Napriklad, v tilohach o brachisto-
chrone a izochrone st na obr. 3a, b znazornené po troch z nekonecnej definiénej
mnoziny funkcii {1} (st hladké, teda spojité, i v 1. derivécii, a ich krivky prechadzaja
bodmi A, B), a funkéné rieSenie u je, ako bolo uvedené, v obidvoch pripadoch cyk-
loida, ktora dodava funkcionalu brachistochrony I{¢} = [ /(1 + ¢’) /% dz minimalnu
hodnotu (najkratsi ¢as padu).

Jedna z Eulerovych prvych mechanickych aplikécii variacného poctu sa tykala
najznamejsej rovnice stavebnej mechaniky — tzv. nosnikovej rovnice technickej tedrie
pratov, ktora opisuje zavislost priehybu w prizmatického pruta na spojitom zatazeni p
a tuhosti prierezu EJ (rovnicu uvddzame v zjednoduSenom tvare inZinierskych publi-
kécii):

w =p/EJ. (13)
Euler sa k nej dopracoval tzv. ,priamou metédou”, teda vySetrovanim ,,pri¢in“ [4], [9].
Pri vySetrovani ,dosledkov® (zatazenia) ,nepriamou®, teda varia¢nou metédou vysiel
Euler z jedného z najvseobecnejsich principov klasickej mechaniky — principu minima
potencidlnej energie. Od Daniela Bernoulliho prevzal Euler poznatok, ze ohybovy
moment M v priite je linedrne tmerny jeho krivosti x a Ze v prute nahromadena
energia deformécie IT; je linedrne iimernd integralu zo Stvorca krivosti x2:

M=ck=cw'/Q+w?)P?xcw & II;= %/052 dz. (14)

»Technickd pruznost“ nahrddza ¢ = EJ a (s dostato¢nou presnostou) k = ¢”. Z cel-
kového energetického funkciondlu (potencidlu)

I{l/f}:HeJrHi:7/p¢dx+%/E‘]¢”2dI7 rg S x <y, (15)
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(I, — externd zlozka potencidlu) odvodil Euler svojou metodikou (12) Eulerovu
rovnicu tohto varia¢ného problému — tlohy nédjdenia takej (pripustnej) deformacnej
funkcie w = ¢, minimalizujtcej I{¢}, ktord je totozna s (13). V [9] sa demonstruje
pouzitie variacného pristupu na riesenie mechanickych modelov metodou konecnych
prokov (MKP), ktord triedu pripustnych funkcii zuZuje na polynémy Specidlnych
vlastnosti a hlad4d tzv. ,slabé rieSenie“ na podoblastiach, tzv. kone¢nych elementoch.
Pripomenme, ze MKP sa stala univerzalnou metédou statickej a dynamickej analyzy
modelov inzinierskych konstrukcii. Bez Eulera by dnes i stavebnictvo vyzeralo celkom
inak!

6. Zaver

Euler vytvoril dielo tizasné svojou hibkou a rozsahom, ktoré sa stalo trvalym zdrojom

.....

sa zaoberajai rozborom, objasnenim a spristupnenim Eulerovych uzavretych prac, by
naplnil celé zviizky. Na tomto mieste sa vSak patri pripomenit aspoii zaujimavi pracu
o Eulerovi [10] posledne zverejnenti na strankach PMFA.

Leonhard Euler bol v histdrii Tudstva asi jediny tvorca, ktory dokdzal vo svojom
zivote zuroCit cely svoj talent; bol vSak do istej miery odkdzany na obmedzent
vykonnost svojich stcasnikov i nasledovnikov, a ti, ako bolo spomenuté, dodnes nestihli
celé jeho dielo zverejnit. Velikan ludského ducha Leonhard Euler si zaslGzi nas obdiv
a uctu.
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