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Sarkovského véta a diferencialni rovnice, I1

Jan Andres, Olomouc

Clanek je pokracovanim stejnojmenného piispévku [1] z roku 2004. V ném byla
uvedena varianta slavné Sarkovského véty [19] aplikovatelna na skalarni diferencialni
rovnice. Nové vysledky umoziiuji zformulovat véty Sarkovského typu, které lze apliko-
vat na diferencialni rovnice, a to i bez ohledu na Sarkovského uspofadani p¥irozenych
¢isel. Cilem naseho prispévku je zejména vysloveni téchto novych vét a vysvétleni,
pro¢ je tiida diive zkoumanych mnohoznac¢nych funkei prilis siroka z hlediska aplikaci
na diferencialni rovnice a inkluze.

1. Uvod (struéné rekapitulace z [1])

Sarkovského véta [19] je zalozena na novém (tzv. Sarkovského) uspordddni prirozenych
cisel:
36567095 >2:352-52-752-9>---522.3522.522.7p22.9p ...
203527 52" T2 9 - b 2" > 225 20 1,

Zatimco 1 = 2° je i zde nejmensi, existuje — na rozdil od bé&zného usporadani —
nejvétsi konecné ¢islo 3. Mnozinu pfirozenych ¢isel ozna¢me standardnim symbolem N.

Necht R = (—o00,00) zna¢i mnozinu realnych éisel a necht f : R — R je spojita
funkee, tj. f € C(R,R).

Definice 1. Rekneme, 7e ¢islo a € R uréuje primdrni m-orbitu O vzhledem k f,
jestlize O = {a, f(a),..., " *(a)}, kde

fra)=fofo---of(a)=f(f(...fla)...))(a) = a

m-krat m-krat

Vyrazem primérni zdiraznujeme vzajemnou odlisnost prvka tvoricich orbitu O.

Véta 1 (A. N. Sarkovskij, 1964). Jestlize existuje piirozené ¢islo m > 1 takové,
Ze funkce f € C(R,R) m4 primarni m-orbitu, pak pro kazdé k € N s vlastnosti m> k
existuje i primdarni k-orbita vzhledem k f.

vvvvv
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Korolar 1 (T.-Y. Li, J. A. Yorke, 1975). Ma4-li funkce f € C(R,R) primdrn{
3-orbitu, pak ma rovnéz primarni k-orbity pro vSechna k € N.

Uvazujme nyni obycejnou skalarni diferencialni rovnici 1. fadu
¥ = F(t, x), kde F(t, ) = F(t + 1, z). (1)

Pro jednoduchost vsude predpokladejme, ze F : RZ — R je spojita funkce, tj.
F € C(R?,R), ktera je linedrné omezena v proménné z, tj. existuji nezadporné konstanty
a, B takové, Ze |F(t,x)| < o+ B|x| pro viechna (¢,7) € R2. Dale na chvili pfedpoklé-
dejme, zZe F' splituje (globédlné) néjakou podminku jednoznaénosti (napi. Lipschitzovu,
Osgoodovu, Nagumovu, Kamkeho, Kibenkovu nebo Bortivkovu).

Ponévadz jednoznacnost implikuje spojitou zavislost feseni na pocatecnich podmin-
kéch, a tim i totalni spojitost tzv. Poincarého translacniho operdtoru T, : R — R,
n € N, podél trajektorii rovnice (1), kde (viz napt. 7))

Tn(xo) := {x(n,x0) : (-, o) je FeSenim (1), pFicemz x(0,z9) = zo}, (2)

svadi aplikovat vétu 1 prostfednictvim operdtoru T, na rovnici (1). Operédtor T,
definovany vyrazem (2) je vSak ryze rostouci (jinak by doslo ke sporu s pfedpokladanou
jednoznacnosti), coz evidentné vylucuje existenci primarnich k-orbit vzhledem k T,
a to pro jakékoliv k > 1. I kdyz tedy T, : R — R predstavuje pro kazdé pevné zvolené
n € N dokonce homeomorfismus s vlastnosti 7" = Ty, m € N, vzhledem ke ziejmé
vzéjemné jednozna¢né korespondenci mezi m-periodickymi FeSenimi rovnice (1) (tj.
hladkymi funkcemi x(t) = x(t + m) spliiujicimi rovnici (1), pfi¢emz z(t) # z(t + j),
kde j € {1,...,m —1}), a primdrnimi m-orbitami vzhledem k 77 (n = 1), nelze vétu 1
na rovnici (1) aplikovat.

V ptipadé nejednoznac¢nosti (coz podle ,generického* vysledku W. Orlicze z r. 1932
mize nastat jen ve vyjimeénych ptipadech) se operdtor T,, definovany vztahem (2)
stdva mnohozna¢njm zobrazenim, co# zapisujeme jako T}, : R — 28\ {#}. Vime (viz
napt. [7]), Ze T}, je shora polospojity, tj. takovy, Ze pro kazdou otevienou podmnozinu
U C R je mnozina {x € R: ¢(x) C U} oteviend. Znamena to rovnéz uzavienost jeho
grafu 't , kde

Iy, ={(z,9) eR*: 2€R, yeT,(z)}.

Pro kazdé = € R je navic mnozina hodnot {7,,(z)} bud jednobodové nebo kompaktni
interval. Zobrazeni s témito vlastnostmi jsme nazvali v [1] M-zobrazenimi.

Definice 2. Rekneme, ze O je m-orbitou mnohoznaéného zobrazeni ¢ : R — 28\ {§)},

jestlize O = {ai, ..., am} predstavuje posloupnost bodi a; € R takovych, ze
ait1 € o(a;), i = 1,...,m, pfiCem? a; = @41, & soutasné, ze O nelze zkonstruovat
p-nasobnym zietézenim kratsich r-orbit, kde pr = m. Jestlize body a;, i = 1,2,...,m,

generujici m-orbitu O jsou navic vzajemné rtzné, pak hovorime o primdrni m-orbité.

Vzniké prirozena otazka, zda lze vyslovit analogii véty 1 pro M-zobrazeni v termi-
nech m-orbit z definice 2. Odpovéd na ni davé nasledujici véta.
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Véta 2 ([10]). Necht M-zobrazeni ¢ : R — 2R\ {§}} ma m-orbitu, m € N. Potom m4
p, s nejvyse dvéma vyjimkami, i k-orbitu, a to pro kazdé k € N s vlastnosti m > k.

Pozndmka 1. Zminéné pfipadné vyjimky (dolozené piiklady) lze vzdy konkrétné
specifikovat (viz napt. [10]). Napf. ma-li M-zobrazeni 3-orbitu, pak méa i k-orbitu pro
kazdé k € N\ {2} nebo k € N\ {4,6}, pfiCemz muze nastat jen jedna z uvedenych
moznosti.

Vétu 2 lze aplikovat napf. na nejednoznaéné Fesitelnou rovnici (1) prostifednictvim
mnohoznacénych Poincarého transla¢nich operatort podél feseni (1), a to nasledovné:

Véta 3 ([10]). M4-li rovnice (1) m-periodické feseni pro pfirozené m > 1, pak
ma, s nejvyse dvéma vyjimkami, také k-periodické FesSeni, a to pro vSechna k € N
s vlastnosti m > k. Piipadné vyjimky jsou determinovany vyjimkami pro odpovidajici
Poincarého translacni operatory podél trajektorii rovnice (1) jako ve vété 2.

Véta 2 a véta 3 predstavuji hlavni vysledky prezentované v ¢lancich [1], [10].

2. Nova situace pro diferencialni rovnice a inkluze

Témto vysledkim predchazela série nasich praci [3], [8], [9]. Nasledovala i zobecnéni
v rtiznych smérech (viz [11], [12]) a rozsiFeni na dalsi typy zobrazeni (viz [2], [5]). Napft.
v ¢ldnku [5] byla zformovéna bezvyjimeéna analogie véty 1 pro zdola polospojitd mno-
hozna¢na zobrazeni, tj. takova zobrazeni ¢ : R — 28\ {(}}, Ze pro kazdou uzavienou
podmnozinu U C R je mnozina {x € R: ¢(z) C U} uzaviend (viz [7]). Vzhledem
k dolozenym protiptikladim pro M-zobrazeni vedoucim ke zminénym vyjimkam ve
vété 2 se nicméné zdélo, Ze ani vétu 3 jiz nelze vylepsit. Nasledujici tvrzeni F. Obersnela
a P. Omariho v [15] proto bylo z naseho pohledu dosti pfekvapivé.

Véta 4 ([15]). Existuje-li piirozené ¢islom > 1 takové, Ze rovnice (1) ma m-periodické
feseni, pak pro kazdé k € N existuje rovnéz k-periodické reseni.

Poznamka 2. Véta 4 je v ¢lanku [15] zformulovana dokonce pro carathéodoryovské
pravé strany F' v (1). Pro jeji diikaz autofi pouzili techniku hornich a dolnich FeSeni.
Neni ale ani problém zformulovat analogii véty 3, pfi uziti stejnych dikazovych
prostredkt jako v [10], pro diferencialni inkluze se shora carathéodoryovskymi pravymi
stranami (definici lze nalézt napf. v [7]). Tyto véty se vSak zasadné lisi v tom,
7e na rozdil od véty 3 (i) véta 4 nepocitd s vyjimkami a (ii) neuplatiiuje se u ni
Sarkovského uspofadani. Napi. existence 2-periodického feseni tak implikuje existenci
k-periodickych FeSeni rovnice (1) pro kazdé k € N.

Piiklad 1. Piikladem rovnice majici pro kazdé k € N k-periodické feSeni je (viz [14])

1
= /|z| - 8—| arcsin(sin nit)|. (3)
T
Odpovidajici Poincarého transla¢éni operdtor 77 podél trajektorii rovnice (3) je zné-
zornén na obr. 1 (viz [4], [6]).
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Ti(x)
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T(x)[107]
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Obr. 1. Poincarého operator T pro rovnici (3).

Je ztejmé, ze vSe dulezité se odehrava ve zvétSeném ctverci okolo pocatku soufadnic
(viz obr. 2 a obr. 3).

Poznamka 3. V soucasnosti existuji ¢tyfi alternativni dikazy véty 4. Kromé jiz
zminéného dikazu pomoci hornich a dolnich funkei v [15] se stejnou vétou zabyvaji
jesté prace [4], [6], [17], [18]. V [4], [6] je dtikaz proveden opét prostiednictvim mno-
hoznaénych Poincarého translacnich operatort. Odpovidajici vétu pro mnohoznaéna
zobrazeni, o niZ se opird nas dikaz, uvedeme v nésledujici kapitole. V [17] je dikaz
proveden v rdmci teorie dynamickych systémi. Koneéné v [18] je dikaz zaloZen na
elementarni geometrické analyze.

Poznamka 4. V pracich [6], [16] je véta 4 zobecnéna i pro diferencialni inkluze se
shora carathéodoryovskymi pravymi stranami (definici lze nalézt napf. v [7]). Na rozdil
od rovnic u inkluzi nastavé ¢asta koexistence k-periodickych feseni pro vsechna k € N
(viz priklady v [6]).
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Obr. 2. Smérové pole pro rovnici (3).

3. Véta Sarkovského typu bez Sarkovského uspoiadani

Zobrazeni T7 na obr. 1 neni sice monoténni mnohoznacénou funkcei (definici lze nalézt
napf. v [6]), ale jeji horni a dolni ,,okraje* jsou (byt nespojité) monoténni jednozna¢né
funkce. Pro tfidu mnohozna¢nych funkci s touto vlastnosti muzeme vyslovit nasledujici
vétu. Pfipomeiime, 7e mnohoznaéné zobrazeni ¢ : R — 28\ {()} ma monotdnni okraje,
jestlize jednoznacéné zobrazeni (,okraje“) ¢* : R = RU {00} a ¢, : R & RU {—00},
kde

" (z) =sup{y: y € (@)},  ¢u(z):=inf{y: y € p(a)},

jsou obé bud neklesajici (jako na obr. 1) nebo obé& nerostouci (viz [4], [6]).

Véta 5 ([4], [6]). Necht ¢ : R — 2R\ {}} je mnohozna¢né zobrazeni s neprazdnymi a
souvislymi mnozinami hodnot, jehoz okraje jsou monotonni. Existuje-li pfirozené cislo
m > 1 takové, ze ¢ ma m-orbitu, pak ma i primarni k-orbitu, a to pro kazdé k € N.

Poznamka 5. Podobné jako véta 4, kterou lze snadno dokazat pomoci véty 5
prostfednictvim Poincarého transla¢nich operédtortt podél trajektorii rovnice (1) (viz
[4], [6]), plati véta 5 bezvyjimeéné a nezdvisi na Sarkovského uspoifddani piirozenych
¢isel. Trida M-zobrazeni je proto pro Poincarého translac¢ni operatory podél trajektorii
skalarnich diferencidlnich rovnic a inkluzi pfilis Siroka. Na druhé strané zobrazeni s mo-
noténnimi okraji ve vété 5 nemusi byt nutné polospojita ani shora (tj. M-zobrazeni)
ani zdola.
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Obr. 3. Cast trajektorif rovnice (3). [Autor obr.: Jakub Solc.]

Poznamka 6. Vétu 5 lze dokonce zesilit v tom smyslu, Ze ,,okraje* mnohoznacné
funkce ¢ mohou byt monoténni jen na husté podmnoziné mnoziny realnych cisel R
(viz [6, véta 4.1]). Navic lze vyslovit i ,ndhodné“ verze véty 4 a véty 5 pomoci vysledka
v [2] (viz [6]).

4. Zavérecné poznamky

Ovéreni podminek jednoznacnosti, resp. nejednoznacnosti, u obycejnych diferencial-
nich rovnic muze byt nékdy obtizné. Ma-li pfitom skaldrni rovnice (1) m-periodické
FeSeni alespori pro jedno pfirozené ¢islo m > 1, pak je zfejmé, Ze rovnice (1) nemtize byt
jednoznacné fesitelna. Toto kritérium plyne ihned z jiz pfipomenuté ryzi monoténnosti
Poincarého operatoru podél trajektorii jednozna¢né fesitelné rovnice (1). Navic podle
véty 4 koexistuji v takovém ptipadé k-periodickd feseni pro vSechna k € N.

Tato skutecnost vedla — podle naseho nazoru ponékud predcasné — autory clanku
[15] k ndzvu ,Perioda dvé implikuje chaos pro tfidu ODR* imitujictho zndmy nazev
prace [13]. Clanek [15] totiz neobsahuje Zaddnou informaci, o jaky chaos se jedn4, natoz
dikaz existence chaotického chovani. Na druhé strané autorka ¢lanku [17], védoma si
zfejmé tohoto nedostatku, prokdzala chaotické chovani v nejriiznéj$ich smyslech (napt.
Devaneyho, Li-Yorka, atd.) uzitim tzv. Bebutovovych tokii.
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Ponévadz z predpokladt véty b plyne existence mnoziny jako je ¢tverec na obr. 1,
kterd je podmnozinou grafu I', funkce ¢, 1ze nalézt bezpocet jednoznacnych spojitych
selekci z odpovidajici ¢asti funkce , jejichz graf je podmnozinou dané mnoziny. Mezi
témito selekcemi lze zfejmé vzdy zvolit takovou, kterd vykazuje chaotické chovani
(napf. stanové zobrazeni). Jinymi slovy: pfedpoklady véty 5 umoziiuji nalézt interval
I C R a na ném jednoznacnou spojitou chaotickou selekci s C |5 z ¢|r, viéi niz je
interval I invariantni, tj. s : I — I. Domnivame se, Ze tato argumentace zaloZena
na uziti Poincarého translacnich operatorti umoznuje snadnéjsi ndhled na chaotické
chovani determinované skaldrnimi diferencidlnimi rovnicemi a inkluzemi.
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