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Co je dobrd matematika?

Terence Tao, Los Angeles

Abstrakt: Clanek piinasi nékteré mé osobni myslenky a nazory na to, co je ,dobra
matematika“, a zda bychom se méli snazit definovat tento pojem presnéji. Jako priklad
je uveden piibéh Szemerédiovy véty.

1. Mnoho pohledu na matematickou kvalitu

Vsichni souhlasime, ze matematici by se méli snazit vytvaret dobrou matematiku.
Ale jak definovat ,dobrou matematiku“ a méli bychom se do toho vibec pustit?
Podivejme se nejprve na prvni otazku. Témér okamzité si uvédomime, Ze existuji rtizné
druhy matematiky, které by mohly byt oznacCeny jako ,dobré“. Napriklad, ,dobrou
matematiku“ bychom mohli charakterizovat jako (bez ohledu na pofadi):

(i) Dobré matematické fesend problémad (napf. vyznamny prilom v feseni dulezitého
matematického problému).

(ii) Dobra matematickd technika (napf. mistrovské pouziti jiz existujicich metod
nebo rozvoj novych prostiedki).

(iii) Dobrd matematickd teorie (napf. systém pojmii nebo volba oznaceni, které
systematicky sjednocuje a zobeciuje jiz existujici vysledky).

(iv) Dobry matematicky vhled (napf. vyznamné zjednoduseni pojmi nebo nalezeni
sjednocujiciho principu, heuristiky, analogie nebo tématu).

(v) Dobry matematicky vysledek (napf. objev neo¢ekavaného a fascinujiciho nového
matematického jevu, souvislosti nebo protipfikladu).

(vi) Dobra matematickd aplikace (napf. na dilezité problémy fyziky, strojirenstvi,
pocitacové védy, statistiky apod. nebo aplikace jedné oblasti matematiky na
jinou).

(vii) Dobry matematicky wvgklad (napf. podrobné a prehledné shrnuti aktudlniho
matematického tématu nebo jasny a dobfe motivovany argument).

(viii) Dobréa didaktika matematiky (napf. predndska nebo styl psani, ktery umoziuje
ostatnim, aby se ucili a tvofili v matematice efektivnéji, nebo piispévky ke
vzdélavani v matematice).

(ix) Dobra matematickd vize (napf. dlouhodoby a plodny program nebo soubor
domnének).
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(x) Dobry matematicky vkus (nap¥. vyzkumny cil, ktery je sam o sobé zajimavy
a mé dopad na dulezitd témata, oblasti ¢i otézky).
(xi) Dobré matematické ,vztahy s vefejnosti (napf. u¢inné predvedeni matematic-
kého vysledku pro nematematiky nebo z jedné oblasti matematiky do jiné).
(xii) Dobra metamatematika (napf. pokroky v zakladech matematiky, jeji filozofii,
historii, ve védecké praci ¢i zpiisobech prace v matematice).
(xiii) Rigorozni matematika (se vSemi podrobnostmi spravné a peclivé popsanymi).
(xiv) Krdsnd matematika (napf. zasné Ramanujanovy identity, vysledky, které lze
jednoduse (a pékné) vyslovit, ale obtizné dokazat).
(xv) Elegantni matematika (napf. dosaZeni tézkého vysledku s minimélnim tsilim).
(xvi) Tworivd matematika (napf. zcela nova a origindlni technika, hledisko nebo typ
vysledku).

(xvil) UZiteénd matematika (napf. lemma nebo metoda, kterd se bude v budoucnu
v matematice opakované pouzivat).

(xviii) Silnd matematika (napf. vyrazny vysledek, ktery odpovidd zndmym protipfi-
kladtim, nebo vysledek, ktery odvozuje neocekavané silné tvrzeni ze zdanlivé
slabého predpokladu).

(xix) Hlubokd matematika (napft. vysledek, ktery je zjevné netrividlni, napi. zachyceni
sotva patrného jevu, ktery je mimo dosah jednodussich prostredki).

(xx) Intuitivni matematika (napf¥. argument, ktery lze pfirozené a lehce vizualizovat).

(xxi) Definitivni matematika (napft. klasifikace vSech objektt uréitého typu, koneéné
slovo o matematickém tématu).

(xxii) atd. atd.!)

Jak ukazuje tento seznam, pojem matematické kvality mé& hodné dimenzi a
chybi mu ziejmé usporadani.?) Véiim, 7ze tomu tak je proto, ze matematika sama
je komplexni, ma mnoho rozméru a vyviji se neocekavanymi a adaptivnimi zpusoby.
Kazda z vySe zminénych kvalit predstavuje jiny zptisob, jimz my jako komunita
zvySujeme naSe porozuméni a pouziti oboru. Zda se, ze neexistuje vSeobecny souhlas,
co se tyce relativni dulezitosti ¢i vahy kazdé z vySe uvedenych kvalit. To je ¢astecné
déno taktickymi divody — oblast matematiky v urcitém stadiu vyvoje muize byt
schtidnéjsi pro jeden pohled spise nez pro jiny. Casteéné jsou zde také kulturni di-
vody — jakakoli oblast nebo skola matematiky mé tendenci pritahovat matematiky
podobného smysleni, ktefi davaji prednost podobnym pohlediim na obor. Také to
odréazi rozmanitost matematickych schopnosti. Rizni matematici vynikaji v réznych
oblastech matematiky a hodi se tak k riznym typlim matematické prace. (Viz také
[12], kde je podobné diskuse.)

Véfim, ze tato rozmanitd a mnohavrstevnd povaha ,dobré matematiky“ je pro
matematiku jako celek zdrava, protoze nam umoznuje vénovat se mnoha rdznym

1) Tento seznam nema byt vycerpavajici. Zejména se soustieduje na ten druh matematiky,
ktery lze nalézt v matematickych odbornych ¢lancich spiSe nez ve skole, ucebnicich nebo
¢lancich v disciplinach blizkych matematice typu pfirodnich véd.

2) Zejména stoji zato upozornit, ze matematickd presnost, kterd je vysoce duilezita, je
jen jednou ¢asti toho, co ur¢uje dobrou matematiku.
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pfistupim k oboru a vyuzivat rozliénych typii matematického talentu pro spoleény cil
vétsiho pokroku v matematice a jejiho porozuméni. I kdyz je kazdy z vyse uvedenych
atributd v matematice obecné prijiman jako zadouci, muze oboru skodit, pokud
se rozhodneme péstovat jen jeden nebo dva z nich na tdkor ostatnich. Podivejme se
napiiklad na nésledujici hypoteticky (a trochu nadneseny) scénér.

e Uvazovana oblast matematiky je stale vybrousenéjsi a vyumélkovanéjsi. Jeji jed-
notlivé vysledky se zobecnuji a vylepsuji jen kvili nim samym, ale oblast jako
celek se ubird bezcilné bez néjakého urcitého sméru nebo pocitu pokroku.

e Oblast je pfeplnéna mnoha ohromujicimi domnénkami, ale bez nadéje na rigorézni
rozvoj alespon jediné z nich.

e V oblasti se pouzivaji zejména ad hoc metody pro feseni souboru problémii, které
nemaji zadné jednotici téma, vztah nebo ucel.

e Oblast je prilis konzervativni a teoreticka a neustale predélava a sjednocuje pred-
chozi vysledky do stale techni¢téjsich formalnich systému, které vSak neprinaseji
zadny vzrusujici pokrok.

e Oblast uctiva klasické vysledky a neustale vytvari jejich kratsi, jednodussi a ele-
gantnéjsi dikazy, ale nepfinasi zadné skutecné origindlni a nové vysledky nad
ramec klasické literatury.

V kazdé z téchto t¥id prokazuje matematika jako obor hodné aktivity a kratkodo-
bého pokroku, ale z dlouhodobého hlediska riskuje pokles své dulezitosti a nezdar pri
ziskdvani mladsich matematiki pro obor. Nastésti je pro oblast matematiky obtizné
timto zplisobem stagnovat, protoZe je neustdle vyzyvana a znovu ozivovana svymi
vztahy k jinym oblastem matematiky (nebo blizkjm védam) a tim, Ze je konfron-
tovana s mnoha typy ,dobré matematiky“, k nimz ma respekt. Tyto samoopravné
mechanismy pomdéhaji udrzovat matematiku v rovnovaze, jednoté, produktivité a
plnou zivota.

Podivejme se ted na dalsi otdzku vyslovenou vyse, a sice, zda bychom se viibec
méli snazit najit definici ,dobré matematiky“. Riskujeme pfi tom dojem namyslenosti
a prilisného sebevédomi. Konkrétné mizeme prehlédnout exotické priklady skute¢ného
matematického pokroku, protoZze spadaji mimo Siroce pfijimanou definici®) ,dobré
matematiky“. Na druhé strané existuje také opacné nebezpedi, a sice v tom, ze vSechny
piistupy k matematice jsou stejné piijatelné a maji narok na stejné zdroje*) pro jakou-
koli oblast matematiky nebo Ze vSechny pfispévky k matematice jsou stejné dulezité.
Takové nazory si sice zaslouzi obdiv pro sviij idealismus, ale vysavaji z matematiky jeji
smysl pro smér a cel a mohou také vést k méné idedlnimu pridélovani matematickych

3) S tim spojena obtiZz spociva v tom, Ze kromé pozoruhodné vyjimky matematické pres-
nosti vétsina ostatnich vyse uvedenych kvalit je ponékud subjektivni a obsahuje neodmysli-
telnou nepresnost nebo nejistotu. Dékuji Gil Kalaiovi za zdtiraznéni tohoto aspektu.

+) Prikladem vzacnych zdroju jsou penize, ¢as, pozornost, talent a stranky ve $pickovych
Casopisech.
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zdrojt.®) Skute¢nost je nékde uprostied. Pro kazdou oblast matematiky ukazi jeji
existujici vysledky, folklér, intuice a zkuSenosti (¢i jejich nedostatek), které typy
pristupt v ni mohou byt pravdépodobné tspésné a zaslouzi si tedy vétsinu zdroja
a které jsou spise spekulativni a zasluhuji si pozornost jen nékolika svobodomyslnych
matematikid jen proto, aby se vyuzily vSechny moznosti. Naptiklad ve vyzralych
a dobfe rozvinutych oblastech ma smysl sledovat systematické programy a vyvijet
obecné teorie vysoce pfesnym zptisobem, konzervativné pouzivat vyzkousené metody
a prokazané intuice, zatimco v novéjsich a méné etablovanych oblastech se mtze vice
zduraznit tvorba a feSeni hypotéz, experimentovani s riznymi pristupy a spolehnout
se do urcité miry na nepfesné heuristické metody a analogie. Z taktického hlediska je
tedy smysluplné dosdhnout alespoii ¢asteéné (ale vyvijejici se) shody v ramci kazdé
oblasti, které kvality matematického pokroku si nejvice cenime, abychom mohli oblast
rozvinout a podporovat ji co nejuc¢innéji v kazdém stadiu jejiho vyvoje. Napriklad
jedna oblast mize vice vyzadovat feSeni naléhavych problémi, zatimco jina oblast
se muze domahat teoretického ramce pro organizaci zméti existujicich vysledk nebo
velkolepého programu nebo série domnének, které by podnitily nové vysledky. Jiné ob-
lasti by mély velky uzitek z novych a jednodussich diikaz klicovych vét, zatimco jesté
dalsi oblasti mohou vyzadovat dobrou publicitu a srozumitelny tvod do predmétu,
aby prilakaly vice aktivity a zdjmu. Tedy urceni toho, co tvori dobrou matematiku
v dané oblasti, mize a mélo by zalezet do velké miry na stavu oblasti samé. Mélo by
jit o urceni, které je neustale vylepsovano a diskutovano jak uvnit¥ oblasti, tak mezi
externimi pozorovateli. Jak jsem zminil jiz diive, je docela mozné, ze shoda ohledné
toho, jak by se méla oblast vyvijet, povede k nerovnovaze v ramci dané oblasti, pokud
neni véas objevena a napravena.

7 vyse feceného se mize zdat, ze problematika ohodnoceni matematické kvality je
sice dulezita, ale je také beznadéjné komplikovana zejména proto, ze mnoho dobrych
matematickych vysledka muze ziskat vysoké skére z nékterych jiz uvedenych kvalit,
ale ne z jinych. Navic mnoho z téchto kvalit je subjektivnich a daji se presné zmérit az
zpétné. Nicméné je pozoruhodné,®) Ze dobra matematika v jednom z vyse uvedenych
smysli Casto vede k dobrym pracim z matematiky v mnoha dalsich ohledech, coz
nas opraviuje k opatrnému zavéru, ze nakonec snad existuje univerzalni pohled na
dobrou matematiku a vSechny nahofe uvedené indikatory predstavuji odlisné cesty
k ziskdni novych matematickych vysledkti nebo rozdilna stadia ¢i aspekty rozvoje
matematického pribéhu.

5) Jiné fesSeni tohoto problému spociva ve vyuziti faktu, Ze matematické zdroje maji také
vice rozméru. Napiiklad mtZzeme udélovat ceny za vyklad, kreativitu apod. ¢i mit rdazné
¢asopisy vénované ruznym typum vysledktu. Dékuji Gil Kalaiovi za tuto poznamku.

%) Tento jev je také trochu spojen se ,zazracnou uc¢innosti matematiky*, kterou pozoroval
Wigner [38].
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2. Ilustrace — Szemerédiova véta

Ted piejdeme od obecného ke konkrétnimu a budeme ilustrovat jev popsany v predcho-
zim odstavci historii a kontextem Szemerédiovy véty [32] — krasného a oslavovaného
vysledku, ktery tvrdi, Ze kazd4 podmnoZina piirozenych ¢sel kladné horni hustoty”)
nutné obsahuje libovolné dlouhé aritmetické posloupnosti. Vyhnu se vSem technickym
detailiim. Ctenafe odkazuji na [33] a tam uvedené odkazy.

Existuje nékolik pfirozenych mist, odkud zacit tento piibéh. J& zacnu Ramseyovou
vétou [23], kterd Tik4, Ze jakykoli dostatecné velky Gplny graf obarveny koneéné mnoha
barvami obsahuje velké monochromatické tplné podgrafy. (Nap¥. mé&jme libovolnych
Sest lidi. Bud se t¥i budou navzdjem znat, nebo budou jeden pro druhého cizi, za
predpokladu ovSem, Ze ,s nékym se znat“ je dobfe definovany a symetricky vztah.)
Tento vysledek m4 sice jednoduchy dtikaz (neobsahujici nic vic nez nékolikeré pouziti
Dirichletova ptihradkového principu), avéak ptredstavoval objev nového jevu a vytvoril
novy druh matematického vysledku: véty Ramseyova typu, z nichz kazda je jinou
formalizaci tohoto nové ziskaného vhledu v matematice, a sice ze uplny chaos je
nemozny.

Jedna z prvnich vét Ramseyova typu (kterd vlastné pfedchézi Ramseyovu vétu
o nékolik let) byla van der Waerdenova véta [37): Mé&jme libovolné kone¢né obar-
veni prirozenych ¢isel. Pak alespon jedna z barevnych tiid musi obsahovat libovolné
dlouhé aritmetické posloupnosti. Vysoce rekurzivni ditkaz van der Waerdena byl velmi
elegantni, ale mél nevyhodu, Ze nabizel neuvéritelné hrubé kvantitativni odhady pro
vyskyt prvni aritmetické posloupnosti dané délky. Odhad vskutku zahrnoval Acker-
mannovu funkci této délky a poétu barev. Erdds a Turén [4] méli dobrou matematickou
intuici a této kvantitativni otézce se dale vénovali,®) protoze byli navic motivovani
touhou pokro¢it v Feseni otdzky (tehdy na trovni domnénky), zda prvocisla obsahuji
libovolné dlouhé posloupnosti. Potom predlozili né€kolik silnych domnének, z nichz
jedna se stala Szemerédiho vétou. Dalsi bylo krasné, ale (stéle oteviené) silnéjsi tvrzeni,
ze jakakoli podmnozina prirozenych ¢isel, jejichz prevracena ¢isla tvori fadu, kterd neni
absolutné konvergentni, obsahuje libovolné dlouhé aritmetické posloupnosti.

Prvni pokrok tykajici se téchto domnének pfinesla série protiprikladi, kterd vrcho-
lila v Behrendové elegantni konstrukei [1] ,stfedné ¥idké“ mnoziny®) (jejiz hustota
v {1,..., N} je asymptoticky vét$i nez N—¢ pro libovolné dané ¢ > 0) bez aritmetic-
kych posloupnosti délky 3. Tato konstrukce vyloucila nejambiciéznéjsi z Erdésovych-
-Turanovych domnének (ktera predpokladala, Ze polynomialné ¥idké mnoziny'®) obsa-

7y Horni hustota podmnoziny M C N se definuje jako limsup,,_, . W—fl")l, kde |M(n)
oznac¢uje pocet prvki mnoziny M(n) = {m € M |m < n}. (Pozn. red.)

8) Erdds se také vénoval otdzce kvantitativnich odhadu pro ptivodni Ramseyovu vétu, coz
vedlo kromé jiného k nalezeni nesmirné dilezité pravdépodobnostni metody v kombinatorice,
ale to je historie sama o sobé, jiz se zde nemtzeme vénovat.

9) angl. moderately sparse set

19) angl. polynomially sparse set
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huji mnoho aritmetickych posloupnosti), a tim také vylouéila podstatnou t¥idu elemen-
tarnich pfistupd k témto problémim (napf. ty, které jsou zaloZeny na nerovnostech,
jako napf. Cauchyova-Schwarzova nebo Hélderova nerovnost). I kdyz tyto piiklady
nevyiesily problém uplné, ukézaly, ze pokud plati Erdésovy-Turdnovy domnénky,
budou nutné mit netrividlni (a tak ziejmé zajimavy) dikaz.

Dalsi velky pokrok byl dilem Rotha [27], ktery pouzil Hardyho-Littlewoodovu kruz-
nicovou metodu'!) spolu s novou metodou opirajici se o priristek hustoty krasné
elegantnim zptsobem a vytvoril tak Rothovu vétu: Kazd4 mnozina pfirozenych cisel
kladné hustoty obsahuje nekoneéné mnoho aritmetickych posloupnosti délky 3. Bylo
pak prirozené zkusit rozsifit Rothovy metody na delsi posloupnosti. Roth a fada
dalsich se o to po mnoho let pokousela, ale bez tspéchu. Divod netspéchu nebyl
zcela pochopen, dokud se mnohem pozdéji neobjevila Gowersova prace. Vyzadovalo
to ohromny talent Endre Szemerédiho [31], [32], ktery se vratil ke zcela kombina-
torickym metoddm (konkrétné posunul metodu opirajici se o pfirtistek hustoty na
pozoruhodné nové trovné technické slozitosti), aby se Rothova véta rozsifila nejdfive
na posloupnosti délky ¢tytil?) a pak na posloupnosti libovolné délky, ¢imz vznikla jeho
slavnd véta. Szemeréditv diikaz byl virtuéznim a technicky velmi obtiznym kouskem a
nahlizet na extrémné velké grafy, a sice aproximovat je modely ohranicené slozitosti.
Tento vysledek, slavné a velmi uzitecné Szemerédiovo lemma o regularité, si zaslouzi
pozornost v mnoha ohledech. Jak bylo feceno vysSe, pfineslo zcela novy vhled, co
se tyce struktury velkych grafi (ktery je ted v modernim jazyce povaZzovin za vétu
o strukture stejné tak jako za vétu o kompaktnosti pro takové grafy), podalo novou
dtikazovou techniku (metodu priristku energie'®)), kterd se pozdéji v tomto p¥ibéhu
ukéze jako klicova, a také vedlo k neuvéritelné velkému pocétu neocekavanych aplikaci,
od teorie grafii pies testovani vlastnosti az k aditivni kombinatorice. Uplny piibéh
tohoto lemmatu je bohuzel prilis dlouhy, aby zde mohl byt vypraveén.

Zatimco Szemerédituv uspéch je nepochybné zlaty hieb tohoto konkrétniho pfibéhu,
neslo v ném v zadném piipadé o posledni slovo na dané téma. Szemeréditv dikaz jeho
véty, i kdyz byl elementarni, byl pozoruhodné spletity a ne lehce pochopitelny. Také
ne zcela vyftesil ptuvodni otazky, které motivovaly Erdose a Turana, protoze dukaz sdm
vyuzival van der Waerdenovy véty ve dvou klicovych kritickych bodech, a tak neptinesl
zadné vylepSené kvantitativni odhady. Furstenberg pak prokézal matematicky cit,
kdy? hledal zcela odlisny (a vysoce neelementarni'?)) dikaz, zaloZeny na analogii mezi

1) Historie kruZznicové metody je dalsi velky piibéh, ktery zde nemiZeme podrobnéji
popsat. Postaci vsak Fici, Zze tato metoda je (v modernim jazyce) soucasti soucasnych stan-
dardnich postupti a ze Fourierova analyza je dilezitym néastrojem také pro feSeni problémi
v aditivni kombinatorice.

12y Krétce poté byl Roth [28] schopen zkombinovat nékteré ze Szemerédiovych myslenek
se svou vlastni Fourierovou analytickou metodou a vytvoril smiseny dikaz Szemerédiovy véty
pro posloupnosti délky 4.

13) angl. energy increment method

14) Nékteré verze Furstenbergova argumentu se naptiklad silné opiraji o axiom vybéru,
i kdyz ho muzeme také formulovat bez axiomu vybéru.
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kombinatorickou teorii ¢isel a ergodickou teorii, ktery brzy formalizoval jako velmi uzi-
teény Furstenbergiiv princip korespondence. Z tohoto principul®) okamzité vyvodime,
ze Szemerédiova véta je ekvivalentni vété o vicendsobnych rekurencich pro systémy
zachovéavajici miru. Pak se pfirozené tato véta (ted znamé jako Furstenbergova véta
o rekurenci) zacala dokazovat pfimo metodami ergodické teorie, konkrétné pouzitim
riznych klasifikaci a strukturdlnich rozklada (napft. ergodicky rozklad), které jsou pro
takové systémy k dispozici. Furstenberg vskutku brzy vytvoril Furstenbergovu vétu
o strukture, kterd popisuje libovolny systém zachovavajici miru jako slabé smiSené
rozsifeni systému kompaktnich rozsifeni, a s pomoci této véty a nékolika dalSich
argumentil (véetné varianty van der Waerdenova argumentu) byl schopen vytvofit
vétu o vicenasobnych rekurencich, a tak podat novy dikaz Szemerédiovy véty. Stoji
také za zminku, ze Furstenberg napsal vybornou knihu o tomto a podobnych tématech
[6], ktera systematicky formalizuje zdkladni teorii a soucasné vyrazné pfispiva k ristu
a dalsimu vyvoji v této oblasti.

Furstenberg a jeho spoluautofi si pak uvédomili, Ze tato nova metoda je potencialné
velmi 0¢innd a mohla by se vyuzit pro tvorbu mnoha dalSich typt vét o reku-
renci, které pak (pfes princip korespondence) povedou k mnoha vysoce netrividlnim
kombinatorickym vétam. Furstenberg, Katznelson a dalsi sledovali tuto myslenku a
ziskali mnoho variant a zobecnéni Szemerédiovy véty, napf. rizné varianty ve vyssich
dimenzich, a dokonce vytvotili hustotni verzi Halesovy-Jewettovy véty [18] (coz je
velmi G¢inné a abstraktni zobecnéni van der Waerdenovy véty). Dokonce ani dnes neni
znam ,elementarni dikaz mnoha vysledkt ziskanych témito koneénymi technikami
ergodické teorie, coz ukazuje na moc této metody. Navic jako cenny vedlejsi produkt
téchto snah bylo ziskdno mnohem hlubsi porozuméni strukturalni klasifikaci systémii
zachovavajicich miru. Konkrétné bylo zjisténo, Ze v mnoha typech problému reku-
rence jsou vlastnosti asymptotické rekurence libovolného systému témér aplné fizeny
zvlastnim faktorem tohoto systému, ktery je zndm jako (minimalni) charakteristicky
faktor systému.'®) Urceni piesné povahy tohoto charakteristického faktoru pro rtizné
typy rekurence se pak stalo hlavnim predmétem studia, protoze se zjistilo, Ze to
povede k presnéjsi informaci o limitujicim chovani (konkrétné to ukaze, ze urcité
asymptotické vyrazy spojené s vicenasobnymi rekurencemi vlastné konverguji k limité,
coz byla oteviend otézka z Furstenbergovych ptvodnich argumentit). Furstenbergovy
a Weissovy protipriklady stejné jako vysledky Conzeho a Lesigneho nakonec vedly
k zavéru, ze tyto charakteristické faktory by se mély dat popsat velmi specidlnim
(algebraickym) typem systémil zachovavajicich miru, konkrétné nilpotentnimsi systémy
spojenymi s nilpotentnimi grupami. Tyto zavéry kulminovaly presnymi a peclivymi
popisy téchto faktorti v technicky ptsobivém ¢lanku Hosta a Kraové [20] (a nésledné
také Zieglerové [39]), ktery mimo jiné vytesSil otdzku zminénou vyse a tykajici se
konvergence asymptotickych priiméri vicendsobné rekurence. Ustfedni role téchto

15y Existuje také podobny princip korespondence, ktery spojuje van der Waerdenovu vétu
s vétou vicenasobnych rekurenci pro topologické dynamické systémy. To vede k fascinujicimu
pribéhu topologické dynamiky, ktery zde kvili nedostatku mista nemizeme popsat.

16y Ranym piikladem je von Neumannova ergodicka véta o stfedni hodnoté.
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charakteristickych faktoru ukazovala pomérné presné na dichotomii mezi strukturou
(reprezentovanou zde nilpotentnimi systémy) a ndhodnosti (ktera je zachycena urcitym
technickym typem ,smiSené vlastnosti“) a vedla k poznatku, ze pravé tato dichotomie
ve skutecnosti tvoii zdklad Szemerédiovy véty a pribuznych vét a dava jim silu. Dalsim
rysem Hostovy-Kraové analyzy, jez zaslouzi zminku, je napadny vyskyt primeéri
spojovanych s , krychlemi“ a ,rovnobéznostény“, které se z mnoha divodi ukazuji jako
pristupnéjsi analyze nez prameéry vicenasobnych rekurenci spojované s aritmetickymi
posloupnostmi.

Paralelné s timto vyvojem v oblasti ergodické teorie se jini matematici snazili
porozumét, znovu dokézat a vylepSit Szemerédiovu vétu jinymi zpusoby. Dilezity
prilom provedli Ruzsa a Szemerédi [29], kdyZ pouzili Szemerédiovo lemma o regularité,
zminéné vyse, a vytvorili fadu vysledka v teorii grafti véetné toho, ktery je dnes znam
jako lemma o odstranéni trojuhelnika z grafu. Toto lemma zhruba Fiké, Ze graf, ktery
obsahuje maly pocet trojuhelniki, se jich mize zbavit odejmutim prekvapivé malého
poctu hran. Pak si vSimli, ze Behrendiv piiklad zminény vysSe dava jistd omezeni
tykajici se kvantitativnich odhadt v tomto lemmatu, konkrétné Ze vylu¢uje mnoho
t¥id elementéarnich pfistupi k tomuto lemmatu (protoze takové piistupy typicky déavaji
odhady polynomiélniho typu). VSechny dosud znamé dtikazy lemmatu o odstranéni
trojuhelnika skuteéné vyuzivaji néjaké varianty lemmatu o regularité. Pokud pouzi-
jeme toto spojeni opacnym zptsobem, miiZzeme si vSimnout, Ze z lemmatu o odstranéni
trojihelnika vlastné vyplyva Rothova véta o posloupnostech délky 3. Tento objev
poprvé oteviel moznost, Zze véty Szemerédiova typu by mohly byt dokazany cisté
technikami teorie grafu, ¢imz se témér Uplné vynechd aditivni struktura problému.
(Poznamenejme, ze piistup ergodické teorie tuto strukturu zachoval pod maskou
pusobeni operdtoru posunuti na systém. Také Szemerédiav puvodni dikaz je jen
Castefné zalozen na teorii grafii, protoze na mnoha rtznych mistech vyuziva aditivni
strukturu posloupnosti.) Nicméné trvalo néjaky cas, nez se zjistilo, Ze metoda teorie
grafi, podobné jako Fourierova analytickd metoda pred ni, je do zna¢né miry omezena
na zjistovani vzort ,nizké slozitosti“ jako trojuhelniky nebo posloupnosti délky 3 a Ze
zjiSténi posloupnosti vétsi délky by vyzadovalo znacné obtiznéjsi teorii hypergrafi.
Toto zjisténi motivovalo program (jehoZ prikopniky byli Frank a Ro6dl) na nalezeni
uspokojivé analogie lemmatu o regularité pro hypergrafy, které by bylo dostatecné
silné, aby mélo podobné diisledky jako Szemerédiova véta (stejné jako mnozstvi variant
a zobecnéni). To se pak ukézalo jako pfekvapivé oZehavy tkol, zejména v nutnosti
peclivé vytvofit hierarchiil”) parametri, které se v takové regularizaci objevuji, aby
dominovaly jeden druhému ve spravném poradi. Konecné verze lemmatu o regularité

a s nim spojena ,lemmata o poé¢itani“!®), z nichz bychom mohli vyvodit Szemerédiovu
vétu, se skuteéné objevily pomérné nedavno ([22], [24], [25], [26], [14], . ..). Za zminku

také stoji velmi nézorny Gowerstv protipiiklad [10], ktery ukazuje, ze kvantitativni

17y Zda4 se, Ze tato hierarchie je spojena s mnozstvim rozsifeni, na které narazil Furstenberg,
kdyz se podobné snazil ,regularizovat® systém zachovavajici miru, i kdyz pfesné spojeni je
v soucasnosti stale jesté malo chapano.

'#) angl. counting lemmas
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odhady v ptivodnim lemmatu o regularité musi byt alespon typu iterované exponen-
cidly, takze se znovu ukazuje netrividlni povaha (a moZnosti) tohoto lemmatu.

Fourieriv analyticky pristup k Szemerédiové vété, ktery ptilis nepokrocil od doby
Rotha, nakonec vyfesil Gowers [11], [13]. Podobné jako u ostatnich pfistupti zac¢ina
tento pristup vytvorenim dichotomie na mnozinach prirozenych cisel, tedy Ze jsou
v uréitém smyslu bud strukturované, nebo pseudondhodné. Ptislusny pojem struktury
zde vytvoril Roth — strukturované mnoziny maji obsahovat pfiristek hustoty na
stredné dlouhych aritmetickych posloupnostech — ale spravna charakteristika pseu-
dondhodnosti nebo ,rovnomérnosti“ byla méné jasnd. Gowers vytvoril piiklad (ve
skutecnosti tzce spojeny s priklady Furstenberga a Gowerse zminénymi d¥ive), ktery
ukazal, ze charakteristiky pseudonahodnosti zalozené na Fourierovi jsou pro fizeni
posloupnosti délky ¢tyti a vice nedostatecné, a pak zavedl jiny pojem rovnomérnosti
(velmi tizce spojeny s krychlovymi priméry Hosta a Kraové a také s uréitymi pojmy
regularity hypergrafu), ktery postacoval. Zbyvalo stanovit kvantitativni a pfesnou
podobu dichotomie. Ukazalo se, Ze to je prekvapivé obtiZzné (zejména diky omezené
vyuzitelnosti Fourierovy transformace v tomto kontextu) a v mnoha ohledech po-
dobné snaham Hosta a Kraové a také Zieglerové dodat charakteristickym faktortim
algebraickou strukturu nilpotentnich systémt. Nicméné spojenim Fourierovych analy-
tickych nastroji a zasadnich vysledkt aditivni kombinatoriky jako Freimanovy véty
a Balogovy-Szemerédiovy véty (jejichz historie je také zajimavd, viz napf. [35]), spolu
s nékolika novymi kombinatorickymi a pravdépodobnostnimi metodami toho Gowers
dosahl nevsedni cestou a zejména ziskal pozoruhodné silné kvantitativni odhady Sze-
merédiovy véty a van der Waerdenovy véty.!?)

Shrneme-li dosud fecené, vidime, ze vznikly ¢tyfi paralelni dikazy Szemerédiovy
véty: jeden kombinatoricky, jeden v ergodické teorii, jeden v teorii hypergrafi a jeden
pomoci Fourierovy analyzy a aditivni kombinatoriky. I s tolika dtikazy ziistaval pocit,
Ze nase porozuméni tomuto vysledku neni tplné; napriklad Zzadny z pristupi nebyl
dostatecné silny, aby zjistil aritmetické posloupnosti v mnoziné prvocisel, zejména diky
fidkosti posloupnosti prvoéisel. (Nicméné lze vyuzit Fourierovy metody, ¢ piesnéji
kruznicové metody Hardyho-Littlewooda-Vinogradova, pro nalezeni nekone¢né mnoha
posloupnosti délky t¥i v mnoZiné prvocisel [36] a mnohem obtiZnéji pak Cdstecné
fesit i posloupnosti délky ¢tyii [19].) Avsak Green vyuzil myslenek teorie restrikci?®)
v harmonické analyze (coz je dalsi fascinujici p¥ibéh, ktery zde nebudeme rozvadét)
[15] a choval se k prvoéislim, ,jako by“ §lo o hustou mnozinu, a doSel k analogii
Rothovy véty pro husté podmnoziny prvocisel. To otevielo velmi zajimavou moznost
relativni Szemerédiovy véty, kterd umoznuje zjistit aritmetické posloupnosti v hustych
podmnozinach i u jinych mnozin nez mnozin pfirozenych ¢isel, naptiklad v hustych
podmnozinach mnoziny prvocisel. Vskutku, odpovidajici relativni Rothova véta pro

19) Vyjimeéné tvofivy dikaz van der Waerdenovy véty od Shelaha [30] stoji také za
zminku. Tento dtkaz drzel piedchozi rekord pro nejlepsi konstanty této véty. MysSlenky
Shelahova dilkazu jesté nebyly uspésné vélenény mezi ostatni poznatky, ale oCekavam, Ze
se tak v budoucnu stane.

209) angl. restriction theory
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husté podmnoziny pomérné fidkych nahodnjych mnozin se jiz objevila v literatufe
v teorii grafu [21].

Spole¢né s Benem Greenem?!) jsme zacali fesit tikol relativizovat Fourierovy ana-
lytické a kombinatorické pristupy vyvinuté Gowersem do takovych kontexti jako
husté podmnoziny fidkych ndhodnych nebo ,pseudondhodnych“ mnozin. Po velkém
usili (které bylo C¢asteéné inspirovéno teorii hypergrafii, kterd je dobfe vybavena
pro poditani vzord v fidkych mnozinach, a také ¢asteéné Greenovym ,aritmetickym
lemmatem o regularit&“ [16], které pfendsi myslenky lemmatu o regularité z teorie
grafi do aditivnich kontextl) jsme nakonec byli schopni (v nepublikované préaci)
zjistit v takovych mnozinach posloupnosti délky ¢tyfi. V tomto okamziku jsme si
uvédomili analogie mezi pfistupem zalozenym na lemmatu o regularité, které jsme
pouzivali, a konstrukcemi charakterického faktoru Hosta a Kraové. Dosadili jsme??)
do téchto konstrukei (konkrétné jsme se hodné spoléhali na krychlové priméry), a tim
jsme dokéazali vytvorit uspokojivou relativni Szemerédiovu vétu, kterd se spoléha
na urcity princip prenosu, jez tvrdi, zhruba feceno, Ze husté podmnoziny fidkych
pseudondhodnych mnozin se chovaji, ,jako by“ byly husté v ptvodnim prostoru.
Abychom mohli aplikovat tuto vétu na prvocisla, potfebovali jsme uzaviit prvocisla
do vhodné pseudondhodné mnoziny (¢i pfesnéji miry), ale velkou ndhodou nedavné
vysledky Goldstona a Yildirmma??) ve vyzkumu mezer mezi prvocisly??) [8] vytvotily
témér presné to, co jsme k tomu potfebovali. Tim nadm umoznily konec¢né potvrdit

starou domnénku, 7e prvoéisla obsahuji libovolné dlouhé aritmetické posloupnosti.?®)

Pribéh zde presto nekonci, ale misto toho se stale v nékolika smérech rozviji. Na
jedné strané je zde ted fada dalSich aplikaci principu prenosu, naptiklad pro ziskani
podobnych schémat mezi Gaussovymi prvocisly nebo polynomickych posloupnosti
mezi raciondlnimi prvocisly. Dalsi slibny smér vyzkumu je vzajemné sblizovani Fourie-
rovy metody a metod z teorie hypergrafu a ergodické teorie, napiiklad pro vytvoreni
nekone¢nych verzi grafové a hypergrafové teorie (které maji také aplikace v dalsich
oblastech matematiky, jako nap¥. u testovani riiznych vlastnosti) ¢i koneéné verze er-

21y Mimochodem, ptvodné mé na téchto problémech pritahovalo jejich spojeni s dalsim
velkym matematickym pfibéhem Kakeyaovy domneénky, kterou zde pro nedostatek mista
nemuzeme rozvadét. Nicméné je spojena pomérné prekvapivym zpusobem s pribéhem teorie
restrikci zminénym diive.

22y To bylo z mnoha davodu trochu o$idné, zejména diky tomu, ze konstrukce ergodické
teorie byly v podstaté nekonecné, zatimco u prvocisel jsme museli pracovat v konecném
kontextu. Nastésti jsem se jiz pokusil ,zkonec¢nit“ ergodicky pristup k Szemerédiové vété
[34]. T kdyz byl muj pokus tenkrat netplny, ukdzalo se, Ze je dostateéné nosny, aby mohl
pomoci prii aplikaci na prvocisla.

23) 'V dobé psani naseho ¢lanku jsme vyuzivali konstrukce z prace Goldstona a Yildirima,
ktera byla stazena kvili nesouvisejici chybé a ktera byla pozdéji upravena pomoci zajimavych
novych myslenek Pintze [9]. To podporuje myslenku uvedenou dfive, Ze neni tplné nutné,
aby byla matematickd prace zcela bez chyby v kazdém detailu, aby méla svij vyznam pro
dalsi (pfesnou) praci.

24y Ptibéh mezer mezi prvocisly je opét velmi zajimavy, ale nemizeme ho zde vypravét.

25) Ctenafe odkazujeme na piehledovy ¢lanek Martina Klazara: Prvocisla obsahuji libo-
volné dlouhé aritmetické posloupnosti, PMFA 49 (2004), 177-188. (Pozn. red.)
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godické teorie. Tteti smér vede k zajisténi, aby nilpotentni systémy, které ¥idi rekurenci
v kontextu ergodické teorie, fidily také rizné konecné primeéry spojené s aritmetic-
kymi posloupnostmi; konkrétné ja s Greenem aktivné pracujeme na pocitani korelaci
mezi prvocisly a posloupnostmi vytvorenymi nilpotentnimi systémy (pouziviame staré
metody jesté z dob Vinogradova), abychom vytvofili pfesnéjsi asymptotické odhady
riznych vzord, které se nachazeji v mnoziné prvocisel. Nakonec zistava neméné
dilezitda puvodni Erdésova-Turanova domnénka, kterd i po tomto velkém pokroku
stéle ziistava oteviend, i kdyz se ted objevuji uréité velmi slibné pokroky u Bourgaina
[2], [3], které by mély vést k dalsimu vyvoji.

3. Zavér

Jak vidime z vySe uvedené ilustrace, ty nejlepsi priklady dobré matematiky nespliuji
jen jedno nebo vice kritérii matematické kvality uvedené na zacatku ¢lanku, ale co je
dilezitéjsi, jsou soucasti vétsiho matematického pribéhu, ktery se rozviji a vytvari
mnoho dalsich vysledkti dobré matematiky mnoha rtznych typi. Muzeme skutecné
Tici, Ze historie vSech oblasti matematiky je vytvarena hrstkou téchto velkych pribéhi,
jejich vyvojem béhem casu a jejich vzajemnou interakci. Uc¢inim tedy zavér, ze dobra
matematika se nedd mé¥it jednim nebo vice ,lokdlnimi“ kvalitami danymi vyse (i
kdy?Z jsou uréité dilezité a stoji za to o né usilovat a mluvit o nich), ale zélezi také
na ,globalnéjsi“ otazce, jak je zasazena mezi dalsi casti dobré matematiky, jak je
moznosti zpétného pohledu je obtizné predvidat s urcitosti, jaké druhy matematiky
budou mit takovou vlastnost. Nicméné se zd4, Ze existuje urcity nedefinovatelny pocit,
Ze urcita ¢ast matematiky ,,je na cesté k néCemu“, ze jde o kousek vétsi skladacky, ktera
¢ekd na dalsi zkoumani. A zda se mi, Ze sledovani takovych nepostizZitelnych pfisliba
budoucich moznosti je prinejmensim stejné dilezitou strankou matematického pokroku
jako konkrétnéjsi a ocividnéjsi stranky matematické kvality uvedené diive. Vérim
tedy, ze dobra matematika je vice nez prosté proces feseni problému, tvorby teorii
a vylepSovani dukaz, aby byly kratsi, silnéjsi, jasnéjsi, elegantnéjsi nebo presnéjsi, i
kdyz jsou to vSechno samoziejmé obdivuhodné cile. Zatimco dosahujeme vSech téchto
cili (a diskutujeme o tom, které z nich by mély mit v rdmci dané oblasti vétsi prioritu),
méli bychom si uvédomit mozny vétsi kontext, do nichz by mohl byt ziskany vysledek
zasazen. Z dlouhodobého hlediska to miize vést k dalsimu rozvoji daného vysledku,
dané oblasti a matematiky jako celku.

Podé&kovani: Dékuji Laufe Kimové za to, ze predetla a okomentovala ptivodni verzi
tohoto ¢lanku, a Gil Kalaiovi za mnoho promyslenych komentait a navrht.
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