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Pocitacovy védec objevil algoritmus pro
reSeni fundamentalniho problému teorie
grafii v malém pamétovém prostoru

Sara Robinson, Los Angeles

Vyznamné souvislosti jsou ¢asto nalezeny stastnou ndhodou, kdyZ se védec snazi doké-
zat néco jiného. To se stalo roku 1970, kdyz Leslie Valiant, nyni profesor informatiky
na Harvard University, objevil, ze jisty typ grafli, zavedeny v teorii informace, ma
vyznamné disledky i v informatice. Zkoumani disledk tohoto objevu aktivné probiha
doposud.

Od doby Valiantova objevu pouzivaji pocitacovi védci tyto takzvané expandujici
grafy neboli expandéry pii navrhu komunikac¢nich siti, t¥idicich algoritmi, samoopra-
vujicich kédu s kédovanim a dekédovanim v linedrnim Case a také pfi feseni problému
statistické fyziky. V ¢isté matematice byly expandéry vyuzity k feSeni problému
z teorie miry, geometrie, topologie a vypocetni teorie grup.

Cerstvym vysledkem pouziti techniky expandérii je prace Omera Reingolda, infor-
matika z Weizmann Institute of Science, ktery vyfesil dlouho otevieny problém ve
vypocetni slozitosti. Reingold vymyslel algoritmus, ktery potfebuje nejmensi mozny
(az na konstantni faktor) pamétovy prostor pro rozhodnuti, zda dva vrcholy v daném
neorientovaném grafu jsou spojeny, a ktery pro spojené vrcholy uvede cestu mezi nimi.

Predstavte si situaci, ze jste se ztratili bez mapy ve mésté, kde se nedomluvite, a
potfebujete najit cestu zpét k autu. K dispozici mate pouze malicky zapisnik, ktery se
vejde do kapsy. Reingolduv algoritmus, popsany v predbézné verzi ¢lanku v listopadu
2004, by vam poskytl systematicky navod, jak prozkoumévat meésto, ulici za ulici, az
dojdete k autu. A navic stejnd posloupnost odboceni doleva a doprava by fungovala
v libovolném jiném mésteé.

Tento vysledek prichazi v dobé, kdy ohromné soubory dat jsou bézné, a proto ziské-
vaji na vyznamu pamétové nenarocné algoritmy, tfebas zatim nejsou prilis ¢asté, Fikd
Avi Wigderson, profesor informatiky na Institute for Advanced Study v Princetonu.
Dodéavé, Ze mezi algoritmy s malou pamétovou naro¢nosti méa vsak Reingoldtv algo-
ritmus centralni tlohu, protoZe z néj plyne existence pamétové nendro¢nych algoritmu
pro fadu dalsich vyznamnych problémd, jakymi jsou hledani minimélni kostry grafu
nebo rozhodnuti, zda existuje rovinné nakresleni grafu.

Problém zjistit, zda dva vrcholy v neorientovaném grafu jsou spojené, oznaco-
vany jako ,neorientovand souvislost“, je specialnim pripadem podobné formulovaného

Z anglického originalu: Computer Scientist finds small-memory algorithm for fundamental
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problému pro orientované grafy. Pokud by i pro néj existoval algoritmus s malou
pamétovou naroc¢nosti, mélo by to dalekosahlé filozofické dusledky, ¥ikd Madhu Sudan,
profesor informatiky na MIT. Podobné pamétové efektivni algoritmus pro orientova-
nou souvislost by vyfesil pamétovou analogii problému P versus NP.

Pro Reingolda byl vsak tento problém svidny hlavné v souvislosti s dilezitym
smérem soudobého vyzkumu, kterym je otazka vzajemné efektivni ndhrady dvou
vypocetnich zdroji, paméti a ndhodnosti. Pro mnoho vypocetnich problému existuje
s ohledem na ¢as a pamét efektivni randomizovany algoritmus (tj. algoritmus s né-
hodnymi kroky), ale neni zndm zadny podobné efektivni deterministicky algoritmus.
Neorientovana souvislost, pro kterou byl od 70. let minulého stoleti znam jednoduchy
randomizovany algoritmus s logaritmickou pamétovou slozitosti, byla az dosud jednim
z takovych problémi. Podle Reingolda je jeho novy algoritmus indicii k obecnéjsimu
zdvéru: ndhodnost nemtze usetfit pamét. ,Véiim, Ze mtj algoritmus nakonec povede
k takto obecnému vysledku, a to je ted miyj hlavni cil,“ Fikd. (Porozumét vzajemné

vy

efektivni ndhradé mezi ¢asem a ndhodnosti je povazovano za mnohem té73i problém.)

Stastné& nalezena souvislost

V 1été 1974 L. Valiant, badatel z univerzity v Leedsu v Anglii, pfemyslel o jednom
zékladnim problému nové se rodici discipliny, teorie vypocetni slozitosti. Snazil se
dokézat, ze urcité jednoduché funkce, jako je soucin dvou n-cifernych ¢isel, neni mozné
vypocitat pomoci linedrniho poc¢tu operaci.

Poté, co znazornil tento vypocet pomoci obvodu — orientovaného acyklického grafu,
kde jsou pocatecni vstupni cifry propojeny pomoci logickych hradel ve vrcholech
s koncovymi vystupnimi ciframi — si Valiant v§iml, ze od kazdé z k vstupnich cifer
ke kazdé z k vystupnich cifer musi byt preneseno hodné informace. Toto pozorovani
zachytil pomoci vlastnosti z teorie grafi: Pro kazdé dvé k-prvkové mnoziny vstupnich
a vystupnich cifer existuje k vrcholové disjunktnich cest, které je spojuji.

Valianta napadlo, zZe grafy s tak mnoha disjunktnimi cestami asi maji mnoho hran.
Kdyby to tak bylo, pak by uvazovany obvod mél vice nez linearni velikost (v poctu
vstupnich a vystupnich vrchold), coz by potvrdilo hledany dolni odhad. Nakonec

Valiant tuto grafovou podminku zredukoval na jednodussi a dale badal, zda existuji
grafy s takovymi vlastnostmi.

Kratce nato, pfi cesté do Pafize, ndhodou narazil na odkaz na ¢lanek z teorie
kédovani, ktery fesil jeho grafovy problém. Byl napsan o rok diive Markem Pinskerem,
ruskym informac¢nim teoretikem, a byla v ném definice a dikaz existence graft linearni
velikosti, které Pinsker nazval ,koncentratory“ a které presné spliovaly zjednoduse-
nou Valiantovu podminku. Koncentratory se vyvinuly z hloubéji leziciho konceptu
expandéri, ktery Pinsker a L. A. Bassalygo zavedli v ¢lanku o propojovacich sitich
z roku 1971. Podobné jako koncentratory jsou i expandéry zdanlivé rozporné: maji
byt zéroven dobfe propojené a Fidké.
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Z Pinskerovy konstrukce koncentratort se Valiantovi podafilo odvodit grafy, které
maji pfesné onu silnéjsi grafovou vlastnost jeho obvodt, ale jen linedrné mnoho hran.
V nazvu navazal na Pinskera a pojmenoval své grafy ,superkoncentratory®.

I kdyz Valiant nebyl schopen vyfesit svou plivodni otdzku o funkcich (ztstava
oteviend dodnes), ukéazal, Ze jeho superkoncentratory maji mnoho dilezitych aplikaci
v navrhu algoritmii a siti. Touto praci byla sila koncentratorti, superkoncentratora
a expandéri predstavena spoleCenstvim matematikd a informatikd a nadale hraje
podstatnou roli v mnoha oblastech vyzkumu, nejnovéji v Reingoldové vysledku o sou-
vislosti neorientovanych grafi.

Neorientovana souvislost v logaritmickém prostoru: 35-leté hledani

Casova slozitost neorientované souvislosti byla uréena v 70. letech minulého stoleti.
Obvyklé algoritmy prohledavani grafu — prohledavani do Sifky a prohledavani do
hloubky — potiebuji ¢as linedrni v pocétu vrcholi a hran, a lépe to nejde. Tyto
algoritmy ovSem potiebuji také paméfovy prostor linedrni velikosti.

Reingoldtuv algoritmus pro dané dva vrcholy a neorientovany graf najde cestu, ktera
je spojuje (pokud existuje) a potfebuje pouze mnozstvi paméti logaritmické v poctu
vrcholi. Diky tomuto algoritmu se dany problém dostéava do skupiny, kterou védci
nazyvaji ,log-space® problémy, tj. do mnoziny problémi, které je mozno fesit s paméti
o velikosti konstantniho nasobku logaritmu velikosti problému. Protoze zapamatovani
jména byt jediného vrcholu grafu s n vrcholy vyzaduje logaritmickou pamét, potie-
buje tento algoritmus az na konstantni nidsobek nejmensi mozny pamétovy prostor.
Diky nému je mozné projit grafem jen se schopnosti zapamatovat si pokazdé pouze
konstantni pocet vrcholt.

Hledani paméfoveé nendroénych algoritmi pro neorientovanou souvislost zacalo na
zacatku 70. let, soucasné se zrodem expandéri, které byly nakonec pouzity k se-
strojeni téchto algoritmt. Prvni pokus se objevil roku 1970, kdy J. Savitch navrhl
algoritmus s pamétovou slozitosti O((log n)z), ktery bézi v superpolynomidlnim case.
Poté roku 1979 v této otdzce pokrocili Romas Aleliunas, Richard Karp, Richard
Lipton, Laszlé Lovasz a Charles Rackoff, kdyz ukézali, Ze ndhodnda prochazka, ktera
zacne v libovolném vrcholu neorientovaného souvislého grafu, navstivi vSechny vrcholy
v polynomidlnim poctu kroki. Protoze jejich algoritmus nahodné prochéazky si musi
pamatovat pouze aktudlni vrchol a pocet jiz provedenych krokt, ziskali tim pro
neorientovanou souvislost pravdépodobnostni algoritmus s logaritmickou pamétovou
slozitosti. Problémem nyni bylo, jak z algoritmu odstranit ndhodnost.

Dalsi vyznamny pokrok nastal roku 1992, kdy Noam Nisan rozvinul ptvodni kriticky
vhled Steva Cooka, zndmého definici pojmu NP-tplnosti. V 70. letech Cook vymyslel
koncept ,univerzalni prohledavaci sekvence* (UPS) pro libovolny graf dané velikosti
— predem dané sekvence sméri, kterd zarucuje navstiveni kazdého vrcholu v souvislé
komponenté — a vyjadfil domnénku, Ze takovato sekvence by mohla vyfesit problém
prostorové slozitosti neorientované souvislosti.
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Alenliunas a kol. ve svém ¢lanku reagovali na Cookovu vyzvu a spoditali, ze UPS
polynomidlni délky existuje, ale neuméli ji pfimo sestrojit. Nisan ve své PhD préci na
University of California v Berkeley pozdéji ukazal, jak generovat UPS s délkou blizko
polynomidlni pfi pouziti O((log n)z) prostoru. Kréatce nato Nisan s Wigdersonem a
Endrem Szemerédim vylepsili Nisanovu praci o UPS a snizili prostorovou slozitost
na (’)((log n)3/ 2). Dosahli toho pomoci postupného generovani novych mensich grafa,
které zachovavaly souvislost puvodniho grafu. Wigderson a dalsi kolegové nasledné
dokézali snizit mocnitele jesté vice, az na 4/3.

V listopadu 2004 Reingold uzavtel hledani, kdyz popsal metodu vytvoreni univer-
zalni prozkoumévaci sekvence (podobnd UPS) polynomidlni délky s pouzitim loga-
ritmické paméti. Jeho metoda je postavena na technice zcela odlisné od predchozich:
misto zmenSovani vstupniho grafu ho jeho algoritmus zvétsuje.

Obr. 1. Petersentv graf predstavuje dobry (i kdyz maly) expandér.

Expandéry

Ze spousty ekvivalentnich definic expandujicich graft je nejnazornéjsi ta geometricka:

(n,d, c)-expandér, ¢ > 0, je d-regularni graf o n vrcholech, pro ktery oddéleni
libovolnych k < n/2 vrchold od zbytku grafu vyzaduje odstranéni alespoii ck hran.

Tato definice sice zachycuje pojem vysokého propojeni, ale zarucuje fidkost grafu
pouze v pripadé, ze stupen vrcholl d je maly vzhledem k poctu uzld. V aplikacich je
obvykle potfeba mit ne jeden, ale nekonec¢ny systém expandéra pevného stupné d. Jak
pocet vrcholu roste, graf stale vice Fidne.
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Nejjednodussi dukaz existence takovych rodin grafti pouziva pravdépodobnostni
konstrukci pivodné vyvinutou Pinskerem. Ten ukazal, Ze téméi kazdy nahodny graf
je expandér, i kdyz neumél tyto grafy konkrétné sestrojit.

S timto problémem se obratil na ruského matematika Gregoriho A. Margulise,
ktery v roce 1973 uvedl prvni explicitni konstrukci rodiny expandéri. Margulisova
konstrukce je spolu s vétsinou pozdéjsich konstrukei zalozena na algebraické vlastnosti
expandéri, na vztahu mezi expanznimi vlastnostmi grafu a pomérem mezi nejvétsim a
druhym nejvétsim vlastnim ¢islem matice sousednosti. Graf s vrcholy stupné d je dobry
expandér, pokud velikost druhého nejvétsiho vlastniho ¢isla jeho matice sousednosti
je ostfe mensi nez d. (Proto rodina graft je rodinou expandért, pokud druhé nejvétsi
vlastni ¢isla vSech grafii jsou stejnomérné omezena hodnotou A < d.)

Expandéry maji také tu dobrou pravdépodobnostni vlastnost, Zze na nich ndhodné
prochazky rychle konverguji k rovnomérnému rozdéleni a rychlost konvergence je
urc¢ena druhym vlastnim ¢islem. Informatici vytvorili algoritmy pro aproximaci kom-
binatorickych vlastnosti fyzikalnich systému, které jsou zalozeny na této vlastnosti
expandérd.

Margulisova a nasledné konstrukce byly hodné technické a pro dokézani expanznich
vlastnosti vyuzivaly silné véty algebry a teorie ¢isel. S tim nebyl Wigderson spokojeny:
,Pro mé vzdy bylo cilem mit expandér, u kterého bych védeél, pro¢ vlastné expanduje®,
Fika.

Jina stastna nahoda

V roce 1999 Wigderson a Reingold spolupracovali se Salilem Vadhanem a navrhli
celkem jednoduchou kombinatorickou metodu pro postupnou konstrukci rodiny expan-
déri. Zakladem jejich metody je operace, kterou nazvali ,cik-cak® slozeni: Vezmeme
dva grafy, velky expandér G a mnohem mensi expandér H a vytvorfime novy graf
velikosti priblizné rovné vétsimu grafu se stupném uréenym pouze mensim grafem a
s expanznimi vlastnostmi jen o méalo hor§imi nez u obou graft. , Expanzni vlastnosti
slozeného grafu vychéazeji z vlastnosti jeho slozek pomoci intuitivniho argumentu
o ,informacnim toku“ a formalni popis pomoci linedrni algebry zabere ptl stranky,“
vysvétlil Wigderson.

Protoze definice expandéru neomezuje pocet hran, mizeme pfidanim novych hran
expanzni vlastnosti snadno vylepsit. Touto metodou vSak nezkonstruujeme rodinu
expandéril, protoZe stupen neztstane konstantni. Kli¢ovou vlastnosti cik-cak skladani
G a H je to, ze zustane zachovina vétSina expanznich vlastnosti G a pfitom je
zredukovan jeho stupen. Pokud tedy stridavé cik-cak skladame a pridavame hrany,
sestrojime explicitni rodinu expandéra.

Vyzkumnici v ¢lanku z roku 1999 déle ukazuji, Ze podobné, jednodussi skladani
grafil zvané ,nahrazujici sloZzeni“ muze byt pouZito ke generovani rodiny expandéra
s mirné hor§imi expanznimi vlastnostmi. Pfi nahrazujicim skladani G a H je kazdy
vrchol vétsiho grafu G nahrazen kopii mensiho grafu H. Pocet vrcholt H je volen tak,
aby odpovidal stupni G, takze kazdy vrchol v kazdé kopii H odpovida pravé jedné

46 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 538 (2008), ¢. 1



hrané v G. Vysledny graf se potom lokalné chova jako H a globalné jako G, takze
prebird expanzni vlastnosti od obou.

V roce 2004 dostal Reingold klicovy napad — Ze by totiz bylo mozné zmensit
pamét potfebnou k feSeni neorientované souvislosti ptidanim vice cest ke vstupnimu
grafu, aby bylo snadnéjsi ho prohledat. A opravdu, kdyby néjak dokézal prevést graf
na expandér, byl by hotovy: Expandér velikosti n méa tu vlastnost, ze jeho primér
(nejvétsi vzdalenost mezi libovolnymi dvéma vrcholy) je O(logn) a procedura, kterd
by vygenerovala vSechny mozné cesty velikosti O(logn) z pocateéniho bodu grafu a
pak je jednu po druhé vyzkousSela, by zarucené nasla vSechny vrcholy lezici v dané
souvislé komponenté.

Ale az do 1éta 2004, kdy navstivil svého kolegu z UC Berkeley, Reingold netusil,
jak toto fesSeni realizovat. Podstata jeho algoritmu je tato: Pro dany vstupni graf G a
vrcholy S a T algoritmus st¥idavé pfidava hrany a provadi cik-cak sloZeni nebo nahra-
zujici slozeni, ¢imz prevede souvislou komponentu S na expandér G’ s konstantnim
stupném. ObtiZnou ¢asti je dokazat, Ze libovolny graf je moZno pfevést na expandér
pomoci grafovych slozeni a Ze tuto transformaci je mozné provést s logaritmickym
mnozstvim paméti. (Transformace nevyzaduje uloZzeni kompletniho popisu G’, protoze
kazdy bit popisu lze vypoéitat v logaritmickém prostoru.)

Reingoldova konstrukce je zdanlivé jednoducha, ¥ika Wigderson; potfebovali jsme
pét rokt a spravny vhled do problému, abychom si uvédomili souvislost mezi expan-
déry a cik-cak slozenim. ,Reknu vam, pro¢ jsem na ten algoritmus nepfisel — vSechny
predchozi algoritmy graf smrstovaly; ale Reingoldtiv na to jde piesné opacné.“

Dodatek: Klasickym ptikladem vynikajici, avsak bohuzel Spatné nacasované prace
je pripad studenta texaské univerzity Vladimira Trifonova, ktery v r. 2005 oznamil
algoritmus fesici neorientovanou souvislost v paméti O((log n)(loglogn)) pomoci jiné
nez Reingoldovy metody. Pokud je jeho algoritmus spravny, byl by rychlejsi nez
vSechny ostatni znamé, s vyjimkou Reingoldova algoritmu.

Poznamka prekladatele: Oba vysledky, Reingolduv i Trifonoviv, byly oficidlné zve-
Tejnény v r. 2005 na stejné konferenci, a sice na 37. vyrocéni konferenci ACM ,Sym-
posium o teorii vypoctu“ STOC 2005 v Baltimore, MD, USA.
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