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Aposteriorni odhady chyby v metodé
konecnych prvk

Tomds Vejchodsky, Praha

Uvod

Zakladnim tikolem numerické matematiky je vyvijet metody pro ptiblizné feSeni ma-
tematickych tloh, které zpravidla nelze vyfesit pfesné (nebo je to prili§ obtizné ¢
pracné). P¥i konkrétnich vypoctech se ovSem brzy zjisti, Ze znalost pfiblizného Feseni
je bezcennd, pokud nemame alespon néjakou predstavu o tom, jak velké chyby jsme
se dopustili.

Uz v antice Archimédes pocital pfiblizné obvod kruhu tak, Ze mu vepisoval a opisoval
pravidelné mnohothelniky. Tim ziskal zaruceny horni a dolni odhad pro obvod kruhu,
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a tim i pro ¢islo n. Znamé metoda requla falsi pro hleddni kofene spojité realné
funkce nam vlastné také dava jeho oboustranné odhady. Podobné dalsi numericka
metoda opirajici se o vlastnosti zlatého fezu stanovuje interval, ve kterém zarucené
leZzi minimum realné funkce. Déale je znamo, Ze komplexni kofeny polynomu n-tého
stupné obecné nelze pfesné vypocitat pro n > 4. Ovsem Lehmerova-Schurova metoda,
viz napf. [7], ndm umoziiuje vypocitat libovolné maly kruh, v némz takovy kofen lezi.

Pfi numerickém feSeni parcialnich diferencialnich rovnic se podobné techniky, které
kvantifikuji chybu ¢i stanovuji rozsah, kde chyba zarucené lezi, nazyvaji aposteriorni
odhady chyby. V tomto ¢lanku se pokusime ¢tenari priblizit problematiku aposterior-
nich odhadt chyby pfi feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic eliptického typu pomoci
metody koneénych prvki.

Modelova uloha

Pro jednoduchost se omezime na Poissonovu rovnici pro dvojrozmérnou oblast, coz je
ziejmé nejjednodussi a soucasné nejdulezitéjsi elipticka parcialni diferencialni rovnice
druhého fadu. Poissonova rovnice popisuje fadu dulezitych fyzikalnich situaci, jako
je ustalené rozlozeni teploty, prihyb tenké membrany, rozlozeni elektrostatického
potencialu, rozlozeni gravitacniho potenciadlu v Newtonové teorii atd. Tzv. klasickd
formulace Poissonovy rovnice se zapisuje timto zptisobem

—A’U,(l‘,y) = f(xay) (1)

Zde f(x,y) je zadand funkce (tzv. pravd strana), u(z,y) je hledané feseni a A znaci
Laplaceiv operdtor, ktery je definovany jako soucet druhych parcidlnich derivaci:
Au = 0?u/0x? + 0%u/dy?. Dale budeme ¢asto psat pouze u misto u(z,y). Poissonovu
rovnici (1) miizeme Tesit v celé roving, tj. (z,y) € R?, ale ¢astéji nis zajimé feseni
v néjaké oteviené omezené podoblasti Q C R? s Lipschitzovskou (napft. polygonalni)
hranici, viz napi. [5], [8]. Aby feSeni u rovnice (1) bylo jednozna¢né,!) predepisujeme
tzv. okrajové podminky. Pro jednoduchost vykladu budeme pozadovat, aby

u(z,y) =0 pro kazdé (z,y) € 99, (2)

kde OS2 znaéi hranici oblasti 2. Uloha tedy zni: najdéte funkci u = u(z, y) definovanou
v oblasti €2, ktera spliiuje rovnici (1) pro kazdé (z,y) € Q a okrajovou podminku (2).
Poznamenejme, Ze tato tloha mé za jistych (spiSe technickych) pfedpokladt pravée
jedno teSeni. Pokud bychom chtéli napiiklad modelovat vedeni tepla, pak oblast
predstavuje uvazované téleso, u(x,y) je teplota v bodé (z,y), f je hustota tepelnych
zdroju a okrajova podminka u = 0 na 0f) ikd, Ze na hranici télesa je nulova teplota.

1y Pokud u je YeSeni (1), pak napf. u(z,y) + ax + by + ¢, kde a,b, c € R, je také FeSeni.
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Slaba formulace

Ptesné analytické feseni vyse uvedené tlohy lze obecné nalézt jen pro jednoduché
oblasti (kruh, ¢tverec) nebo pro specidlni pravé strany. Proto se pouzivaji pfiblizné
metody, z nichz velmi efektivni je metoda kone¢nych prvkiu. Tato metoda je zaloZena
na tzv. slabé formulaci, kterou z klasické formulace (1)—(2) odvodime snadno tak,
Ze rovnici (1) vynésobime libovolnou (hladkou) funkci v = wv(x,y), kterd spliiuje
okrajovou podminku v = 0 na 9. Vyslednou rovnost pfeintegrujeme pies oblast
), pouzijeme Greenovu vétu,?) a dostavame

f/Auvdz:/Vu~Vvdx7/ Vu-nvds. (3)
Q Q o0

Zde pouzivame symbol V pro gradient funkce, coz je vektor o dvou slozkach
Vu = (au/ ax,au/ﬁy), tecka predstavuje skaldrni soucin a n je vektor jednotkové
vnéjsi normély k hranici 0. Vidime, Ze hrani¢ni integral v rovnosti (3) je nulovy,
protoze v = 0 na 9. Popsanym postupem ziskdme z rovnice (1) identitu

/QVu-Vvdat:/vada:. (4)

Slabé feSeni tlohy (1)—(2) je tedy definované jako funkce u € V, kterd splituje
identitu (4) pro vSechny funkce v € V. Symbolem V oznacujeme Soboleviv prostor
funkci definovany jako

v
ox

ov

V= {v e 12(Q) : 2% e 12(Q), oy € L%(Q), v=0na aQ},

kde L?(Q) je prostor funkci lebesguegovsky integrovatelnych s kvadratem na €, pii-
¢emz naznacené derivace jsou ve smyslu distribuci a okrajovd podminka ve smyslu
stop, viz napf. [5], [9]. Pro naSe Gcely ovSem posta¢i chapat V jako mnozinu vSech
vhodnych (ndsadovych a testovacich) funkei, které splituji okrajovou podminku (2).

Metoda koneénych prvki

O metodé koneénych prvki jiz v tomto casopise vysly élanky [4], [11]. My ji zde
jen strucné pripomeneme. Abychom se vyhnuli problémim s kfivoc¢arou hranici, zjed-
nodu$ime si situaci predpokladem, Ze oblast 2 je mnohotuhelnik. Kli¢ovym krokem
metody konecnych prvki je rozdéleni oblasti {2 na mensi podoblasti, tzv. prvky. My

2) Greenova véta neni nic jiného nez vicerozmérna analogie integrovani per partes.
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Obrazek 1. (a) Triangulace oblasti ve tvaru L. (b) Jedna z bazovych funkei.

budeme uvazovat trojuhelnikové prvky a triangulace T;, pro nds bude mnozina téchto
trojuhelnikd, viz obrazek 1(a).

Pomoci triangulace T, definujeme (kone¢né rozmérny) prostor Vj, spojitych a po
¢astech linearnich funkei vy, které spliiuji okrajovou podminku v, = 0 na 9Q. Grafem
takové funkce na libovolném trojihelniku je rovina, kterd je jednoznacné urcena
tfemi hodnotami pfedepsanymi (naptiklad) ve vrcholech pfislusného trojthelniku.
Formulace metody koneénych prvki se ziskd ze slabé formulace (4) jednoduchym
nahrazenim nekonec¢né rozmérného prostoru V' jeho kone¢né rozmérnym podprostorem
V3. Hleddme tedy priblizné feseni up € Vi, které je jednoznacéné urceno pozadavkem

/ Vuy, - Vo, do = / fopdz  pro vSechny vy, € V. (5)
Q Q

Pro vyklad aposteriornich odhada chyby bychom vystacili s touto definici ptibliz-
ného teseni. Nicméné abychom c¢tenéri priblizili podstatu metody konec¢nych prvki,
predvedeme, Ze tloha (5) je ekvivalentni soustavé linedrnich algebraickych rovnic.

Kazd4 funkce uj, € V), mize byt vyjadfena pomoci bazovych funkei ¢; = ¢,(x,y),
viz obrézek 1(b), a koeficientt z;, j = 1,2,..., N nasledujicim zptsobem

Z

Zzﬂ% ,Y)- (6)

Jj=1

Aby byla rovnost (5) splnéna pro kazdé vy, € V},, sta¢i, aby platila pro vSechny bazové
funkce p;, i = 1,2,..., N. Kdyz vyuzijeme tento fakt a kdyZ dosadime vyjadieni (6)
do vztahu (5), zjistime, Ze pozadavek (5) je ekvivalentni rovnosti

N
sz/Vgpj-Vgpidxz/fgoidx proi=1,2,..., N.
— Q Q
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Toto ovSem neni nic jiného neZ soustava linearnich algebraickych rovnic Az = F' pro
vektor hledanych koeficientt z = (21, 29, . . ., 25 ), kde matice soustavy A (tzv. matice
tuhosti) a vektor pravé strany F (tzv. vektor zatiZeni) maji prvky

Q Q

Diky specidlni volbé bazovych funkci je matice A ¥idkd (mé velmi malo nenulovych
prvkil), a proto mizeme soustavu Az = F' Fesit velmi efektivné metodami numerické
linedrni algebry.

Apriorni odhady chyby

Nez se dostaneme k vlastnim odhadam chyby, je tfeba chybu presné definovat a ukazat,
jak ji budeme méfit. Chyba je funkce e = e(z,y) = u(x,y) — up(z,y), kde presné
(slabé) Feseni u je dano vztahem (4) a pfiblizné feseni uj, vztahem (5). Pfesnéji feceno
e je tzv. diskretizacni chyba. PTiblizné feseni ziskané pomoci pocitace je totiz jesté
zatizeno dal$imi chybami (chyba numerické kvadratury v (7), zaokrouhlovaci chyby,
chyba fesice soustav linedrnich algebraickych rovnic). Tyto chyby byvaji zpravidla
fadové mensi nez diskretizacni chyba e, a proto se zanedbavaji.

Nejdrive si uvédomme, Ze najit diskretizacni chybu e = u — uy jako funkci je
stejné obtizné jako nalézt presné feseni u, a tedy prakticky nemozné. Nicméné a
mozné prekvapivé je mozné efektivné odhadovat vhodnou (energetickou) normu ||e||
diskretiza¢ni chyby e. Energetickd norma ||e|| je pro Poissonovu rovnici ¢islo definované
integralem |le||? = [, Ve Ve dz.

Predtim nez popiSeme aposteriorni odhady chyby, je tfeba zminit odhady apriorni,
jejichz odvozeni je prvnim pfirozenym krokem v teoretické analyze metody koneénych
prvki. Za predpokladu, Ze pfesné feseni u je dostatecné hladké, plati v nasem piipadé
nasledujici apriorni odhad

lell = C(u)h. (8)

Zde tzv. diskretizacni parametr h znac¢i délku nejdelsi hrany v triangulaci 7;, a hodnota
C(u) z&visi mimo jiné na pfesném FeSeni u, ale nezavisi na h. Apriorni odhady maji
zasadni vyznam v tom, Ze zarucuji konvergenci posloupnosti pribliznych feseni up
k presnému feseni u, pokud jde diskretizacni parametr h k nule. Jinymi slovy, pokud
budeme konstruovat posloupnost stale jemnéjsich triangulaci, pak délka h nejdelsi
hrany ptijde k nule a nerovnost (8) zaru¢i konvergenci chyby e k nule,?®) a tudiz
konvergenci uy, k u.

Pri praktickém pocitani tedy vyresime zadanou tllohu na sérii zjemnujicich se trian-
gulaci a sledujeme konvergenci ziskanych pribliznych feseni. Pokud je tato numericka
konvergence v dobrém souladu s teoreticky pfedpovézenou konvergenci (8), usoudime,

3) Presnéji odhad (8) zaruéi nulovost energetické normy ||e||. To ovSem spole¢né s faktem,
ze e = 0 na hranici 012, implikuje nulovost chyby e v celé oblasti €.
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Ze vypocet je ziejmé spravny a ze ziskana aproximace uz nebude daleko od pfesného
feseni. To je velmi cennd informace, nicméné presnou hodnotu, jak je chyba velka,
nam apriorni odhad (8) nikdy nemtize dat, protoze hodnota C(u) zévisi na neznamém
feSeni u. Proto byly vyvinuty aposteriorni odhady, které dokazi velikost chyby jistym
zpusobem kvantifikovat.

Aposteriorni odhady chyby

Aposteriorni odhad chyby je veli¢ina 7, kterd aproximuje (|le]| = 1) nebo omezuje
(Jle]l £ n éi |le|| 2 n) vhodnou normu chyby |le|| a kterou je mozné vy¢islit ze znalosti
priblizného feseni w, a z ostatnich znamych dat. Moderni vyzkum aposteriornich
odhadii odstartovala pionyrska préace [2], jejimz spoluautorem je jeden z nejvyznam-
néjsich ¢eskych numerickych matematikt prof. Ivo Babuska. V sou¢asné dobé existuje
celd fada rtiznych aposteriornich odhada s riznymi vlastnostmi [1], [3], [6], [10]. Nez
predstavime hlavni druhy aposteriornich odhadu, zavedeme nékteré dilezité pojmy.

Pro aposteriorni odhadovani chyby je kliGovy pojem rezidua. Obecné reziduum
ziskame tak, Ze dosadime ziskané ptiblizné feseni do piivodni rovnice a podivame
se, co chybi k tomu, aby byla splnéna. V nasem pripadé je reziduum dano jako

R(v)z/fvdx—/Vuh~Vvdx prov € V.
Q Q

Poznamenejme, ze R je spojity linearni funkcional na prostoru V. Pro nase potieby
ovSem postaci, pokud si uvédomime, Ze pro kazdou testovaci funkeci v je hodnota R(v)
néjaké realné cislo.

Druhym dutlezitym pozorovanim je skutecnost, ze diskretizacni chybu e € V' muzeme
chapat jako presné feSeni tzv. rezidudlni rovnice

/ Ve -Vuvdr = R(v) pro vechny v € V, 9)
Q

coz je rovnice formalné stejnda jako slaba formulace (4). Rezidualni rovnici (9) ziskdme
snadno tak, Ze na obou stranach rovnosti (4) odecteme vyraz [, Vuy - Vo da.
Ruzné druhy aposteriornich odhadua chyby

Prvni t¥i skupiny aposteriornich odhadt chyby, které popisujeme nize, patii mezi tzv.

rezidudlni odhady. Jsou zaloZeny na rezidudlni rovnici (9) a jejich hlavni myslenku
vyjadiuje nasledujici identita

el = sup [JoVe-Vodz|  [R(v)]

= IRl
veV [[o] vev ]l

kde ||R||« zna¢i normu spojitého linedrniho funkciondlu R. Tato rovnost je velmi
zajimava, vyjimecna a vyborné vystihuje myslenku aposteriornich odhadt. Na levé
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strané mame normu obecné neznamé a v principu nedosazitelné funkce e, zatimco na
pravé strané rovnosti je norma rezidua R, které je znamé a jehoz hodnotu muzeme
vy¢islit pro libovolnou funkci v € V. Vyéislit normu ||R ||, je v8ak obtiZzné, a proto ji
jen ptiblizné odhadujeme. To Ize ovSem udélat nékolika zptisoby.

1. Explicitni rezidualni odhady maji tvar |le|| £ Cn, kde C je jistd konstanta a
veli¢ina 7 je dana souctem prispévku od jednotlivych prvkid a od jednotlivych hran
v triangulaci. Analyza rezidua nam poskytne explicitni vzorce pro vypocet téchto
prispévki a veli¢inu 7 tak mtzeme pfimo vypocitat ze znalosti ptiblizného feSeni uy,.
Tento odhad je relativné snadny a rychly. Dava dokonce zaruc¢enou horni mez na chybu
za predpokladu, ze dokdZzeme spravné vycislit hodnotu konstanty C. To je vsak velmi
obtizné a Casto prakticky nemozné.

2. Implicitni rezidudlni odhady ziskdme tak, Ze rezidudlni rovnici (9) ziZime z celé
oblasti 2 na jednotlivé prvky triangulace. Zuzenou rezidualni rovnici pak priblizné
feSime, coz vede na malou soustavu linearnich algebraickych rovnic. Rizné okrajové
podminky pfedepisované pro zuzenou rezidualni rovnici odpovidaji riznym druhtim
implicitnich rezidudlnich odhadi. Poznamenejme, Ze okrajové podminky Dirichletova
typu vedou na zaruceny dolni odhad energetické normy chyby, zatimco okrajové
podminky Neumannova typu dévaji zaru¢enou horni mez pro |le||. Odhady tohoto
druhu jsou rychlé a déavaji dobré vysledky. Jejich praktickd implementace je vSak
naroc¢néjsi.

3. Hierarchické odhady se také fadi mezi reziduélni odhady. V tomto piipadé rovnéz
fesime rezidudlni rovnici (9) — ovSem jinym zpusobem. NezuZujeme ji na jednotlivé
prvky, ale fesime ji jako velkou (globélni) tlohu. To je v principu naro¢ny a pomaly
vypocet, proto se urychluje pouzitim raznych hierarchickych pfistupi. Tyto odhady
jsou prirozené a pomeérné oblibené. Jejich teoreticka analyza je zalozena na zesilené
Cauchyové-Schwarzové nerovnosti a na tzv. satura¢nim pfedpokladu [1, kap. 5]. Hierar-
chické odhady déavaji zaruceny dolni odhad a lze pro né za jistych predpokladt dokazat,
Ze existuje takova vhodné konstanta, Zze po vynasobeni odhadu touto konstantou daji
i zaruceny horni odhad. Za jistych okolnosti 1ze dokonce tuto konstantu vypocitat.

4. Majoranty chyby [6] (téZ odhady zaloZené na komplementarni energii) vystihuje
nasledujici vzorec

lell* < IVun =y [I§ + CIlf + divy*|[§  pro viechny y* € H(div, Q). (10)

Zde || - ||o zna¢i L?(Q) normu, Cq je konstanta z Friedrichsovy nerovnosti a H(div, Q)
je prostor vektorovych funkci z [L?(9)] 2, jejichz zobecnéna divergence je také v L?(12).
V zasadé jde o to, ze kazda (vektorovd) funkce y* dosazend do (10) dava ¢islo, které
je zarucené vétsi nebo rovno energetické normé chyby. Odhad tohoto typu je cenny
predevsim proto, ze jde o zarucenou horni mez bez zadnych nezndmyjch konstant.
Konstantu Cq je totiz mozno bud (snadno, ale hrubé&) omezit ze shora zndmou
hodnotou, nebo muzeme pouzivat jen takova y*, ze f + divy* = 0. OvSem najit
vhodnou funkei y*, kterd by dala kvalitni (ne pfili§ nadsazeny) odhad, je vypocetné
narocné, a tedy pomalé.
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5. Odhady zaloZené na zhlazovani (postprocessingu) jsou velmi oblibené diky snad-
nému pouziti a prekvapivé dobrym vysledkiim. Myslenka je velmi jednoducha. Vy-
poctené priblizné fesSeni se nasledné jesté zpracuje, nej¢astéji riaznymi prameérovacimi
technikami (nejlépe s vyuzitim superkonvergence), aby bylo ,hladsi“. Rozdil tohoto
zhlazeného a puvodniho feseni pak poslouzi jako odhad chyby.

6. Odhady cilového funkcionalu na rozdil od vSech predchozich technik neodhaduji
energetickou normu, ale libovolny (spojity linedrni) funkcional chyby. Jde o to, Ze
energetickd norma nemusi byt vidy ten spravny zptsob, jak feSeni a chybu mérit.
V praxi nas mize napiiklad nejvice zajimat hodnota feseni v néjaké malé podoblasti
(nebo bodé), a nikoli energetickd norma, ktera jistym zptusobem priméruje hodnoty
pres celou oblast. Definujeme si tedy funkcional, kterym budeme FeSeni a chybu mérit.
Tento funkciondl pouZijeme na pravé strané tzv. adjungované tulohy [1, kap. 8], jejiz
feSeni nam pak poskytne zaddanou informaci o chybé méfené predepsanym funkciona-
lem.

Pouziti aposteriornich odhadu chyby

Nejvyznamnéjsim pozadavkem na aposteriorni odhady je, aby davaly zarucenou horni
mez chyby. Pak se totiz mizeme spolehnout, Ze chyba je mensi nez ¢islo spocitané
zarucenym odhadem. Tato jistota je pak velmi cennd v praxi pfi navrhu konstrukce
nejriznéjsich zafizeni ¢i staveb.

Z hlediska numerické matematiky hraji aposteriorni odhady chyby nenahraditelnou
roli pfi adaptivnich vypoctech. To jsou techniky, kdy se triangulace oblasti béhem
vlastniho vypoétu automaticky pfizpisobuje (adaptuje) tak, aby co nejlépe vystihla
hledané feseni. Jak to funguje? Zacne se s néjakou hrubou pocatecni triangulaci a
na kazdém jejim prvku spocitdme aposteriorni odhad chyby — mluvime o lokdlnim
indikatoru chyby. V mistech, kde je indikovana velka chyba, triangulaci zjemnime, a
tam, kde indikator ukazuje malou chybu, trojahelniky nechame beze zmény nebo je i
zvétsime. Tim ziskdme novou triangulaci, na které opét vypocitame indikatory chyby,
a cely proces opakujeme. Obrazek 2 ukazuje automatické adaptivni zjemnovani hrubé
triangulace z obrézku 1(a).

Adaptivni proces zastavime, pokud aposteriorni odhad ukazuje, Ze chyba klesla pod
pozadovanou toleranci. Pro lokalni indikator chyby i pro zastavovaci kritérium mizeme
pouzit stejny aposteriorni odhad. Casto ale byva vyhodnéjsi pouzit néjaky ,levny“ a
ne tak presny odhad pro lokalni indikitor a pro zastavovaci kritérium vzit vhodny
zaruceny odhad, ktery vSak byva ,drahy“.

ZAveér

Aposteriorni odhady chyby tvofi vyznamné a zivé se rozvijejici odvétvi numerické
matematiky. Problematika je to ovSem narocné. O tom svéddi i fakt, ze odhad, ktery
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Obrazek 2. Ukazka adaptivniho zjemtiovani sité pomoci implicitniho reziduélniho odhadu.
Metoda se snazi vystihnout singularitu v nekonvexnim rohu.

by uspokojil vSechny nase pozadavky, nebyl za vice nez 30 let aktivniho vyzkumu na-
lezen. Kazda znama technika mé své vyhody a nevyhody. Cilem souc¢asného vyzkumu
je zjisténé nevyhody odstratiovat a navrhnout odhad, ktery by byl lepsi (rychlejsi,
presnéjsi, spolehlivéjsi) nez dosud popsané odhady.
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