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Mize byt skolska matematika
matematikou dobrou?

Frantisek Kurina, Hradec Krdlové

1. Uvod

Tento prispévek vznikl z podnétu dvou publikaci. Prvni je sbornik Mathematics:
Frontiers and Perspectives [1] vydany k Roku matematiky 2000, druhou je ¢lének
Terence Tao: Co je dobrd matematika? [12]. 1 ja zde riskuji dojem namyslenosti a
prilisného sebevédomi ([12], s. 24), nebot musim pfiznat, Ze jsem zdaleka ne vSemu
v citovanych zdrojich porozumél. Je to pochopitelné, nebot se k problémim souc¢asné
védy vyjadiuji takové autority jako napt. M. Atiyah, V. I. Arnold, A. Wiles nebo R.
Penrose. Presto vSak jsem zde jako uditel matematiky nasel fadu podnéti, které by
mohly zajimat i nase Ctenare.

Problematiku uvedme nésledujici tvahou.

Ve skolnich uéebnicich matematiky miizeme najit ulohy, které jsou jakoby z jiného
svéta. Nesouviseji s realitou zdkova zivota a jejich kuriozita hrani¢i nékdy s absur-
ditou. Je pozoruhodné, ze ackoliv matematika vznikla patrné z potifeb praxe lidské
spolecnosti, vyskytuji se ,nerealistické“ problémy i v matematice ,védecké” a jejich
tematika mtze byt i dosti zvlastni.

Napt. u Tartaglii (1500-1557) mZeme nalézt tlohu: Lod, na niZ se nachdzi 15
Turkd a 15 kfestani se dostala do boute. Kormidelnik naridi hodit do move polovinu
cestugicich. Pri vybéru, kteri to budou, se postupuje ndsledovne: vsichni cestujici
vytvori kruh. Zacéne se pocitat od urcitého mista a kazdy devdty bude hozen do more.
Otdzka znéla: ,Jak rozestavit cestujict, aby byli k nahdzeni do more oznaceni pouze
Turci® (citovano podle [8], s. 244).

Podle H. S. M. Cozetera je na univerzité v Gottingen ulozen vysledek desetileté
prace O. Hermese z konce 19. stoleti, v niz se mu podafilo sestrojit pravitkem a
kruzitkem pravidelny 65 537-thelnik ([4], s. 49). Tato konstrukee jisté neméa prakticky
smysl, avSak v ,zazraku“ jeji existence mizeme spatfovat matematickou krasu.

A. Wiles, autor dikazu Velké Fermatovy véty, uvadi ve stati [15] jako piiklad
problému, ktery fesi soucasna teorie ¢isel, diikaz existence pravotuhlého trojihelniku,
jehoz odvésny maji racionalni délky
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pfepona ma délku

224403517704336969924557513090674863160948472041
8912332268928859588025535178967163570016480830

a jeho obsah je 157 ([1], s. 341).

Neodvazuji se diskutovat o tom, zda uvedené priklady predstavuji dobrou mate-
matiku ve smyslu ¢lanku [12], snad si véak miZeme uvédomit, Ze bychom méli byt
tolerantni k tloham sSkolské matematiky, které nejsou zcela realistické, ale ilustruji
vhodné studovanou problematiku.

Navzdory tomu, a navzdory zdéani, ze ,,akademicka“ matematika je volnym vytvorem
svobodnych védctl, je matematika spjata s realitou naseho svéta velmi tésné. Sotva to
matematika jedinou védou nebo souborem uméni (Is Mathematics a Single Science or
a Set of Arts) ([1], s. 403)? Ocitujme nékolik jeho myslenek, pfestoze nékteré z nich
jsou diskutabilni. Matematiku délime na ti% édsti: kryptografii (placenou CIA, KGB
apod. ), hydrodynamiku (podporovanou vgrobei atomouvgch ponorek) a nebeskou mecha-
niku (financovanou vojsky a dalsimi institucemi zabyvajicimi se raketovou technikou,
takovymi jako NASA).

Kryptografie vytvorila teorii cisel, algebraickou geometrii nad konecnymi okruhy,
algebru, kombinatoriku a pocitace. Tvirce moderni algebry Francois Viéte (1540 aZ
1608) byl kryptografem francouzského krdle Henryho IV.

Diky hydrodynamice vznikla komplexni analyza, parcidlni diferencidlni rovnice,
Lieovy grupy a teorie algeber, teorie kohomologii a ,scientific computing®.

Nebeskda mechanika je zdrojem dynamickych systémau, linedrni algebry, topologie,
variacniho kalkulu a symplektické geometrie.

2. Dobra skolskid matematika

Ackoliv druhé ¢ést Taova ¢lanku [12] je velmi specidlni, uéinila na mne prvni éast
hluboky dojem a vyvolala celou fadu otézek. Uvedme nékteré. M4 smysl pojem ,,dobra
matematika®“, aniz se zajimame o adresata, o jejiho konzumenta? Bude dobra stejna
matematika pro technika, pro badatele ve spolecenskych védach i pro profesionalniho
matematika? Chapu autora, ktery ma vizi matematiky jako celku, a uvedené charak-
teristiky maji z jeho hlediska smysl. Zda se mi vSak, ze technik jisté oceni napt. dobré
matematické TeSeni problémi (i), dobrou matematickou techniku (ii), dobré matema-
tické aplikace (vi), ale uz patrné ho neché chladnym napf¥. dobrd metamatematika (xii)
nebo matematika definitivni (xxi).

Hlavni pouceni, které jsem si ja jako ucitel matematiky z ¢lanku odnesl, jsou tato:

e Dobré matematické vzdélavani by meélo byt orientovano na dobrou matematiku
vymezenou vétsinou Taovych bodil, zejména pak na matematické feSeni problémi,
matematickou techniku a teorii, na vhled, vysledky, aplikace, tvofivost a krasu
matematiky. Jsem piesvédcen, ze dobii ucitelé praci ve skole takto orientuji.
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e Terence Tao je snad prvnim autorem, ktery povazuje dobry matematicky vyklad
(vii), dobrou didaktiku matematiky (viii) a dobré matematické vztahy s verejnosti
(xi) nejen za slozky matematiky, ale za slozky dobré matematiky. Za toto ocenéni
ulitelské prace mu vyslovuji viely dik.

Vsimnéme si nyni matematického vzdélavani pon€kud podrobnéji. V pozadi nasich
uvah je otézka, zda napf. na naSich stfednich Skolach ucéime dobrou matematiku
v Taové smyslu.

Pfipomenime nejd¥ive dvé myslenky z publikace [1]. Matematiku dvacatého stoleti
v ni hodnoti dva autofi.

M. Atiyah napt. pise: V proni poloviné dvacatého stoleti dominuji v matematice
formdlni pristupy reprezentované Davidem Hilbertem (1862-1943) a Bourbakim jako
jeho nejslavnéjsim Zikem. Soustiedéni na axiomatiku a do hloubky rozvijené specifické
oblasti byly na cas pozoruhodné uspésné. Poté ndsledovalo obdobi hybridizace, v némz
byly jednotlivé oblasti spojovdny (napt. algebraickd topologie nebo topologické grupy).
Konecné v posledni c¢dsti 20. stoleti jsme vidéli navrat k méné spoutanym pohledim na
matematiku, spise v duchu Henri Poincarého (1854-1912), s dirazem na geometrické
myslent, dokonce i v takovich oblastech jako algebra nebo teorie cisel. Pripomernime,
Ze topologie nefiguruje mezi Hilbertovymi problémy, ale Poincaré ji uwvadi v r. 1908
jako dilezitou slozku matematiky budoucnosti ([1], s. vii).

Naproti tomu Yu. I. Manin zduraznuje: Matematiku mizZeme zhruba popsat jako te-
sent problémi nebo rozvijent siroce zaloZenych programi. Tyto dva aspekty se navzdjem
doplnugi. Matematika dvacdtého stoleti zacind souborem 28 Hilbertovych probléma,
jejichz resent znamenaji historické mezniky, hlavni jeji uspéch vsak patrné spocivd ve
zrodu topologie, matematické logiky a pocitaci ([1], s. 156).

Podle nasich soucasnych ucebnic matematiky pro gymnéazia se mi zda, Ze nase
stfedoskolskd matematika je ovlivnéna duchem matematiky prvni poloviny dvacatého
stoleti, jak ji uvadi M. Atiyah, tedy tihnutim k formalismu a k axiomatice. Odpo-
vida tomu ponékud formalni styl vykladu a relativné hluboké studium oddélenych
matematickych oblasti.

Snad je Maninova metafora Chalk smells the same in Moscow, Cambridge, Mass.,
Tokyo, Bonn, Paris VI and Paris VII ([1], s. 158) vystiznd pro univerzitni vzdéldvani,
neni vSak podle mého ndzoru vhodnd pro vzdélavani stfedoskolské, nebot napf. na
gymndziich existuji silné rozdily jak v pfesvédceni ucitelt (René Thom: jakd je filozofie
matematiky, takové je i jeji vyucovdni), tak i ve skladbé studentt.

Bez zajmu studentii, v ovzdusi apatie, vzdoru a bez vile ucit se neni mozné zadné
vzdélavani, tim méné pak vzdélavani matematické, které vyzaduje hlubsi soustiedéni
nez pouhé naslouchéni, zapisovani a reprodukci. Drezuru vzorcii a pocetnich postupi
nelze povazovat za matematické vzdélavani. Takovéto ,,uceni nevyzaduje porozumeéni,
ale pouhou mechanickou pamét. Snad bylo kdysi nékde i potfebné (napf. pro obchod
nebo femeslo), dnes vSak v obdobi pocitacl a internetu je téméf zbyteéné. Tim oviem
netvrdim, Ze kultivaci paméti by neméla skola vénovat pozornost. Pamét je dilezitd
slozka procesu porozumeéni souvislostem a feseni problémi neni bez paméti mozné.

V obdobi, kdy jsou studenti nevyzrali a nerozhodnuti, mnozi dokonce neschopni
sami se rozhodnout, je problémem, ale také vyhodou, jednotné matematické vzdélani
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pro vSechny. Je velké umeéni kantorské ucit matematiku tak, aby z ni mél uzitek
budouci matematik, technik, filozof i délnik. Kazdému studentu bychom méli nejen
nabidnout pfilezitost k poznani matematiky, méli bychom se pokusit ho pro matema-
tiku i ziskat. Je vSak zcela neredlné, a také nerozumné z hlediska pripravy studenti
pro jejich budouci drahu, pfistupovat nediferencované k objemu a kvalité osvojenych
matematickych poznatkt. Nelze dat zadné obecné platné administrativni predpisy jak
hodnotit takto diferencované koncipované vysledky vzdélavani, jsem vsak pfesvédcen,
Ze je mozné nalézt feseni v osobnim, pratelském, ale profesionalnim kontaktu ucitele
a studenta.

Ve tieti casti tohoto prispévku se pokusim nastinit své predstavy o koncepci dobré
matematiky pfedevsim z hlediska bodt vii, viii a xi Taova ¢lanku ([12], s. 22, 23).
Problematika dobrého matematického vykladu, kterou Tao pfipomind v bodé vii, je
podle mého nazoru zavisla na studentech. Vzhledem k tomu, ze kazda tfida pfedstavuje
vlastné vzorek vefejnosti a matematické vzdélavani je predevsim predavani matema-
tiky nematematiktim, pfiklanim se k nazorim vyznamného fyzika R. Feynmanna,
ktery zduraznuje: Ve tiide jsou studenti vSeho druhu a . .. nejlepsi metoda jak je ucit, je
pouZit kazdy mozny zpusob vykladu, ktery cloveéka napadne. To je jedind cesta, abychom
béhem vgkladu zaujali Tizné typy studentd ([7], s. 42). Pro efektivni matematické
vzdélavani je podstatné ucit vidét souvislosti a rozumét dobfe probiranému ucivu.

3. Priklady

3. 1. Soubory a vztahy (mnoZiny a relace)

V roce 1998 vydal nas publicista Viclav Jamek pozoruhodnou knihu O patricnosti
v jazyce, v niz mimo jiné uvadi: Jazyk je tkdni, rizné jemnou a pevnou, v niz jediné se
muZe rozvijet souvislé myslent, a tedy i souvisly vztah k svétu ... Jedna véc je rozeznat
ve svété jednotlivé prvky, rozloZit si jej na cdsti a castecky, a druhd, stejné duleZitd
véc je zase ty prvky mezi sebou pospojovat, vyjadrit casti opét jako soucasti, vzdjemné
vdzané; v priméreném postiZeni této vdzanosti znakem tkvi zdkladni drama lidského
pozndni ([9], s. 152).

Charakteristickym znakem poznavaciho procesu je tedy uskupovani predméti a jevu
naseho svéta do souborti podle urcitych typickych vlastnosti, tedy utvareni pojmu.
Pro poznani na jakékoliv trovni, a v dtsledku toho i pro vyjadfovani, je nezbytné
rozliSovat od sebe prvky okolniho svéta a opét je spojovat do urcitych celka podle jejich
vlastnosti. V matematice se takovato shrnuti prvkt do celk® nazyvaji mnoZinamsi. Tyz
objekt mtuzeme ovSem interpretovat jako mnozinu rizné. Tak napt. zvolené mésto lze
pokladat za mnozinu jeho domil, za mnozinu jeho obyvatel, za mnozinu jeho obchodi,
za mnozinu lékaiti, za mnozinu Skol, ... Mnozinovy pohled je tedy vzdy urcitym
zptsobem zaméren. U zivocisnych ¢i rostlinnych druht jsou prvky pfislusnych soubort
obvykle zfejmé, jinde mize byt jejich urceni vysledkem védeckého badéni (krevni
skupiny).
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Je s podivem, Ze v matematice pojem mnozina vykrystalizoval az v pracich ¢eského
matematika Bernarda Bolzana (1781-1848) a némeckého matematika George Cantora
(1844-1918). Skolsk4 matematika vystaci, jak zndmo, s cantorovskou definici z r. 1895:
MnoZinou rozumime kazZdé shrnuti dobre rozlisitelnych objektn naseho nazirdni nebo
mysleni (které budeme nazgvat prvky) do jednoho celku. Dulezité je, aby si studenti
uvédomili, Ze o mnoziné muzeme mluvit jen tehdy, je-li jasné, co jsou jeji prvky.
Vzdélany novinaf, lékar, filozof ¢i spisovatel by se mél vystiihat formulaci tohoto
typu:

Chybi mi mnozina vzdéldnt, kterou disponuje asociace klinickych lékari.

Ezistuje muzsky mozek v Zenském téle a Zensky v muzském. Jsou to mnozZiny, které
se prolinaji.

Které dvé mnoziny budeme pokladat za sobé rovné? Motivem pro pfislusnou definici
miZe byt priklad mnoziny A vSech prvocisel mensich nez 5 a mnoziny B vsech kofent
rovnice 22 — 52 + 6 = 0. Protoze A = {2,3} a B = {2,3}, je pfirozené povazovat
tyto dvé mnoziny za sobé rovné, pres rozdilnost jejich konstrukce. Uhel pohledu,
ackoliv byva prioritni v bézné komunikaci, je z ,objektivniho“ hlediska nepodstatny.
Pfipomenime tuto skutecnost znadmou anekdotou.

V zavodech, kterych se zucastiuji pouze dva zévodnici P, @), se umisti zdvodnik P
pred zavodnikem . Zavodnik P o vysledku referuje: Byl jsem proni, Q byl posledni.
Ucastnik Q hodnoti vysledek slovy: Byl jsem druhy, P byl predposledni.

Matematika studuje nejen mnoziny, ale i vztahy mezi jejich prvky neboli relace.
Napf. na mnoziné M péti osob si mizeme vSimnout vztahid popsanych vyrokovymi
formami:

Ry: osoba X je starsi neZ osoba Y,

Ry: osoba X bydli ve stejném mésté jako osoba Y,
Rj3: osoba X je vyssi neZ osoba Y,

Ry: 0osoba X ma stejné povoldni jako osoba Y .

Kazdou z relaci R; mtizeme charakterizovat pomoci mnoziny vSech dvojic [X,Y],
pro néz se stava vyrokova forma R; pravdivym vyrokem.

Kolik relaci na mnoziné M bude existovat? Zda se, Ze jejich pocet muzeme libovolné
zvétSovat, nebot po vhodném upfesnéni bychom mohli nap¥. relaci R3 zjemnit na relace

Zj: osoba X je o j cm wvys$si neZ osobaY (j =1,2,3,...)...

Otéazka poctu relaci ovSem opét souvisi s prirozenou otazkou rovnosti relaci. V sou-
ladu s definici rovnosti mnozin fekneme, Ze rovné jsou si ty relace, které se skladaji ze
sobé rovnych mnozin dvojic [X,Y]. Je tedy celné chépat relace na mnozing M jako
podmnoziny kartézského souc¢inu M x M. Otazka poctu relaci na mnoziné méa nyni
dobry smysl; relaci bude tolik, kolik je podmnozin kartézského sou¢inu M x M, tedy

255 — 925 — 33554432,

Vést studenty k poznani relaci ekvivalence a pochopeni rozkladu vychozi mnoziny na
t¥idy navzajem ekvivalentnich prvki je pou¢né nejen z hlediska matematického, ale
i z hlediska vSeobecné poznavaciho. Dolozme to nékolika prfiklady t¥id ekvivalence a
prislusnych relaci.
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Roddci (osoba X se narodila ve stejném misté jako osoba Y'),

roéniky (osoba X se narodila ve stejném roce jako osoba Y),

tvary (itvar X je podobny utvaru Y),

2bytkové tridy (¢isla X a Y dévaji pfi déleni danym éislem tyz zbytek),
druhy rostlin (rostlina X m4 stejné charakteristické znaky jako rostlina Y),
sméry (piimka X je rovnobéZzna s pfimkou Y).

Je skoda, Ze v soucasnych osnovéch stfedni skoly se pojem relace nevyskytuje, vzdyt
napf. jiz v prvni tfidé se setka zak s tim, ze dvéma prirozenym ¢islim prifazuje ¢islo
treti jako jejich soucet, tedy s ternarni relaci, charakter viceclennych relaci maji napf.
vzorce pro velikosti geometrickych utvart. . .

Vsimnéme si na zaver této casti prispévku problematiky definovani pojmi.

V dobré matematice vznikaji pojmy z potfeb studia uréité reality (pfirodni, spole-
¢enské nebo matematické) a jejich definice jsou Géelnymi konvencemi, které slouzi zpra-
vidla k upfesnéni pojmu a ke komunikaci. Tak napf. (patrné pro potieby statistiky)
Unesco a Britska encyklopedie definuji knihu jako neperiodickou tisténou publikaci
Citajict vice meZ 49 stran vyjma obdlky. Jisty vynélezce v 19. stoleti povazoval za
nutné definovat hrnec jako vgjem obhmotnélé prostornosti: vyjimd édst prostoru z jeho
celistvosti a pojimd do sebe diléi mnohost vzduchu. Lékat MUDr. Henri Gibbons
definoval polibek jako anatomickou juxtapozici dvou orbicularis oris muscles ve stadiu
kontrakce. I v matematickych textech se Casto setkavame s nespravnymi nebo zby-
teénymi definicemi, napf¥. usporddand dvojice [a,b] se bez hlubsiho rozboru definuje
jako mnozina {a, {a,b}}, vektor i komplezni &islo se definuji jako uspofddané dvojice
realnych Cisel, aniz by se mluvilo o pocetnich operacich s nimi,. ..

Neni dobré vytvaret u studentt néazor, Zze pojmy se definuji jen v matematice,
stejné nespravné vsak je utvaret presvédceni, ze v matematice je kaZdy pojem presné
definovdn ([3], s. 7).

3. 2. Pribéh kruZnice

N4

tisici lety. Zprvu slouzilo jako hrncirsky kruh, pak ve spojeni se sanémi vytvorilo viz,
v alexandrijské dobé se preménilo v ozubené kolo, potom ve Sroub a matici, z éehoz
se zrodil cely obdivuhodng rod vozidel dostavnikem pocinaje a rolls-roycem konce, aZ
konecné proniklo do veskerého strojniho prumyslu, takZe nakonec zobecnélo do té miry,
ze soucasny svéet by bez meého memohl vibec existovat. Dnes ovsem je vlada kola —
vytvoru, ktery priroda neznd — vdzné ohroZena. Pripomenme napt. nahrazeni vrtule
reaktivnim motorem, Pascalova ozubeného kola z pocitaci elektronkami, . .. ([11], s. 8).
Piiroda ovSem zné kruh a kruznici, napf. v raznych zivocisnych a rostlinnych tvarech.
Dité pozna tvar kruhu, krouzku, kolecka, ... v predskolnim véku, ve skole se uci kruz-
nici rysovat. Je to v souladu s Fuklidovymi Zdklady. Napi. ve vydani komentovaném
Petrem Vopénkou ([6], s. 43) zni 3. postulat:

Vytvorit kruh o daném stiedu, na jehoz obvodé lezi dany bod.
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Obr. 1 Obr. 2

Mimo klasickou definici kruznice o stfedu S a poloméru r (k = {X € o, |SX|=r})
je ovSem ucelné, aby student poznal tzv. Thaletovo vytvotreni kruznice s primérem AB
jako mnoziny, do niz patii body A, B a vsechny body X roviny, pro néz ma thel AX B
velikost /2. Zcela elementarni prokazani ekvivalence obou definic je mozné provést
napi. takto: Je-li X € k, potom jsou v rovnoramennych trojihelnicich AXS, XBS
uhly u zékladen shodné a v oznaceni podle obr. 1 plati:

a+p=mr/2.

Je-li thel AX B pravy, sestrojime obdélnik AX BY podle obr. 2, a protoze se
thlopficky v obdélniku ptli, lezi bod X na kruznici k s primérem AB. V odstavci 3.3
pripomeneme vektorové odvozeni véty o Thaletové kruznici.

Rovnéz Apolloniovo vytvoreni kruznice jako mnoziny vsech bodt roviny, které maji
od danych bodi P, Q pomér vzdalenosti rovny danému ¢&islu m (m # 1), by se mélo
v dobré stfedoskolské matematice ukazat. Syntetické odvozeni tohoto vysledku neni
samoziejmé (viz napf. [14], s. 181), analytické odvozeni uvedeme v ¢asti 3.3.

Kruh je ovsem utvar konstantni $irky. Studentiim bychom neméli zatajit, Ze existuji
i dalsi atvary této vlastnosti. Jednim z nich je tzv. Reuleauziv trojihelnik (obr. 3,
kruznicové oblouky maji stfedy ve vrcholech rovnostranného trojihelniku ABC).
Franz Reuleaux byl némecky inzenyr, ktery v 19. stoleti studoval mechaniku pohyb.
Jeho trojuhelniky se vyskytuji nejen v technice, ale i v uméni. Na obr. 4 je schéma
Wankelova motoru, na obr. 5 je ¢ast gotického okna katedraly sv. Ducha v Hradci
Kralové.

Obr. 3
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Vidét matematiku v okolnim svété a vidét souvislosti riiznych pojmi a jevi je podle
mého nazoru vyznamny rys dobré stfedoskolské matematiky. S vlastnostmi kruznice
je ovSem spjato i mnozstvi zajimavych konstrukénich tloh. Uvedme zde na ukéazku
aspon dvé. Inspiraci k prvni bylo logo jakési hodinaiské firmy, kterého jsem si vSiml
na hradeckém nadrazi, druha tloha je pfevzata z matematické olympiady ([16], s. 169).

Uloha 1. Do rovnostranného trojihelniku ,vepiste® shodné kruinice ki, ko, ks a
kruznici ky podle obr. 6.

Uloha 2. Sestrojte ¢ty shodné kruznice ki, ks, ks, ka, 2z nich? tii se dotykaji vidy
dvou stran daného trojuhelniku, ¢tvrtd md vnéjsi dotyk s kaZdou z predchozich kruznic
(obr. 7).

Uloha 1 je jednoducha, napadne-li nds tiem shodnym kruznicim ,v fadé“ opsat
rovnostranny trojuhelnik. K feseni druhé tlohy je ticelné vSimnout si obrazt kruznic
ki, ko, ks, k4 ve stejnolehlosti, které prevadi stfedy prvnich tii z téchto kruznic do
vrchold daného trojuhelniku.

AN VAN
a%%

Obr. 6 Obr. 7

Kruznice se ,,0ta¢i sama v sobé“ podle svého stfedu. Je-li otaceni spjato s technic-
kymi problémy, napt. s konstrukci sroubd, je ucelné spojit je ,,s matkou na klic“.
Takovato matka by méla byt ,pravidelnd“, jeji podstavou by mél byt pravidelny
mnohothelnik (definice pravidelného mnohothelniku je docela péknad elementarni
otazka). Nejbéznéjsi matky jsou Sestitthelnikové a Gtyithelnikové (étvercové). Pra-
videlny n-thelnik se obvykle konstruuje vepsanim do kruznice a pfi jeho sestrojeni
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tedy potfebujeme rovnomérné kruznici rozd€lit na n ¢asti. Zde se setkdvame s jednou
z nejpozoruhodnéjsich souvislosti algebry a geometrie.
Mame-li fesit v oboru komplexnich ¢isel binomickou rovnici

pak vzhledem k tomu, Ze pfi nasobeni komplexnich ¢isel se séitaji jejich argumenty,
muzeme feSeni binomické rovnice geometricky interpretovat jako tilohu na rovnomérné
rozdéleni kruznice, tedy jako konstrukci pravidelného n-tthelniku. Tuto tilohu fesil, jak
zndmo, mladicky Carl Friedrich Gauss (1777-1855), ktery dokazal, Ze 1ze pravitkem a
kruzitkem sestrojit napf¥. pravidelny sedmnéactithelnik. Studenti by si méli uvédomit,
ze konstruovatelnost pravitkem a kruzitkem neni zalezitost praktického mérictvi, ale
geometrie jako abstraktni discipliny. Praktické mérictvi bylo péstovdno ddvno pred
objevenim ,geometrického sveta®. Takzvani napinaci provazu, kteri se mérictvim za-
byvali, ovladali Temeslo s obdivuhodnym mistrovstvim. Tak napr. utvorit ctverec, ktery
md stejny obsah jako dany kruh — k plné spokojenosti toho, kdo si prdaci objednal —
je pro napinace lan hrackou, pro geometra ukolem neresitelngm ([13], s. 39).

Obr. 8

Gauss by se patrné divil, kolik pravidelnjch n-tthelnik se otaci na silnicich jeho
rodného Némecka i celého svéta napt. na discich automobili, bez ohledu na to, zda
jsou ¢i nejsou euklidovsky konstruovatelné (obr. 8).

b .
o

Za NG
Obr. 9 Obr. 10

Podobné pravidelnosti lze najit v piirodé (obr. 9), ale napf. i v architektufe. Na
obr. 10 je ptudorys svatojanské kaple v Béstving (o. Chrudim).

330 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 53 (2008), ¢. 4



Trisekce whlu, tj. rozdéleni thlu na t¥i shodné ¢asti je rovnéz euklidovsky neresitel-
nym problémem, provedl ji ovSem neeuklidovsky napt. Archimedes (287-212 pf. n. 1.)
timto zptsobem: Sestrojil kruznici k(S;7), kde S je vrchol daného thlu velikosti o a
tsecku XY délky r vyznacil na hrané pravitka; priseciky kruznice k s rameny daného
thlu oznacil A, B. Nyni pohyboval pravitkem s ryskami X, Y tak, aby jeho hrana
prochézela bodem A, bod X aby nélezel kruznici k& a bod Y pfimce BS podle obr. 11.
Pak je ziejmé a = 3p a ¢ = %a. Mnohokrat jsem se setkal se studentskou ,trisekci®
podle obr. 12, ktera je sice euklidovska, neni vSak spravna: nejdiive rozdéli ,tretic“
na tii shodné ¢asti AX, XY, Y B zdkladnu AB rovnoramenného trojahelniku APB,
APX je tfetinou thlu AP B. Dtkaz nespravnosti této konstrukce je dobrou, i kdyZ ne
obtiznou tlohou.

(4
S
r

B

k

Obr. 11 Obr. 12

Geometrické femeslo je pravem slozkou dobrého matematického vzdélavani, pfitom
prokdzand nemoznost vyresit klasické geometrické problémy nalezenim prislusnych
euklidovskijch konstrukci je metrividlnim zdpornym poznatkem, jehoZ ziskani bylo pro-
vazeno nékteryma jevy, jez takové poznatky obvykle prindseji. Je to poznatek rozcilujict,
s nimz se nékteri lidé dodnes nejsou schopni smirit ([13], s. 317).

3. 3. Vypocty a kalkuly

Matematika odedavna souvisi s pocitanim, s urcovanim poctu prvkd mnoziny a
s vypocty ekonomického a technického typu. Charakteristické pro takovéto vypocty je
formalni ,hra® se symboly za ¢elem ziskani novych informaci. Nezéalezi pfitom na tom,
zda symboly jsou psané ¢islice ¢i pismena nebo typy na klavesnici pocitace. Z historie
jsou znamy zejména aritmeticky kalkul spjaty s desitkovou soustavou, jehoz puvod je
v Indii, algebraicky kalkul vznikajici v Evropé, kalkul analytické geometrie pfipisovany
René Descartovi (1596-1650), vektorovy kalkul, kalkul diferencidlni a integrdlni a kalkul
komplexnich c¢isel. Se vSemi témito druhy pocitani se studenti stfedni skoly seznamuji,
zd4 se vSak, Ze ne pFilis Gispésné. Zde se jedna o slozku (ii) Taova pohledu, o dobrou
matematickou techniku. Rozvijeni kalkuld souvisi s budovadnim pfedstav o prvcich
prislusnych ¢iselnych obort a rovnéz v této oblasti mé nase skola nedostatky. Uvedme
ulohu, kterd mize poodhalit tiroven vhledu a porozumeéni nékterym pojmum u stu-
dentt.
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Uloha 3. a) Kolikrdt musite secist ¢islo a, abyste dostali vysledek a™?

b) Je &islo /7 + 4v/3 — /3 raciondlni ¢i iraciondini?

c) Ukaste, Ze existuji iraciondlni ¢isla a, b, pro néz plati: a® je raciondini.
K odpovédi na prvni otazku stac¢i rozumét definici mocniny, k ovéreni, ze

7+4V3-V3=2

si staci uvédomit, ze 7 + 4v/3 = (2 + v/3)2. Tieti tilohu oceni patrné pouze budouci
matematici. Uvazujme napf. iracionalni éisla /2 a v/6. Cislo (\/5)\/6 je bud racionélni,
a pak jsme hotovi, nebo je (\/5)‘/6 iraciondlni a plati

(V2)Y9)Y® = (v2)° = 8.

Staci tedy volit a = (v/2)V6, b = /6.
Ukazat studentim ,,produktivni“ roli kalkuld povazuji za velmi dulezité.

y

Obr. 13

Napf. pomoci vektorového kalkulu muzeme ihned dokézat vlastnost Thaletovy
kruZnice. Je-li thel AX B pravy, plati pro skaldrni sou¢in a umisténi bodi podle obr.

13 (A[-r,0], B[r,0], X[z, y]):
AX -BX =0,

(CL’-i—T}y)(lC—T,y) =0

neboli

2?4y =12,

Bod X tedy lezi na kruznici s prumérem AB. Obrécené plati pro libovolny bod X
kruznice s prumérem AB: AX 1 BX.

Analytické odvozeni Apolloniovy kruZnice spoc¢iva v transformaci podminky tlohy
v oznaceni podle obr. 14 (P[0, 0], Q[g,0], X[z, y])

PX| _ VaP+y?

QX /(x—q)? + 42 -
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2
na tvar (z — s)? +y? =12, kde s = = ‘m’ﬁﬁl,'

Jesté vyraznéji vynikne vyznam kalkult pfi odvozovani Heronova vzorce

S =+/s(s—a)(s—b)(s—c) (1)

pro obsah trojtuhelniku se stranami délek a, b, ¢, kde s = %(a—i—b—&—c). Puvodni Herontiv
neobyéejné dimyslny dikaz (viz napt. [10]) mtZe dnesni stfedoskolak nahradit pouhou
algebraickou tupravou vyrazu pro vysku v, pfislusného trojuhelniku:

vcb'\/l <b2+62“2> :%\/s(sfa)(sfb)(sfc). 2)

2bc
y
X c
. X b
P A Q B v, a
o B
A
5 B
Obr. 14 Obr. 15

Vyjadieni vysky v, ovSem plyne z uziti kosinové véty pro trojuhelnik ABC a
Pythagorovy véty pro trojuhelnik APC (obr. 15):

b2 4 2 _ g2
|AP| =bcosa, v2=b*—b*cos’q, cosa:%. (3)

-([f N ———— p C

yi B
Xi bemmem e fod A
¥
B
AB.C * X
: < |
Obr. 16 Obr. 17
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Elegantnéjsi diikaz Heronova vzorce s vyuzitim komplexnich ¢isel zverejnil neddvno
Miles Dillon Edwards [5]. Nazna¢me jeho postup. V trojuhelniku ABC ozna¢me S
stfed kruznice vepsané, r jeji polomér, M, N, @ body dotyku této kruznice a stran
trojuhelniku (obr. 16). Zfejmé plati: |[AN| =z =s—a, |[BQ| =y =s—b, |MC| =
= z = s — ¢. Umistime-li trojahelniky SNA, SQB, SMC do soufadnicové soustavy
podle obr. 17, plati pro komplexni ¢isla A, B, C

A=r+zi, B=r+yi, C=r+:zi (4)

Protoze a4+ 8+ = =, je soucin A.B.C' realné ¢islo, jehoz imaginarni slozka je nulova.
Plati tedy

(x4 y+2) = ayz (5)
neboli
r=y ) —Z (6)
rT+y+z

Protoze pro obsah trojuhelniku ABC plati
S =rs, (7)

plyne ze vztahu (7) s uzitim vysledku (6) vzorec (1).
To je ovSem patrné postup, ktery oceni pouze budouci matematici ve t¥idé. Ani na
né by ovSsem dobra skolskd matematika neméla zapominat.

4. Zavér

Ve vyucovani matematice na stfedni Skole bychom méli ukazovat dobra matematicka
feSeni problému, péstovat matematickou techniku, rozvijet na urcité arovni i matema-
tickou teorii. Pii feSeni bychom meéli ukazovat roli vhledu i moznosti aplikaci. I studenti
by méli poznat matematiku jako krasnou a pritazlivou disciplinu. To vSe je mozné
pti dobré praci uciteli, ktefi jsou schopni matematiku jasné vykladat na zajimavych
motivacnich tlohach. Je nutné si uvédomit, Ze nespecializovana tfida je ,vzorkem
verejnosti“, ktera je slozena prevazné z lidi bez kladného vztahu k matematice. Proto je
dilezité ukazovat koreny i vytusténi matematiky v realité, proto bychom se méli snazit
studenty matematikou zaujmout. Na nékolika ptikladech jsem se pokusil naznacit, jak
1ze podle mého nazoru takovou matematiku na trovni stfedni skoly péstovat.

Vérim, ze vétSina nasich ucitelt dobrou matematiku péstuje, existuji vSak urcité
moznosti, jak v tomto sméru praci skoly zlepsit.

Podé&kovani. Tento piispévek byl vypracovan v ramci grantu GACR 406/08/0710.
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Mosaika IV

Cenék Strouhal, Praha

Tyden, ktery jsem Vam, mladi pratelé, navrhoval k pozorovani svétla zodiakalniho,
nevydafil se priznivé. Chladné, nevlidné pocasi malo vabilo k vychézce po zapadu
slunce; jaro zacalo jen v kalendéafi, nikoli v pfirod€. Vyjimku ¢inila jen nedéle dne 18.
bfezna, kdy bylo pékné; ale vecer nebyl zcela jasny, zména pocasi se jiz ohlasovala.
V nedéli bylo v Praze maximum teploty 17°, v pondéli jiz jen 9°, v utery 5°, ve
stfedu jen 1° atd. Cely tyden byl chladny, nepfijemny. Pfiznivy k pozorovani byl
vecer v sobotu dne 24. bfezna. Chtéje aspoii tohoto pouziti vySel jsem, svym mladsim
studentem provazen, po 8. hodiné vecer pies Brusku z Prahy ven k Dejvictim; chtéli
jsme se dostati co mozno daleko z oboru rozmanitych svitilen; ale svételna zare, nad
Prahou se rozestirajici, jevila sviij i¢inek i v konc¢inach Dejvickych, kde jsme konecéné
za vojenskymi novymi pekarnami zaujali pevnou pozorovaci stanici. Jezdil jsem holi
po nebi ukazuje svému hochovi kontury zodiakalniho svétla a jednotlivych souhvézdi,
coz asi z daleka vypadalo jako podezfelé Sermovani. Na zpatecni cesté u pekaren
zastavila nas vojenska hlidka, kterd patrné nase divné pocinani z daleka sledovala, a
tazala se nas velmi zdvorile ale urcité, co ze tam méame co hledat. Nase vysvétleni,

Pokracujeme v pretiskovani Strouhalovy staté Mosaika zapoc¢atém v €. 1 ro€. 53 (2008). Tato
¢4st pochazi z Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky XXXV (1906), 401-408.
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