Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Michal Kfizek; Jakub Solc
Od Keplerovych mozaik k péticetné symetrii

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 54 (2009), No. 1, 41-56

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/141885

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 2009

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/141885
http://dml.cz

Od Keplerovych mozaik k péticetné
symetrii

Michal Kvizek, Jakub Solc, Praha

1. Keplerovy mozaiky

Némecky ucenec Johannes Kepler (1571-1630), ktery pusobil u dvora Rudolfa II.
v Praze, je znamy predev§sim svymi astronomickymi objevy. Dodnes obdivujeme,
jak mohl analyzou dat, ktera ziskal Tycho Brahe pozorovanim Marsu, objevit své
tfi zdkony o pohybu planet!) a Keplerovu rovnici (viz [11]). Kepler se viak vénoval
i tématim, kterd spadaji do oblasti matematiky. Jeho slavnd domnénka o nejhustsim
usporddani kouli neni dodnes vyiesena.?) Kepler patii k zakladateliim krystalografie.
Obdivoval krasu snéhovych vlocek na Karlové mosté a v dile Strena seu De mnive
sezangula (1611) si kladl otdzku, pro¢ vykazuji pravé jen Sestietnou rota¢ni symetrii,
i kdyz ma kazda vlocka jiny tvar. Dale zkonstruoval zajimava hvézdicovita télesa, viz
[21] a obrazky 1 a 2. Nalézal G¢inné numerické metody ke zpracovani pozorovanych
dat. Byl také jednim z prvnich skuteénych uzivatel logaritmi. Presnost jeho vypoctu
byla srovnatelnd s dnesnimi vysledky zpracovanymi s podporou vypocetni techniky.
Keplerova prace o stereometrii vinnych sudt Nowva stereometria doliorum vinariorum
popisuje metodu ur¢ovani objemu rotacnich téles, a tim prispéla k rozvoji integralniho
poctu.

Ve svém dile Harmonices mundi (1619) se Kepler zabyval otdzkou, jakd pokryti
(tj. mozaiky, parketdZe) lze vytvofit z pravidelnych n-thelnik tak, aby sousedni
n-thelniky vzdy sousedily celou stranou. Navic pozadoval, aby kazdy vrchol byl stej-
ného typu (n1,ns,...,nk), tj. aby byl obklopen postupné pravidelnym n;-thelnikem,
no-thelnikem atd. Pfitom k-tici (nq,ns,...,n;) budeme povaZovat za ekvivalentni
(nk,...,na2,n1), tj. nebude nadm zélezet na tom, zda vrcholy n-ihelnikii kolem da-
ného vrcholu ¢islujeme po sméru ¢i proti sméru hodinovych ruciéek. Rovnéz k-tice
(n1,n2,...,nk) a (na,...,nk, n1) budeme povazovat za ekvivalentni, tj. nebude zélezet
na tom, odkud zacneme n-thelniky ¢islovat. Takové pokryti nazveme polopravidelné.
Pokud specidlné ny = ny = ... = ng, pak hovofime o pravidelném pokryti. Dvé

1) Prvni dva zédkony Kepler objevil v Praze a uvefejnil je ve svém stéZejnim dile Astronomia
nova v roce 1609, tj. pravé pred 400 lety. To je jeden z divodu, proc si jej v letoSnim
Mezinarodnim roce astronomie pripominame.

2) Existuje sice ,pocitacovy ditkaz®, srov. [9, s.104], ale protoze neni v celoéiselné arit-
metice (jen v aritmetice ,pocitadové redlné“), §irsi matematickd vefejnost jeho spravnost
neuznava.
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pokryti budeme povazovat za ekvivalentni, pokud jedno dostaneme z druhého pomoci
posunuti, otoceni a dilatace.

Véta (Keplerova). Existuje pravé 12 ruznych polopravidelnych pokryti roviny,
z toho jsou 3 pravidelna.

Naznac¢me si zdkladni myslenku dikazu. Vnitini thel v pravidelném n;-tthelniku je
roven

9
i 24800

n;
Proto pro vrchol typu (ni,na, ..., ng) plati nasledujici nutna (nikoliv vsak postacujici)
podminka existence polopravidelného pokryti

_9 _9 9
M 280+ 22180 4. 4+ 2
ni na nk

180 = 360.

Odtud jednoduchymi tpravami dostaneme diofantickou rovnici

1 1 1 k—2
===
ny N2 ng 2

(1)

Prava strana (1) musi byt kladnd, a tedy k = 3. Protoze bod lze obklopit 6 rovno-
strannymi trojuhelniky a vSechny ostatni n-thelniky maji vnitini thly vétsi, ziskame
dal$i nutnou podminku k& < 6 FeSitelnosti (1). Srovname-li slozky vysledné k-tice pro
prehlednost podle velikosti, dostaneme nésledujicich 17 feSeni rovnice (1).
Trojice:

(3,7,42), (3,8,24), (3,9,18), (3,10,15), (3,12,12),

(4,5,20), (4,6,12), (4,8,8), (5,5,10), (6,6,6);

¢tverice:
(3,3,4,12), (3,3,6,6), (3,4,4,6), (4,4,4,4);
pétice:
(3’ 3’ 3’376)7 (37 3’ 3’ 454)’
Sestice:

(3,3,3,3,3,3).

Ne vSechna feseni ale odpovidaji polopravidelnym pokrytim celé roviny. Napiiklad
bod lze obklopit dvéma pétithelniky a jednim desetitthelnikem, ale snadno muzeme
oveérit, ze to nestaci na pokryti celé roviny. Navic slozky uvedenych sedmnécti k-tic
jsou srovnény podle velikosti, coz dale uz nebudeme pozadovat.

Postupnym provéfovanim predchozich pripadu ziskame jen nasledujicich 12 FeSeni
(viz obr. 3):

(3,3,3,3,3,3), (4, 4, 4, 4), (6, 6, 6),
(3,12, 12), (4,8, 8), (4, 6, 12),
(3,6, 3,6), (3,4, 6, 4), (3,3, 4,3, 4),
(3,3,3,4, 4), (3,3,3,3,6), (3,3,3,3,6).
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Obr. 1. Keplerovy hvézdy. Stella octangula vlevo je sjednocenim dvou pravidelnych
CtyTsténu a lze ji vepsat do krychle. Vpravo je hvézdicovity dvanactistén — ke kazdé
sténé pravidelného dvanictisténu je pripojen pétiboky jehlan. Pfitom hrany hvézdy
muzeme ziskat vhodnym propojenim vrcholti pravidelného dvacetisténu.

N(-I

L |

Obr. 2. Jedna ze ¢tyf velkych Keplerovych hvézd v Riuzové zahradé na zdmku Kono-
pisté. Grupa jejich symetrii je alternujici grupa As, jez se pouziva k diikazu neexistence
obecného vzorce pro urcéeni kofenti polynomu 5. stupné.
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Obr. 3. Keplerovy mozaiky. Typy jejich vrcholi ve stejném usporadani jsou:

(3,3,3,3, 3, 3), (4, 4, 4, 4), (6, 6, 6),

(3, 12, 12), (4, 8, 8), (4, 6, 12),

(3, 6, 3, 6), (3,4, 6, 4), (3, 3,4, 3,4),
(3,3,3,4,4), (3,3,3,3,6), (3,3,3,3,06).
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Obr. 6. Kepleruv tticetistén je prinikem péti rizné natocenych a rtzné
obarvenych krychli. M4 6 péti¢etnych rotacnich os symetrie.

Obr. 7. Sjednoceni péti krychli, jejichz prunik je Keplerav tficetistén, ma
rovnéz 6 péticetnych os symetrie. Konvexnim obalem télesa na obrazku
je pravidelny dvanactistén.
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Posledni dvé feseni jsou ¢iselné stejna. VSimnéte si ale, ze posledni pokryti na obr. 3
je zrcadlovym obrazem predposledniho a tato pokryti nejsou ekvivalentni (tj. existuje
jejich levd a prava forma). Ostatnich 10 pokryti mé osu soumérnosti.

Povsimnéme si jesté, ze Keplerovy polopravidelné mozaiky nemaji péticetnou ro-
tacni symetrii, ale maji dvojéetnou nebo trojéetnou nebo ¢tyféetnou nebo Sesticet-
nou symetrii (tj. otoenim mozaiky kolem vhodného bodu o 360°/k pro vhodné
k € {2,3,4,6} dostaneme tutéz mozaiku, odhlédneme-li od obarveni). Keplerovy mo-
zaiky se pouzivaji k ozdobnému dlazdéni nékterych chodnikti, pro parketaze a umeélecké
mozaiky, jako vzory na tapety a latky, v pocitacové grafice, ale i pfi popisu uhlikatych
nanotrubic.

2. Penrosovy mozaiky

Oznacéme

1+5 1—
— a B =
2 2

S

(2)

2_2—1=0. Cislo a se nazyva zlaty 7ez (lat. sectio aurea)

kotfeny kvadratické rovnice x
a Casto se v literatufe oznacuje téz . Je to jedno z nejzdhadnéjsich iracionalnich cisel,
jak jesté uvidime. Objevuje se v nékterych naprosto necekanych situacich, viz napf.
[12, kap. 7.1].

Zlaty tez predstavuje jiz od antiky zakladni esteticky pomér. Obdélnik, jehoz délky
stran jsou v poméru «, je pokladan za nejkrasnéjsi. Takovy obdélnik vznikne napf.
jako konvexni obal dvou protilehlych hran pravidelného dvacetisténu (viz obr. 10).
Pomér délek thlopticky a strany pravidelného pétithelnika je «; pritom se i samotné
uhlopricky déli v poméru zlatého fezu. Polomér kruznice opsané pravidelnému desetii-
helniku k délce jeho strany je rovnéz v poméru a. Objem pravidelného dvanactisténu,
resp. dvacetisténu je roven 247a/2, resp. 5(1+«)/6, ma-li délku hrany jedna. Johannes
Kepler popsal tficetistén (tzv. Kepleriv tricetistén), ktery je prunikem péti rtizné
natocenych krychli se stejnym stfedem (srov. obr. 6 a 7). Vsech tficet stén tvori shodné
kosoétverce a pomér jejich thlopiicek je také roven o = —1/5.

Soufadnice pravidelného ¢tyfrozmérného simplexu se stiedem v pocatku soufad-
nic lze také vyjadiit pomoci zlatého fezu (3a — 1,3,8,8)", (8,3a — 1,5,8)T,
(8,8,3a —1,8) 7, (8,8,8,3a —1)T a (=2,-2,-2,-2)". Ve étyfrozmérném prostoru
ale existuje dalsi pravidelné téleso, které je vskutku nddhernym matematickym objek-
tem. Jeho trojrozmérny povrch®) se totiz sklad4 ze 600 pravidelnych &tyisténti (viz
[20]). Pomér poloméru koule opsané tomuto télesu k délce hrany je opét a. Podobnych
prikladu je celd fada.

Pocatkem sedmdesatych let 20. stoleti britsky matematik a fyzik Roger Penrose
objevil pokryti roviny dvéma typy dlazdic, které vykazuje lokalni péti¢etnou rotacéni
symetrii (viz obr. 4) a také tizce souvisi se zlatym Fezem. Obé dlazdice maji tvar

3) Na povrchu je 720 hran, které tvori celkem 72 pravidelnych desetitithelniki se spole¢nym
stfedem. (Podobné je na povrchu pravidelného osmisténu 12 hran, které tvofi 3 ¢tverce.)
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kosoctverce a jejich strany jsou stejné dlouhé. Prvni dlazdice mé ostry thel roven 72°
a druhd 36°. Nazyvaji se Penrosovy dlaZdice.
Pritom plati

72° = —.
cos 70
Predpokladejme, ze dlazdice maji jednotkové délky stran. Pak prvni dlazdice méa obsah
sin 72° = 2sin 36° cos 36° a druhé dlazdice sin 36°. Pomér jejich obsahti je tedy také
roven zlatému fezu

sin 72° : sin 36° = 2cos 36° = a.

Penrose priznava, ze se inspiroval Keplerovym dilem Harmonices mundi, kde se
vySetifuji moznosti pokryti roviny pétitahelnikovymi dlazdicemi. Pro konstrukci Penro-
sova pokryti je tfeba, aby vSechny dlazdice splhovaly tzv. Penrosovo pravidlo:

Dlazdice je tfeba napojovat tak, aby na sebe spojité navazovaly oblouky stejné barvy
nakreslené na dlazdicich (viz obr. 8).

g
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Obr. 8. K vytvoreni aperiodického pokryti je tfeba napojovat Penrosovy dlazdice tak, aby
na sebe spojité navazovaly vyznacené oblouky stejné barvy.

v

Nejprekvapivéjsi vlastnosti Penrosovych pokryti roviny je skutecnost, Ze nejsou
nikdy periodicka. Pokud tedy takové pokryti posuneme o néjaky vektor, nikdy se
nebude shodovat s ptivodnim pokrytim, i kdyz existuje jen konecny pocet moznosti,
jak obklopit dany vrchol Penrosovymi dlazdicemi. O Penrosové pokryti existuje velké
mnozstvi literatury. Zde pfipomeneme jen jeho puvodni ¢lanek [17], v némz se koso-
Ctverecné dlazdice z obr. 8 poprvé objevuji.
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Véta (Penrosova). Ziadné pokryti roviny Penrosovymi dlaZdicemi spliiujici Penro-
sovo pravidlo neni periodické.

Dukaz 1ze nalézt napf. v monografii [8, Chapt. 10].

Z Penrosovych dlazdic mizeme sestavit i periodicka pokryti, kdyz porusime Pen-
rosovo pravidlo. Napftiklad tak, Ze pospojujeme dlazdice jednoho ¢i druhého typu
dlazdic do nekonec¢né dlouhych pasi, z nichz pak 1ze vytvaret rtizné periodicka pokryti.
K tomu, abychom dostali aperiodické pokryti, bohuzel nestac¢i pozadovat, aby dveé
sousedni dlazdice netvofily rovnobéznik. Napiiklad lze sestavit periodické pokryti
Penrosovymi dlazdicemi, kde kazdy vrchol je obklopen ¢tyimi dlazdicemi s vrcho-
lovymi thly vzdy ve stejném poradi: 36°, 72°, 144° a 108°. V tomto pfipadé také neni
splnéno Penrosovo pravidlo. Poznamenejme, ze Penrosovo pokryti lze zobecnit i do
vicerozmérnych prostort (viz napf. [7, s. 334]).

V roce 1986 André Katz nalezl aperiodické pokryti roviny vykazujici lokdlni sedmi-
Cetnou rota¢ni symetrii (viz obr. 5). Jeho t¥i typy dlazdic maji opét tvar kosoétverct,
jejichz ostré uhly jsou postupné 180°/7, 360°/7 a 540°/7.

Rovinu lze také aperiodicky vyplnit pouze jednim typem dlazdic, které maji tvar
napi. rovnoramenného pravothlého trojithelnika. K tomu sta¢i uvazovat znamou Ula-
movu spirdlu, kterou v roce 1963 navrhl polsky matematik Stanislaw Marcin Ulam
(1909-1984). Prvocisla jsou v ni napsana pro odliSeni na cernych ¢tvereccich. Ty
rozdélime diagonalou se sklonem 1 na dva trojuhelniky. Ostatni ¢tverce rozdélime
diagonélou se sklonem (—1).

90 88 87 86

92

Obr. 9. Ulamova Ctvercova spirala prirozenych cisel. Prvocisla
jsou pro odliSeni znazornéna na ¢erném podkladé.
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3. Polopravidelna télesa

Recky filosof Platén (427-347 pf.n.l.) vyklddal kosmologii na zakladé ¢isté geomet-
rickych predstav. Ve svém pozdnim dialogu Timaios se zminuje o péti pravidelnych
télesech v trojrozmérném prostoru. Pfipomenime, Ze pravidelny mnohostén (téZ pla-
tonské teleso) je konvexni?) mnohostén, jeho# vsechny stény jsou shodné pravidelné
mnohotthelniky a v jehoz kazdém vrcholu se styka stejny pocet stén.

i

Obr. 10. Vlevo je pravidelny osmistén. Pravidelny dvacetistén (ikosaedr)
vpravo ma 6 péti¢etnych rota¢nich os symetrie.

Krychle, jez méa 8 vrchola a 6 stén, je dudlni k osmisténu, protoze ten méa 6 vr-
chold a 8 stén (srov. obr. 10). Podobné dvandctistén, ktery mé 20 vrchold, je duélni
k dvacetisténu, ktery ma 12 vrcholi. Ctyistén je dualni sAm k sobé.

Podobné, jako jsme vysSetfovali pravidelnd a polopravidelna pokryti roviny pravi-
delnymi mnohothelniky, 1ze studovat i tzv. polopravidelna télesa.

Polopravidelné téleso je konvexni mnohostén, jehoz vSechny stény jsou pravidelné
mnohotthelniky a vSechny prostorové thly ve vrcholech mnohosténu jsou piimo ¢i
nepfimo®) shodné.

Specidlnim piipadem polopravidelnych téles jsou platénska pravidelna télesa, jejichz
povrch je tvoren pravidelnymi mmnohothelniky jednoho typu. Polopravidelna télesa,
jejichz povrch je tvofen pravidelnymi mmnohothelniky dvou ¢i vice typi, se déli na
archimédovska télesa, pravidelné hranoly a pravidelné antihranoly. Jejich existenci lze
vySetfovat pomoci diofantickych nerovnic (viz [12]) podobné jako v diikazu Keplerovy
véty. Pravidelné hranoly (resp. pravidelné antihranoly) maji dvé protilehlé stény
tvofené stejnym pravidelnym n-thelnikem a ostatni stény jsou ¢tverce (resp. rovno-
stranné trojuhelniky). Specidlnim p¥ipadem pravidelného hranolu (resp. pravidelného
antihranolu) je krychle (resp. pravidelny osmistén). Pfehled t¥inacti archimédovskych

4y Predpoklad konvexity je podstatny. Existuje totiz nekonvexni dvacetistén, ktery ma na
svém povrchu 20 rovnostrannych trojihelniki a v kazdém vrcholu se styka 5 hran.
5) Prostorovy uhel je nepfimo shodny se svym zrcadlovym obrazem.
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téles podava Johannes Kepler ve druhé kapitole Harmonit svéta (Harmonices mundsi).
Tato télesa jsou pojmenovana po antickém mysliteli Archimédovi.

Kolem roku 1905 bylo objeveno jesté ¢trnacté archimédovské téleso, které vznikne
otoCenim ,horni vrstvy*“ desatého télesa z obr. 11 o 45° a ztrati tak stfedovou symetrii
(viz [5, Fig. 27]). Dalsi dvé archimédovskd télesa mizeme dostat jako zrcadlové obrazy
poslednich dvou téles z obr. 11 (tj. existuje jejich leva a prava forma podobné jako
u posledni Keplerovy mozaiky na obr. 3). Terminologie, co je archimédovské téleso,
rotaéni symetrii vici nékterym osam.

Polopravidelna télesa maji fadu pouziti v krystalografii a teorii bodovych grup.
Pouzivaji se i pro dekoracni Gcely (napf. na nastupisti stanice Luziny Metra B v Praze).
Také klasicky fotbalovy mi¢ pfipominéd archimédovské téleso o 12 pétithelnikovych
a 20 Sestithelnikovych sténdch (viz Etvrté téleso na obr. 11). Tento mnohostén mé
60 vrcholi a objevuje se naptiklad v chemii. Ukazalo se totiz, ze existuje stabilni
molekula uhliku, tzv. fulleren Cgg, kterd ma 60 atomt umisténych pravé ve vrcholech
takového polopravidelného télesa. Také nékterad pylova zrnka ¢i viry maji tvar pripomi-
najici polopravidelna télesa. Konstrukce triangulace povrchu koule se ¢asto odvozuje
z triangulaci trojuhelnikovych stén pravidelného dvacetisténu. Pravidelny dvacetistén
(viz obr. 10) byl také pouzit k rozdéleni trojrozmérného prostoru na ostrothlé &tyi-
stény (srov. [6] a [2]). Krychle je jediné platénské téleso, jehoZ shodnymi exemplaii lze
(bez mezer) vyplnit prostor.®) Lze jej ale téz vyplnit stiidavé pravidelnymi étyfstény
a osmistény tak, ze kazda trojuhelnikova sténa je vzdy spole¢nd jednomu Ctyfsténu a
jednomu osmisténu. Takovou krystalovou miizku méa diamant a ta z néj ¢ini nejtvrdsi
z nerostu.

Obr. 11. Archimédovska télesa z Keplerova dila Harmonices mundi.

) Podle [10, kap. 6.5] lze prostor vyplnit i rovnob&Zznosténem, hexagonalnim hranolem,
rombickym dvanéctisténem, prodlouzenym rombickym dvanéctisténem a Thompsonovym
¢trnactisténem.
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Poznamenejme jesté, ze archimédovska télesa lze zobecnit do vicerozmérnych euk-
leidovskych prostortt R%. Pro dimenze d > 3 existuje pravé 7 polopravidelnych téles
(kromé hranoli a antihranolit), z toho tfi pro d = 4 a jedno v dimenzich d =5,6,7,8
(viz [1]). Napiiklad ve ¢tyfrozmérném prostoru lze zkonstruovat polopravidelné té-
leso, které vykazuje péticetnou symetrii, ma jen 10 vrcholt a jeho povrch je tvoren
5 pravidelnymi ¢tyfstény a 5 pravidelnymi osmistény.

Prostor R® lze bez mezer vyplnit polopravidelnym télesem, o jehoz grupé symetrii
Fjg se psalo v minulém ¢isle PMFA (viz [22]).7) Je zajimavé, Ze koule vepsané témto
télestim tvoif nejhustsi uspofdddni stejné velkych kouli v R® (viz [13] a [15]). Kazd4
koule se pfitom dotyka 240 dalsich. Této vlastnosti se vyuziva pfi konstrukci jednoho
z nejefektivnéjsich Hammingovych samoopravnych kédt. Mnozina stfedi kouli je

{(z1,22,...,28) €Z° U (Z+ 3)® | in =0 (mod 2)}.

=1

Voronoiovy buiniky odpovidajici témto stfedum tvori pravé jednotlivé kopie tohoto
zajimavého polopravidelného télesa.

4. Jedineénost étyfrozmérného prostoru

Ctyfrozmérny eukleidovsky prostor R* mé mezi ostatnimi eukleidovskymi prostory
zcela zvlastni postaveni. Je dost neobvykly ve srovnani s kteroukoliv jinou dimenzi.
Obsahuje nejvétsi koneény pocet pravidelnych polytopid (tj. zobecnéni platénskych
téles), kterych je v R?* Sest, viz [3], [18]. O dvou z nich jsme se jiz zminili v kapitole 2.

Ctyfrozmérny prostor je izomorfni s télesem kvaternioni. Lieova grupa vsech rotaci
v R? je jednoduché kromé piipadu d = 4, kdy se rozpada na dvé kopie tiidimenzionalni
grupy rotaci.?) V R* existuje dvourozmérna neprotinajici se uzaviena neorientovatelna
plocha (zndm4 jako Kleinova lahev). V R?* také existuje krystalova mifzka vykazujici
péticetnou symetrii (viz dalsi kapitolu).

V roce 1983 Simon Donaldson objevil nestandardni hladkou strukturu ¢tyfdimenzio-
nélniho prostoru (podrobnosti viz [4], [18]). Za tento objev ziskal v roce 1986 Fieldsovu
medaili. Pozdé&ji se ukézalo, 7e R* mé dokonce nespoéetné mnoho hladkych struktur,
zatimco vechny ostatni prostory R?, d # 4, pfipoustéji jen jedinou hladkou strukturu
bézné pouzivanou v diferencidlnim a integralnim poétu — viz [19, s. 161].

Zadny simplex v R? pro d 2> 4 nelze rozdélit na koneény pocet simplexii, které by
byly podobné ptivodnimu simplexu. Pro d < 4 takové simplexy vsak existuji.

7y Rad grupy Fs je |Es| = 4!6!8!.

8) Velkym triumfem slavného FErlangenského programu bylo pravé zjisténi, Ze grupa
piimych rotaci SO(n) prostoru R je pro d # 4 jednoduchou Lieovou grupou, zatimco grupa
SO(4) je lokalné izomorfni s direktnim souc¢inem SO(3) x SO(3) (viz [18]). Jednoduché grupa
nema zadné vlastni normélni podgrupy (podgrupa H C G je normalni, kdyz pro kazdé h € H
agcGijeghg™'c H).
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V R* existuje nékolik otevienych problémii, které pro ostatni eukleidovské prostory
uz byly davno rozfeseny. Napiiklad neni znamo, zda jej lze rozd€lit na ostrotihlé
simplexy (zatimco pro dimenzi d £ 3 je dokazano, Ze to lze, a pro d 2 5 je dokézéno,
Ze to nelze). Vzpomenme také, jak dlouho trvalo, nez se podafilo rozfesit slavnou
Poincarého hypotézu v R* (viz [16]). Mozna pravé pro zcela vyjimeénou rozmanitost
R* je i nas prostorocas také &tyirozmérny (alespon lokdlng). Jednoduchy model ¢a-
soprostoru je dan Ctyfrozmérnou nafukujici se kouli, jejimZ povrchem je tfirozmérna
sféra prostorovych soutadnic — nas§ vesmir a cas plyne v radidlnim sméru. Takovy
model prostorodasu je kromé poéatku lokalné izomorfni s R*.

5. Péticetna symetrie ve ¢tyfrozmérném prostoru

Prostorovd mfizka krystalickych latek je tvofena hranami navzajem shodnych
rovnobéznosténnych bunék definovanych pomoci tfi linedrné nezavislych vektori
ai,as,a3 € R3. Budeme piedpoklddat, 7e krystalovd miizka je neohranicend a ze
ma translaéni symetrii vzhledem k celoc¢iselnym nasobktim vektort a;. Francouzsky
krystalograf Auguste Bravais (1811-1863) studoval bodové grupy symetrii miizek
krystald v R® (tj. shodnosti zobrazujicich celou
miizku na sebe), ve kterych je alesponi jeden bod
samodruzny. Symetriemi takovych mfizek mohou
byt napf. otoceni kolem pfimky pouze o thel
k- 360°/n, kde k je celé ¢islo a n € {1,2,3,4,6}.
Krystalové miizky tak mohou mit dvojéetnou,
troj¢etnou, Ctyréetnou nebo SestiGetnou rotacni
symetrii, ale nikoliv péti¢etnou. Péti¢etna symetrie
se mize vyskytovat pouze lokdlné, napt. u kvazi-
krystalt, kde jsou sice nékteré atomy usporadany
do pravidelnych dvacetisténtd, ale mezi nimi jsou
mezery (viz [7]).

Podivejme se nyni na krystalové m¥izky v prostorech vy$si dimenze. Necht e; =
=(0,0,...,0,1,0,...,0) oznac¢uje standardni bazovy vektor o d slozkich, ktery ma na
t-tém misté jednicku. Oznacime-li

0 0 0 1
10 0 0
p=1|01 0 0
0 0 10
permutacéni matici typu d x d, pak
ei+1:Pei, iZL...,d—l a elzPed.
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Plati tedy:
Véta. Pro pfirozené ¢&islo d > 2 je mocnina P? jednotkové matice typu d x d.

Jako bezprostfedni diisledek dostavame, ze hyperkrychlova miizka v R® m4 péticet-
nou symetrii. Vznika ale pfirozena otazka, zda existuje mrizka s péticetnou symetrit
v prostorech dimenze mensi neZ 5%

Odpovéd na tuto otazku je kladna pro d = 4. Pfedstavit si ale komplikovanou geo-
metrii ve ¢tyfech rozmérech viibec neni jednoduché. Pro «, 8 ze vztahu (2) definujme
lineadrné nezavislé jednotkové vektory

T T
a; = (1707070)T7 Az = (_%7%7§a0) , a3 = (07_§7_%7 %) , A4 = (07070a_1)T
(3)
a zrcadleni r; vztahy (viz [14]):

ri(a;) = —a;, (4)
ri(a;) = a; +a; proli—j| =1,
ri(aj) =a; pro|i—j| > 1,
kde i,j € {1,2,3,4}. Z vyjadfeni (3) se lze snadno pfesvédcit, ze soucet dvou (i vice)
vektorti a; se sousednimi indexy je opét jednotkovy vektor.

Rovina zrcadleni danad r; je kolma na vektor a; a prochézi pocatkem. Roviny

zrcadleni odpovidajici r; a r; se sousednimi indexy sviraji 60°, protoze skalarni soucin
a: aj = :I:%. Pokud je vzdalenost indexii ¢ a j vétsi nez 1, jsou roviny zrcadleni r; a r;

k sobé kolmé.

Dale definujme mnozinu vrcholt krystalové miizky v R*
4
V= {Zciai le; € Z},
i=1

kterd ma zrejmé translacni symetrii v celociselnych néasobcich kazdého sméru a;.
Vlastni mfizka se tak sklada z hran shodnych ¢tyfrozmérnych rovnobéznostént.

Véta. Existuje neidentické izometrické®) zobrazeni A mnoziny V na sebe takové,

v

ze

A(z)=2 VYzeV.
Dtkaz. Definujme izometrické zobrazeni
A = rirgrary.
Pak podle (4) plati
A(ar) = rirsra(ar) = rirs(ar + a2) = r1(a1 + a2 + az) = az + as,

A(az) = 7”17“37”2(612) = —T17”3(a2) = —7”1(612 + a3) = —ai; —az —as,

9) Izometrické zobrazeni zachovava vzdalenosti.
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A(az) = rirsra(as + as) = rirz(ae + az + asa) = ri(az + az + as) = a1 + a2 + az + aq,
Alayg) = —rirzra(aq) = —rirs(ag) = —r1(ag + aq) = —az — ay.

Odtud plyne, ze A je linearni operator z diskrétni mnoziny V' do V', ktery zobrazuje
nasledujici prvky takto:

ay; — ag +asz +— aq — 7((13+(14) 4 7((11 +a2) —ai,

ag — —(a1 + as +a3z) = —(as + az + a4) — az — a1 + as + az + a4 — as.

Vidime, Ze A®(a;) = a; pro vSechna i = 1,2,3,4, a tedy A° je identické zobrazeni.
O
Podivejme se jesté podrobnéji na operator A z predchozi véty, ktery vyjadiime
pomoci maticového aparatu. Zobrazeni r; jsou definovdna ortogonalnimi maticemi
zrcadleni
Ay =1—2a;a;, i=1,234,

79

tj. ri(z) = A;x pro € R%, kde

10 0 0 1 a B 07
1o 100 1la g 10
A1_0010’A2_551a0’
0 0 0 1 0 0 0 2]
2 0 0 0 1 00 07
100 a 1 B o100
A3_§015a’A4_0010
0 8 a 1 00 0 —1.

11 o0 -
A=Aidsdati=5 | 1 G g 7
111 -1

Vlastni ¢isla vysledné matice A jsou
A1,4 =c0sT72° £1isin72°, Ay 3= —cos36° £isin36°.

Protoze nejsou redlnd, jeding pevny bod zobrazeni A(z) = Az je nula. Vzhledem
k predchozi vété je mocnina A® jednotkovd matice. Poznamenejme jesté, Ze vlastni
Cisla matice

-1 1 1 -1
1l—a 0 154 1
2| -8 « 0 1

0 -8 —-a -1

At=A"1=AT =

jsou stejna jako u matice A.
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Na zévér miZete jesté hledat odpovéd na otdzku, zda existuje m¥izka vykazujici
sedmicetnou symetrii v RS.

Podékovani. Autofi dékuji pani prof. Ing. Edité Pelantové, CSc., a RNDr. Ivanu
Saxlovi, DrSc., za cenné diskuse. Prace na tomto c¢lanku byla podpofena grantem
¢. TAA 100190803 GA AV CR a vyzkumnym zéamérem AV0Z 10190503.
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