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vyucovani

O MOTIVOVANTI ZIAKOV
K ODOVODNOVANIU
MATEMATICKYCH TVRDENI

Zdenko Takac, RuZomberok

V cldnku [8] si opisané takzvané MRP
dlohy (Motivation to Reasoning and Pro-
ving tasks) a pedagogicky experiment,
ktory sa zaoberal ich vplyvom mna moti-
vdciu Ziakov (druhého stupria zdkladngch
skol a strednych $kol) pri odévodriovani
a dokazovani.
ulohy a sposob, ako vplyvaji na Ziakow,
na rozvoj ich kritického myslenia a predo-
véetkym na ich ochotu odévodriovat svoje
vlastné tvrdenia.

V' éldnku opiseme tieto

Je 1uloha dokazu v matematike a
v skolskej matematike rozdielna?

O vhodnosti zaradenia dokazov do uciva
jednotlivych typov kol sa neustale vedu
diskusie. Kedy a akou formou zacat obo-
znamovat ziakov s tymto pojmom? Je to
vhodné pre Ziakov zakladnych §kol? Je to
vhodné pre ziakov strednych §kol? Alebo
dokonca, je to vhodné aspor pre Stu-
dentov matematiky na vysokych skolach?
Nasim cielom nie je odpovedaf na tieto
otazky — odpoved do znacnej miery zavisi
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od toho, ¢o v Skolskej matematike este
uzname za ddkaz a ¢o uz nie. Odpovieme
snad na poslednii otézku, pri ktorej jedno-
znacne zastavame nazor, ze dékaz do vy-
ucby matematiky na vysokoj skole patri.
Bez dokazu sa studenti u¢ia matematiku
iba ako ,stbor poznatkov“, nie ako ,spo-
sob prace, ¢i myslenia“. Bez pochopenia
pojmu dékaz st Studenti ukrateni o vy-
znamny atribat matematiky, ktory odli-
Suje matematiku od ostatnych vednych
odborov. Nie je vSak mozné zacat dokazo-
vat bez predchadzajicej pripravy. TakZe
Studenti nastupujtci na vysoku skolu by
mali mat za sebou nejakt formu pripravy
na dokaz zo strednej, pripadne zakladnej
skoly. A préave touto pripravou sa zaobe-
rame v ¢lanku.

Podstatné cast vedeckej prace spociva
v rozhodovani, ¢ je dané tvrdenie (hy-
potéza) pravdivé alebo nepravdivé a na-
slednom potvrdeni stanoveného zaveru.
Kazdy vedny odbor ma vypracované
vlastné prostriedky a postupy na overenie
pravdivosti tvrdenia. V matematike pou-
Zivame na tento ucel dokaz. Pod pojmom
dokaz v matematickej tedrii chapeme ko-
ne¢ni postupnost formil v jazyku tejto
tedrie, z ktorych kazda je axidma logiky,
axioma tedrie alebo vyplyva z predcha-
dzajucich ¢lenov postupnosti na zaklade
zvolenych odvodzovacich pravidiel (napr.
Modus Ponens a Pravidlo generalizécie).
V kazdodennej matematike pouzivame
tzv. skrateny dokaz: konecnd postupnost
formal v jazyku tedrie, z ktorych kazda
je veta (dokdzané tvrdenie) logiky, veta
tedrie alebo vyplyva z predchadzajicich
élenov postupnosti na zaklade Tubovol-
nych odvodzovacich pravidiel tedrie.

V matematike je pojem dokaz jedno-
znacne uréeny definiciou a pri dokazo-
vani sa riadime pravidlami, stanovenymi
matematickou logikou. Z hladiska Skol-
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skej matematiky pojem dokaz nechapeme
tak striktne. V skolskej matematike (pre-
dovsetkym na ZS a SS) sa pod pojmom
dokaz zvykne chépat lubovolné argumen-
tovanie, fubovolny postup na potvrdenie
pravdivosti tvrdenia. Na formu doékazu
sa prihliada, v suvislosti s vekom ziakov,
podla pravidla: na formu dokazu treba
dbat do takej miery, aby to, vzhladom na
psychické a mentalne schopnosti ziakov,
neviedlo k prilisnému odvedeniu pozor-
nosti od obsahu dékazu a k naslednému
formalizmu (pozri [4]).

Ulohou dokazu v $kolskej matematike
nie je iba demonstrovat pravdivost tvr-
denia (pozri [5]). V [3] Hanna rozdeluje
dokazy na ,dokazy, ktoré dokazuju* (de-
mons§truju pravdivost tvrdenia), a ,do-
kazy, ktoré objastiuju“: dokazy, ktoré do-
kazuju ukazuji iba to, Ze tvrdenie je prav-
divé — poskytuji zrejmé odvodenia zd-
verov osamote... dokazy, ktoré objas-
nuju, na druhej strane, ukazuji aj, preco
je turdenie pravdivée, poskytuji mnoZinu
zaverov, ktoré vyplyvaju z danych fak-
tov. V skolskej matematike maja délezitt
ulohu préave ,dokazy, ktoré objasnuju“.

Dokaz sa skladd z formélnej a vecnej
stranky (pozri [9]). Formalna stranka do-
kazu pozostdva z pouZitia axiém (resp.
viet) logiky a odvodzovacich pravidiel
logiky. Vecna stranka dékazu pozostava
z pouzitia axiém (resp. viet) tedrie a
odvodzovacich pravidiel tedrie, v ktorej
dokazujeme. Teda vecné stranka dokazu
vyzaduje vedomosti z matematickej ob-
lasti, v ktorej pracujeme, kym formélna
stranka vyzaduje vedomosti z logiky. Pri-
rodzene, tieto dve stranky doékazu sa na-
vzajom prelinaji a nie je mozné jednu
oddelit od druhej. Uéitel moze pri kon-
krétnom dokaze zvolit rozne pristupy,
podla toho, aktl mieru dolezitosti kladie
na vecnu a aka na formalnu stranku dé-
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kazu. Toto rozhodnutie by malo zavisiet
od pedagogickych cielov:

e doraz kladeny na vecni stranku (ma-
tematické ciele) — rozvoj ,matematic-
kych“ schopnosti studentov, t.j. pocho-
penie matematickych pojmov, vlast-
nosti matematickych objektov a vzta-
hov medzi ré6znymi objektmi,

e formélna stranka (logické ciele) — roz-
voj logickych“ schopnosti Studentov,
t.j. pouzivanie logickych postupov, me-
tod dokazu, logickych spojok, kvantifi-
katorov, formalneho jazyka.

Uloha ucitela, pri predvedeni dékazu zia-
kom, spoc¢iva v nasledovnom:

e zvolif vhodny stupeni formélnosti do-
kazu — do akej miery sa bude venovat
formélnej (logickej) stranke a do akej
vecnej stranke,

e zvolit tlohu dokazu v rdmci vyudova-
cej aktivity. Napriklad, podla [10] moze
byt tlohou dokazu v skolskej matema-
tike:

1. overit, ze tvrdenie je pravdivé,

2. vysvetlif, pre¢o je tvrdenie prav-
divé,

3. prediskutovat novi matematicki
vedomost,

4. objavit alebo vytvorit novi ma-
tematickl vedomost, pripadne po-
stup,

5. systematizovat tvrdenie do axioma-
tického systému.

Dokaz je v matematike nositelom pres-
nosti a prisnosti. Pre mnohjch matema-
tikov je tiez zdkladnym pojmom mate-
matiky. Ale dokaz je aj nositelom forma-
lizmu, a preto je pre mnohych ziakov naj-
vacsim strasiakom pri Sttdiu matematiky.
Najmé, pokial st nuteni do dokazovania
na formaélnej Grovni, ktora presahuje ich
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aktudlne moznosti. U¢itel musi velmi cit-
livo zvolit stupeni formdlnej trovne do-
kazu, ktora vyzaduje od ziakov (Tubovol-
ného veku), v zavislosti od ich veku a
mentdlnych schopnosti. Ak ucitel vyza-
duje viac ako moze, ziaci nie s schopni
pochopit, ¢o a preco sa od nich vyzaduje
a ziskaju skor odpor k doékazom a doka-
zovaniu.

Motivacia Studentov k oddvodiiova-
niu a dokazovaniu

V druhej polovici 20. storocia psychold-
govia, zaoberajuci sa predovsetkym vzde-
lavanim, sktmali vnatorni a vonkajsiu
motivaciu. Mnozstvo vysledkov ukazalo
priamu spojitost medzi vnutornou moti-
vaciou Studentov a dosiahnutim vzdela-
vacich tuspechov, ako i radosti Studentov
so vzdeldvania (napriklad [1], [6], [11]).
O vnatornej motivacii hovorime vtedy,
ked sa ludia zaoberaju nejakou aktivi-
tou bez vonkajsich podnetov. Naopak,
vonkajsia motivacia vyplyva z vonkajsich
podnetov, ¢i uz sa jedna o podnety cie-
lené alebo ndhodné. Vnutornd motivacia
je pri ¢innosti ziakov vic¢Sinou vhodnejsia
(aj ked nie vzdy silnejsia) ako vonkajsia
motivacia.

Medzi najcastejsie detské otazky v pred-
gkolskom veku patria: ,Co je to?“ a
L2Preco?“. Najm# druha privadza casto
rodicov do zufalstva. Tazba vediet, preco
sa veci deju, tak ako sa deju, je prirodzena
detské vlastnost. Takzvanym opytovacim
obdobim ,preco?* prechadzaju deti eSte
v predskolskom veku a je to obdobie, ked
sa vyznamne rozvija pri¢inné myslenie.
Prave reakcie okolia v tomto obdobi moze
mat pozitivny, ale aj negativny vplyv
na rozvoj pri¢inného myslenia u diefata.
Prirodzend detska zvedavost pretrvava aj
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v mlad$om $kolskom veku. Udrzaf a roz-
vijat tato vlastnost je jednym zo zdklad-
nych vSeobecnych cielov matematického
vzdeldvania (a nielen matematického). Ak
je to prirodzend vlastnost, jej udrzanie sa
zdé byt jednoduchou tlohou. Ale prob-
lémy s motivaciou studentov k odévodne-
niu ziskanych vysledkov (nehovoriac o do-
kazoch) ukazuja, Ze to také jednoduché
nie je.

Pre dosiahnutie stanoveného ciela v Tu-
bovolnej Tudskej ¢innosti st potrebné:

e vhodné podmienky,
e relevantné schopnosti,
e voOla dosiahnut ciel.

To plati aj pri matematickom vzdela-
vani a, prirodzene, i pri vyucovani do-
kazov. Takze, ak chceme dosiahnuf, aby
ziaci dokazali dané tvrdenie, potrebu-
jeme:

e mat dobru pracovnu klimu na hodine
(vhodné podmienky),

e Studenti (o to skor ucitelia) musia mat
potrebné vedomosti o matematickych
objektoch vyskytujtucich sa v dokaze
a tiez potrebné vedomosti o moznych
logickych postupoch v dokaze (rele-
vantné schopnosti),

e Studenti maji motivaciu dokézat tvr-
denie (vola dosiahnut ciel).

Prvy bod je jednym z dlhodobych
pedagogickych cielov kazdého ucitela.
Druhy bod zavisi od odbornej pripravy
ucitela, od predchadzajiacich vzdeldva-
cich vysledkov a od zvolenia vhodného
tvrdenia na dokazovanie — primerana na-
ro¢nost dokazu po matematickej i logickej
(formélnej) stranke. Posledny bod je za-
lezitost motivécie, ktorou sa zaoberame
v tomto ¢lanku.

Motivacia k dokazovaniu moéze vyply-
vat z roznych popudov:
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a) Ziak chce presvedéit sam seba, Ze tvr-
denie je pravdivé,

b) Zziak chce presved¢it niekoho iného, ze
tvrdenie je pravdivé,

¢) ziak povazuje tvrdenie za pravdivé,
ale chce zistit, preco je pravdivé,

d) ziak nevie odhadnut, ¢ je tvrdenie
pravdivé alebo nepravdivé, a chce to
zistit,

e) ucitel (alebo zadanie tlohy) vyzaduje
dokaz.

Body a, d st vhodnymi predpokladmi
pre rozvoj schopnosti ziakov hladat lo-
gicky korektné argumenty (rozvoj deduk-
tivneho myslenia). Bod b je navySe vhod-
nym predpokladom pre rozvoj verbal-
nych schopnosti studentov, ich schopnosti
presne formulovat svoje argumenty a vo
vysSom veku i spresnenie symbolického
jazyka. Body ¢, d st vhodnymi predpo-
kladmi pre uvedomenie si vztahov a si-
vislosti medzi jednotlivymi pojmami, vy-
skytujicimi sa v dokaze, ako i dalSimi
pojmami a zatriedenie nového poznatku
do struktary skor vytvorenych poznatkov.
S miernym zveli¢enim mozno povedat, Ze
bod e je vhodnym predpokladom pre za-
bitie vdcsiny dobrého opisaného v prvych
styroch bodoch.

Ked to zhrnieme, body a az d zodpove-
dajt vnutornej motivacii, kym bod e von-
kajSej. Ak ucitel dosiahne, aby Studenti
dokazovali na zaklade vnutornej motiva-
cie, potom je jeho tiloha podstatne jedno-
duchsia: vybrat vhodny problém a podla
potreby usmertiovat ¢innost Studentov.

V praxi sa zial velmi ¢asto stretneme
so situdciou zodpovedajicou poslednému
bodu — ucitel mé pripravené tvrdenie,
ktorého dokaz chce predviest alebo chce,
aby ho skonstruovali Ziaci. Ale takato si-

.....
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aby nebol dékaz priamo vyziadany od Zia-
kov, ale aby ich k doékazu viedol jeden
z dovodov uvedenych v bodoch a az d.
Uvédzame niekolko prikladov:

e Ucitel zisti, kto v triede povazuje tvr-
denie za pravdivé, kto za nepravdivé.
Ak sa vytvoria dve skupiny, staci ich
priméiit k tomu, aby obhéajili svoj néa-
zor. Tu treba pripomentt, Ze ¢innost
skupiny, ktord odhadla vysledok ne-
sprdvne, ma rovnako velky vyznam,
ako ¢innost druhej skupiny — ak ich
totiz argumenty presvedcia o tom, ze
by mali zmenit svoj nézor, znamena to,
7e porovnavali silu svojich argumentov
proti argumentom inych a to je velmi
priazniva situacia na rozvoj deduktiv-
neho myslenia. V tomto pripade moze
byt silnym popudom pre Ziakov priro-
dzena Tudskd ttzba ukazat, Ze ,ja mam
pravdu“ (vnatornad motivécia).

.....

resp. nepravdivost tvrdenia, uditel
v nich méZe vyvolat pochybnosti ne-
jakym protiargumentom alebo proti-
prikladom. V tomto pripade je do-
lezité mat pripraveny naozaj vhodny
protiargument, ktory sice nebude ko-
rektny, ale bude dostatocne dovery-
hodny, aby Studenti zacali pochybo-
vat o svojom odhade. Ak sa to stane,
zalnu preverovat ucitelove protiargu-
menty (vndtornd motivicia suvisiaca
vécsinou s doéverou vo vlastny tsudok
a tazbou ukdzaf, Ze ucitelov argu-
ment je nespravny) alebo preverovat a
sprestiovat vlastné povodné argumenty
(vnatornd motivacia savisiaca vacSi-
nou s neddverou vo vlastny tsudok a
tazbou opravit vlastni chybu alebo
sa presvedéit o spravnosti vlastného
postupu). V oboch pripadoch je ich
¢innost velmi prospesna pre naplnenie
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vychovno-vzdeldvacich cielov stvisia-
cich s argumentéaciou.

e Ak vidSina ziakov odhali pravdivost,
resp. nepravdivost tvrdenia nespravne,
ucitel v nich opét moze vyvolat pochyb-
nosti nejakym protiargumentom alebo
protiprikladom. V tomto pripade by
mal byt protiargument dostatocne do-
veryhodny, aby studenti zacali pochy-
bovat o svojom odhade, ale zéarover
dostatocne hmlisty, aby ziakom ,ne-
ukazal“ cely dokaz. Cinnost Ziakov by
mala mat podobny priebeh ako v pred-
chadzajicom pripade. Rozdiel spociva
v tom, Ze ziak by si nakoniec mal uve-
domit svoju chybu. Ak naozaj pochopi,
v ¢om urobil chybu, zvysi sa Sanca,
Ze v budicnosti sa podobnym chybam
vyhne.

e Navodif situdciu, ktord sama prirodze-
nym sposobom ,nuti“ ziakov k dokazo-
vaniu (k urcitej forme argumentécie).
Ulohy, ktoré spliajt tuto poziadavku,
su opisané v nasledujucej casti ¢lanku.

MRP tlohy

S narastajicim vekom sa zvedavost deti
zmensuje a otazku: ,,Preco?“ klada co-
raz zriedkavejsie. Matematika, Specidlne
argumentéacia a dokazy, poskytuju velmi
dobré moznosti na udrzanie tejto zve-
davosti a najmi na jej rozvinutie do
vy$Sej fazy: uvedomovanie si potreby byt
schopny odévodnit svoje (cudzie) tvrde-
nia. Argumenticia a dokazy nie su ak-
tivity vyhradené pre Specialny cas alebo
$pecialne uc¢ivo matematiky. Mali by tvo-
rit prirodzent, priebezni cast diskusie
v triede, bez ohladu na preberané ucivo
(NCTM 2000, mozno néjst na adrese
http://standards.nctm.org/). V tomto
ohlade moézu byt pomdckou pre ucitelov
tlohy typu:
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1. Uloha, ktord méa na prvy pohlad
,0Cividné“ rieSenie, ale v skutoc¢nosti
ma iny, ¢asto prekvapujuci, vysledok.

2. Uloha, ktort je mozné intuitivne vy-
riesit (néjst, resp. odhadnat predpo-
kladané rieSenie), ale bez istoty, Ze je
rieSenie spravne.

3. Uloha, pri ktorej pripada do tvahy
niekolko roznych rieSeni a ziak musi
rozhodnut (a potvrdit), ktoré z nich
je spravne.

Medzi tymito typmi tloh nie je ostro
vymedzend hranica — nejednd sa o za-
Skatulkovanie tloh do troch jasne odde-
lenych skupin. Nie st to dékazové tlohy,
vo vécsine z nich sa (ani pri rieSeni)
s dokazom nestretneme. Su to jednodu-
cho tlohy, ktoré by mali trochu zneistit
Studentov v ich doévere k rieSeniu, zalo-
zenom iba na rychlom odhade a intuicii,
bez overenia. NavySe to mozu byt tlohy
z Tubovolnej oblasti matematiky a s Tu-
bovolnou néaro¢nostou. V ¢élanku [8] si
takéto tlohy nazvané MRP ulohy (Moti-
vation to Reasoning and Proving tasks).
V tomto c¢lanku je opisany pedagogicky
experiment, zaoberajuci sa vplyvom rie-
Senia MRP dloh na ochotu Studentov
(v budicnosti) dokazovat. Z vysledkov
vyplynulo, ze u Zziakov druhého stupna
ZS, ktori sa pocas jedného $kolského roka
pravidelne zaoberali rieSenim MRP tloh,
bola ochota odévodiiovat svoje tvrdenia
pred uditefom preukdzatelne vyssia ako
v porovnavacej vzorke ziakov. Ako pri-
klad uvedieme tri MRP tlohy aj s komen-
tarom (viac uloh mozno najst v [8]):

Uloha 1:

Peter a Monika sa pretekaji na trati
z Ruzomberka do Dolného Kubina a spéf.
Monika ide z Ruzomberka do Dolného
Kubina na bicykli priemernou rychlostou
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25 km/h a spét ide pesi priemernou rych-
lostou 5 km /h. Peter celd trat tam aj spiit
prebehol priemernou rychlostou 9 km/h.
Kto preteky vyhral, ak vzdialenost medzi
Startom v Ruzomberku a obratkou v Dol-
nom Kubine je 25 km?

Komentar k ulohe 1:

V tejto tlohe modzeme pripadne vynechat
informéciu o vzdialenosti medzi Ruzom-
berkom a Dolnym Kubinom, ktora nie je
potrebné. Zavisi to od veku ziakov a ich
schopnosti pracovat s premennymi. Nami
ocCakavany ucinok tejto ulohy sa prejavi,
ak ziaci tvrdia, ze vyhrala Monika. Daju
sa pritom predpokladat dve rdzne odo-
vodnenia:

1. Vypocétom: Monika vyhra, pretoze
isla priemernou rychlostou

2545
o 15 km/h a Peter iba

v =
9 km/h.

2. Slovné: Monika vyhra, pretoze z Ru-
zomberka do Dolného Kubina isla
ovela rychlejsie ako Peter, a naspit
iSla iba trochu pomalsie ako on.

Poznamenajme, Ze tato twloha bola
v ramci experimentu zadavand Ziakom
od siedmeho ro¢nika zékladnej skoly po
treti ro¢nik strednej skoly. S obidvomi
oddévodneniami sme sa stretli vo vsetkych
ro¢nikoch, pricom iba mierne klesalo per-
cento takychto nespravnych odpovedi so
zvySujlicim sa vekom ziakov.

Prvé odévodnenie vyplyva z nedosta-
tocného chapania pojmu priemernd rych-
lost. Tato chyba je velmi Gastd — Ziaci si
neuvedomuji, ze uvedeny postup moézu
zvolit v pripade, ked sa Monika pohy-
buje rychlostou 25km/h a potom 5km/h
v rovnakych ¢asovych intervaloch, nie po
rovnakych drédhach. Druhé odovodnenie
je zalozené na intuicii. Cisla v zadani st
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volené tak, aby zviedli ziaka prave k ta-
kémuto zaveru. Tu sa prejavuje bud ne-
doslednost Ziaka (rieSenie ,vidi“ na prvy
pohlad a nedd si namahu s jeho overe-
nim), alebo, tak ako v prvom pripade,
nedostatoéné chapanie pojmu priemerna
rychlost.

V kazdom pripade, primarnym cielom
rieSenia tejto tillohy by malo byt precvice-
nie pojmu priemernd rychlost, jeho hlb-
Sie pochopenie a upozornenie na casto
nespravne pouzivanie opisané vyssie. Ak
tento ciel dosiahneme, zaroven tym spl-
nime i sekundarny ciel danej tlohy — dé6-
verovat svojim tvrdeniam az vtedy, ked
si ich overime. Zadanie tejto tlohy, v opi-
sanom experimente, vzdy viedlo k ne-
spravnemu rieSeniu Zziakov a najméi k vel-
kému prekvapeniu, ked sa pomocou pod-
robného vypoctu presveddili, ze preteky
skuto¢ne vyhral Peter.

Uloha 2: V rohu Sachovnice stoji jazdec
(policko Al). Moze obskéakat celt Sachov-
nicu (t.j. vSetky policka), pricom na kaz-
dom policku by stal prave raz, a dostat
sa tak do opa¢ného rohu Sachovnice (na
poli¢ko B8)?

Komentar k ulohe 2: Pri tejto tloha
je vhodné mat k dispozicii Sachovnicu a
ukézaf ziakom, ako sa moze v Sachu pohy-
bovat jazdec. Potom potrebuju Ziaci ¢as
na experimentovanie. Je predpoklad, Ze
¢ast odpovie 4no, Cast nie a Cast nebude
rozhodnutd, pricom aj ti, ktori sa roz-
hodnti pre jednu z moZnost{ (4no alebo
nie), si nebudu isti svojim zdverom (vy-
chiddzame z osobnych sktisenosti autora
s touto tlohou a zo skiisenosti zo spomi-
naného pedagogického vyskumu). V tejto
ulohe je dobré nechaf Zziakom volnost,
nech prichadzaja s napadmi, pretoze tym

.....

tou povedat, akd je odpoved (predpokla-

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 54 (2009), ¢. 3



dame, ze nikto nendjde presvedcivy ar-
gument pre svoju odpoved). Nakoniec ich
navedieme na dokaz (pojem dokaz pou-
zivame v zmysle dokazu v skolskej mate-
matike). Ten mé v tomto pripade mimo-
riadne vhodné vlastnosti pre nas ciel — je
taky jednoduchy, Ze by ho mal pochopit
a uverif mu naozaj kazdy ziak, na druhej
strane, bez dokazu zrejme ziaci nikdy ne-
nadobudnt istotu, aké je rieSenie tulohy.
Doékaz je zaloZeny na nasledovnej mys-
lienke: policka A1l a H8 st biele, jazdec
pri kazdom tahu z bieleho policka prejde
na Cierne, resp. naopak, z ¢ierneho prejde
na biele. KedZe na kazdom policku mé
stat préve raz a Sachovnica obsahuje 64
policok, musi urobit 63 fahov. Ked zadina
na bielom, musi byt po neparnom pocte
pohybov na ¢iernom policku, ale H8 je
biele. Preto to nie je mozné. Tato tloha je
vhodn4 aj na dlhodobejsie riesenie. Uéitel
moze ziakom poskytnif dostatok ¢asu aj
doma. Ak napriek tomu nepridu na do-
kaz, o to silnej$im zazitkom bude, ked ich
k nemu na hodine navedie ucitel. V ramci
experimentu sa osvedc¢ili najmé dve po-
mocky ucitela:

1. ,Skumajte zakonitosti, ktoré platia
pri lubovolnom pohybe jazdca po Sa-
chovnici.“

2. ,Moze vam pomoct fakt, Ze jednot-
livé policka Sachovnice si1 biele alebo
Cierne.“

Ak niekto pride s dokazom aj bez po-
mocky (¢i uz z vlastnej hlavy alebo mu
pomohol niekto mimo triedy), o to lepsie,
moze prezentovat dokaz pred triedou.

Uloha 3: Pretekaji sa pes a macka po
priamej drahe 100 metrov tam a spit. Pes
na jeden skok preskoc¢i 3 metre a macka
iba 2 metre, ale macka urobi 3 skoky za
ten isty Cas, ako pes urobi 2 skoky. Ako
skoncia preteky?
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Komentar k alohe 3: Nami ocakévany
ucinok tejto tlohy sa prejavi, ak ziaci
tvrdia, Ze nikto nevyhra (alebo vyhraja
uvedomi, %e pes a macka sa pohybuja
rovnakou rychlostou: pes urobi dva troj-
metrové skoky (prejde 6 metrov) za ten
isty Cas, ako macka tri dvojmetrové skoky
(prejde 6 metrov). Casto si, pri radosti
z rychleho ,vyrieSenia“ tulohy, neuvedo-
mia, Ze pri obratke, po prejdeni 100 met-
rov, sa macka dostane pred psa a vdaka
tomu vyhra preteky. Tato tloha sa v prin-
cipe podoba tulohe 1, uvedenej vyssie.
Rozdiel je v tom, zZe je jednoduchsia. Po-
zornejsi Ziaci sa nenechaju ,nachytat®, a
preto pri nich nevznikne o¢akavany efekt
MRP dlohy. Zase naopak, pre ziakov,
ktori sa ,nachytat® nechaji, méa velka
vyhodu, Ze vysvetlenie je velmi jedno-
duché a pochopia ho aj najslabsi ziaci,
bez potreby nejakych matematickych ve-
domosti (pocas experimentu bol pri vy-
svetleni v tilohe 1 so slabsimi ziakmi ¢asto
problém, v Glohe 3 sa tento problém ne-
vyskytol).

Vyuzitelnost daného problému ako
MRP dlohy zavisi nielen od samotnej
ulohy, ale aj od reakcie ziakov na tlohu.
Aby MRP tloha dosiahla svoj ciel, musi
v triede spontanne vzniknif vhodné at-
mosféra — teda ziaci bud maja névrh
rieSenia, ale citia pochybnosti o jeho
spravnosti, alebo nasli nespravne riesenie,
o ktorom st presvedceni, Ze je spravne
(s tym, Ze sa nejednd o numericka chybu),
pripadne sa nevedia rozhodnut, ktoré
z moznych rieSeni je spravne. Ak takato
atmosféra nevznikne, nema zmysel triedu
do niec¢oho nutit. Sila MRP uloh spociva
préave v tom, Ze ziaci zaziju prekvapenie
na tkor svojho presvedéenia (ktoré si
neoverili, pripadne urobili chybu v argu-
mentécii), alebo s nerozhodni a sami sa
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chctl presvedcit, ktoré rieSenie je spravne.
Naopak, Casto sa na hodine mozZe staf,
7ze takato nalada vznikne bez zameru
ucitela. V takom pripade je dobré, ked si
uditel situdciu uvedomi a vyuzije rieseny
problém aj ako MRP tlohu. Vsimnime
si, ze v ulohe 1 a tlohe 3 je podstatnym
faktorom prekvapenie — Ziaci si uvedomia,
ze aj v zdanlivo jednoduchych situaciach
sa mozu pomylit, ak si svoje tvrdenie
poriadne neoveria. V tlohe 2 je podstatny
fakt, ze bez overenia (dokazu) Ziaci nie
st schopni rozhodnut, ktoré rieSenie je
spravne, ale na zaklade pomerne jedno-
duchého dékazu to ,vidia“.

Zaver

Zaver opisaného experimentu znel, Ze
7aci druhého stupiia ZS, ktori sa zaobe-
rali MRP tlohami mali vyssiu vnatorna
motivaciu do odévodinovania — presnej-
sie do hladania argumentov na podporu
svojho tvrdenia (rieSenia). Od toho je
eSte k matematickému dokazu daleko,
ale, vzhladom na vek, je to dolezity krok
k postupnému zavadzaniu pojmu dokaz
a akceptovaniu jeho dolezitosti ziakmi.
Dospeli sme k néazoru, Ze zaoberanie sa
MRP dtlohami rozvija u ziakov kritické
myslenie, citia potrebu overit vlastné,
pripadne cudzie tvrdenia a neprijimat
nové informacie bezducho a nekriticky.
Vysledkom je, Ze wvnutornd motivacia
k odoévodiiovaniu tvrdeni rastie — ¢o by
sa malo pozitivne prejavit v budtcnosti
pri dokazoch. Tu je délezity prechod od
dokazu, chapaného ako lubovolné odo-
vodnenie tvrdenia, k dokazu v matema-
tickej tedrii spltiajucemu formélne krité-
ria stanovené matematickou logikou. To
je zlozity problém, ktorym sme sa v tomto
¢lanku nezaoberali, ale mal by byt obsa-
hom dalSej prace autora. NavySe treba
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brat do uvahy vysledky experimentov,
uvedené napriklad v [2] a [7], z ktorych
a strednych §kél o pravdivosti tvrdenia
viac presvedc¢ia konkrétne priklady, ako
logické odovodnenie.

Rozvijanie kritického myslenia ziakov
je dolezite nielen v matematike, ale aj
v kazdodennom Zivote a malo by byt jed-
nym z cielov $kolskej matematiky. Ziak by
sa mal naudif prijimat informacie (aj ked
je ich autorom ucitel) s uréitym stupiiom
nedovery a pred akceptovanim informaécie
by sa mal nad tou zamysliet a vediet,
preco ju povazuje za pravdivi, pripadne,
preco o jej pravdivosti pochybuje. Tym
dant informéciu jednak lepsie pochopi —
jeho poznatok bude kvalitnejsi a bude
zaradeny do Struktiry inych poznatkov,
jednak si ju lepSie zapamiitd — jeho po-
znatok bude trvalejsi. A tu zdaleka neho-
vorime iba o matematike.

Pochybnosti ziaka o pravdivosti ucite-
Tovych tvrdeni nemusia pramenit z faktu,
ze nereSpektuje uditelove odborné vedo-
mosti. Ale jeho respekt nevylucuje pod-
vedomu tizbu potvrdif novi informéciu
yvlastnym spdsobom* — formulovat (as-
poit v duchu) ,svoje vlastné“ argumenty,
ktoré potvrdzuju jej pravdivost. Ak je
ziak schopny ndajst také argumenty, je
predpoklad, ze dosiahne vyssi stupen po-
chopenia. Preto ucitel nemoze brat, ako
svoju urazku, ked Ziak neakceptuje jeho
tvrdenia hned, ale $pekuluje nad nimi
a hlad4d v nich chyby. Naopak, ak mu
v tom pomdze, usmerni jeho postup, pri-
padne mu ukéze, kde robi chyby a nako-
niec spolo¢ne pridu k zaveru, Ze tvrdenie
je skutocne pravdivé, je to priazniva si-
tuécia pre vznik trvalého a hodnotného
poznatku.

Vyhoda je, ze aj formulovanie nesprav-
nych argumentov pomaha pri rozvoji kri-
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tického myslenia a pri rozvijanie deduk-
¢nych schopnosti. Ak napriklad uéitel po-
moze ziakovi uvedomit si jeho chybu a
ten ju skutocne ,,vidi“, pravdepodobne sa
z tejto situacie poudi a zvysi sa Sanca,
7ze sa podobnej chyby uz v budicnosti
nedopusti.
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Finger (narozen v roce 1939) byl a stale je
vyznamnym ¢eskym odbornikem v oblastech
jaderné fyziky, fyziky elementarnich ¢&éstic,
fyziky nizkych teplot a aplikace jadernych
metod ve fyzice kondenzovanych soustav. Po-
lozili jsme pfi této prilezitosti panu profeso-
rovi nékolik otazek:

Jak vzpominate, pane profesore, na své
zacatky ve fyzice?

Vysokogkolské studium jsem absolvoval
v létech 1956 az 1961 na Fakulté technické
a jaderné fyziky Univerzity Karlovy, a poz-
déji Ceského vysokého uceni technického
(CVUT) v Praze, obor technickd fyzika,
specializace jadernd fyzika. Po dokonceni
studia jsem zacal pracovat jako pedagogicky
asistent a asistent na katedfe fyziky Fakulty
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