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O Fareyovych zlomcich

Pavla Pavlikovd, Praha

Snad kazdy ucitel matematiky se béhem svého ptisobeni v pedagogickém procesu setkal
s zakem ¢i studentem séitajicim zlomky metodou

1.2 1+2 3

2737213 5

Ti $fastnéjsi na tento problém narazili ve t¥idé na zdkladni skole, kdy Z&ci jesté nemaji
pojem zlomku dobfe zazity a v oblasti operaci se zlomky tapou. V soucasné dobé se
v8ak s podobnymi matematickymi Gpravami — netipravami ¢im dal tim castéji (k velké
litosti vSech pedagogi) setkdvame i u studentti nastupujicich do prvnich ro¢niki na
vysokych skolach.

Nepredpokladame, ze by se nékdo z ¢tenaita naseho ¢asopisu domnival, Ze zminénou
naivni operaci obdrzi soucet zlomkt. Co nam tedy ale vlastné pfi takovém ,scitani —
neséitani“ vyjde? Polozime-li si tuto otdzku, jsme na velmi dobré cesté k Fareyovym
zlomktm.

V dalsim textu se nejprve zaméfime na historii spjatou s timto matematickym
pojmem. Poté zminime nékteré zajimavé vlastnosti Fareyovych zlomkid, moZnosti
jejich geometrické reprezentace a vybrané aplikace.

Fareyovym zlomkem vddu n rozumime kazdy zlomek 0 < p/q < 1 v zdkladnim

tvaru,!) kde p = 0, ¢ = 1 jsou celd &sla takova, ze ¢ < n. Podobné Fareyovou
posloupnosti ¥adu n (nékdy téz Fareyovou fadou?) indexu n) rozumime mnozinu

fn{z; 0=p=q=n, (p,Q)l}

uspofddanou vzestupné podle velikosti, kde (p,q) oznacuje nejvétsiho spole¢ného
délitele ¢isel p a g. Napf. pro n = 1,2,3,4,5 dostavame nésledujici posloupnosti

1y Tuto definici mizeme pfirozené rozsifit na kazdy interval (a,a + 1), kde a je celé &islo,
budeme-li pracovat modulo 1. Néktefi autofi také uvazuji pouze zlomky 0 < p/q < 1 danych
vlastnosti, coz neni nijak zasadni omezeni.

2) Toto pojmenovani je sice hojné rozsifené, ale neni v dnes$ni terminologii zcela korektni,
nebot se jednotlivé ¢leny nescitaji.

RNDr. Pavra PaviikovA, Ph.D., Ustav matematiky VSCHT Praha, Technicka 5, 166 28
Praha 6, e-mail: Pavla.Pavlikova@vscht.cz.

Pfednaska byla poprvé pronesena v ramci 30. mezindrodni konference historie matematiky
v Jevicku 24. srpna 2009.
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Za své pojmenovani tento zajimavy matematicky pojem vdééi Johnu Fareyovi
star§imu, ktery (ackoliv sdm nebyl matematikem) se dostal do vybéru vyznamnych
matematikti v databazi MacTutor History of Mathematics [18].

1. Uryvky z historie

Britsky geolog a spisovatel John Farey starsi (1766-1826) se narodil v roce 1766
v anglickém Woburnu v Bedfordshiru. Mistni skolu ve Woburnu navstévoval az do
svych Sestnacti let, kdy odesel do Halifaxu studovat mimo jiné rysovani a vymétovani
(zemémétictvi). Po studiich se pfestéhoval k pfibuznym do Londyna, kde se v roce
1790 oZenil se Sophii Hubertovou (1770-1830). O rok pozdéji se jim narodil prvni syn;
pozdéji méli manzelé Fareyovi jesté dalSich osm déti, dvé z nich vsak zemfely brzy po
narozeni.

V letech 1792 az 1802 pracoval na panstvi Francise Russella (1765-1802), patého
vévody z Bedfordu, jako spravce jeho woburnskych statka. V té dobé se zdokonalil
v geologii. Byl pfitom vyrazné ovlivnén Williamem Smithem (1769-1839), expertem
na stratigrafii a autorem prvni geologické mapy Anglie.?) Po vévodové smrti J. Farey
o své misto prisel, a tak odesel do Londyna, kde si zalozil praxi jako poradce pro
zemémérictvi a geologii. Mimo jiné vytvofil mapu podloznich vrstev mezi Londynem
a Brightonem (tuto cestu velmi dobfe znal ze svych Castych nivstév u bratra v Brigh-
tonu). Zndmé je jeho dilo General View of the Agriculture and Minerals of Derbyshire,
v némz studoval ptidu a posloupnosti jednotlivych vrstev podlozi v tomto hrabstvi.
John Farey starsi dajné publikoval vice nez dvé sté padesat védeckych pojednani,
predevsim v Reesové encyklopedii,*) ¢asopisech Monthly Magazine a Philosophical

3) Stratigrafie je geologicky védni obor, ktery se zabyva studiem stafi sedimentéalnich vrstev
hornin a zkoumanim prostorového uspoiradani vrstev na zemském povrchu v zavislosti na case.

4) Reesovu encyklopedii miZzeme piirovnat k nasemu Ottovu slovniku naucénému. Jejim
editorem byl Abraham Rees (1743-1825). Vychézela postupné v rozmezi let 1802 az 1820,
celkem obsahovala 39 svazkl textu a 5 svazka obrazki.
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Magazine.®) Jeho zabér byl velmi $iroky — psal o geologii, meteorologii, metrologii,
zahradnictvi, hudbé, matematice i pacifismu. Prvnim z jeho pojednani bylo On the
measuring of timber a poslednim On the velocity of the sound and on the Encke planet.

Poté, co Farey zemftel, nabidla manzelka jeho geologickou sbirku Britskému muzeu,
které ji vSak odmitlo, a tak byla béhem dalsich let rozdrobena.

Nejstarsi syn, John Farey mladsi (1791-1851), se proslavil jako strojni inZenyr a
autor jednoho z nejvice cenénych technologickjch pojednani Treatise on the Steam
Engine (1827) z obdobi primyslové revoluce. Jiz od svych ¢trndcti let pfispival
kresbami do Reesovy encyklopedie a patfil mezi prvni propagatory pouziti elipsografu
pfi kresleni technickych nacrti.

Posledni 1éta svého zivota travil J. Farey starsi u svého syna na Howland Street
v Londyné, odkud v roce 1816 zaslal do redakce casopisu Philosophical Magazine
krétky dopis [6] sestavajici ze ¢tyf odstaved, v némz popsal své pozorovani, které
lze shrnout zhruba takto: uvazujme vSechny kmenné zlomky rtznych hodnot, jejichz
jmenovatel (v zdkladnim tvaru) nepfesahuje libovolné zvolené éislo, a sefadme je
podle jejich velikosti. Potom plati zajimava vlastnost: vezmeme-li v tivahu tfi po
sobé jdouci zlomky v této posloupnosti a seCteme Citatele, resp. jmenovatele obou
krajnich zlomkt z této trojice, dostaneme zlomek lezici mezi nimi (i kdyZ nemusi
byt zapsén v zdkladnim tvaru). Jestlize bude nejvétsi piipustny jmenovatel napft.
5, potom vSechny mozné zlomky sefazené podle velikosti budou 1/5, 1/4, 1/3, 2/5,
1/2, 3/5, 2/3, 3/4, a 4/5; zvolime-li 1/3, pak dostaneme (1 + 1)/(5+ 3) = 2/8 =
= 1/4 jako nejmensi sousedni zlomek mensi nez 1/3; nebo (1 +1)/(3 +2) = 2/5,
jako nejvétsi sousedni zlomek vétsi nez 1/3. J. Farey poznamenal, Ze netusi, zda tato
zvlastni vlastnost kmennych zlomkt jiz byla n€kdy vyzdvizena, a vznesl tak dotaz na
nazor matematickych ¢tenaia ¢asopisu na tento problém.

Aniz by tusil, zapsal se tak do historie matematiky, pfestoze matematika nepatfila
mezi hlavni cile jeho zdjmu. Prvni dikaz pravdivosti jeho hypotézy podal francouzsky
matematik Augustin Louis Cauchy (1789-1857) v Ezercises de mathématique [3] poté,
co si predetl francouzsky preklad vyse citovaného dopisu [7].

V literatufe zabyvajici se historii Fareyovych zlomka se pritom v péti ze Sesti zdroji
docteme, Ze danou vlastnost téchto zlomki popsal v [12] C. Haros®) jiz v roce 1802
(viz napt. [11, s. 36]).

5) Philosophical Magazine je nejstarsi komercéné vydavany védecky Casopis. Zalozil ho roku
1798 Richard Taylor (1781-1858). Od té doby je nepietrzité vydavan spole¢nosti Taylor
& Francis. Rada piednich védca 19. a 20. stoleti v ném publikovala své ¢lanky. Ptvodné
se vénoval fyzice, chemii, astronomii, lékarstvi, botanice, biologii a geologii, od poloviny
20. stoleti je zaméfen na fyziku kondenzovaného stavu.

%) Budeme-li vSak patrat po jméné C. Haros, se zlou se potazeme. Vzhledem k tomu,
Ze citovand prace [12] vysla ve Francii v dobé Prvni Francouzské republiky (1792-1804),
kdy bylo zvykem titulovat se ,ob¢an“ (C.=Citoyen=citizen), je mozné piedpokladat, Ze se
jednalo o zkratku ,obcan Haros“. Pijdeme-li v nasem patrani dal, dovede nas stopa az ke
knize Cypriena Prospera Brarda Minéralogie appliquée aux arts: ou, Histoire des minéraux
qui sont employés dans l'agriculture, I’économie domestique, la médecine; la fabrication des
sels, des combustibles et des métauz; l’architecture et la décoration; la peinture et le dessin;
les arts mécaniques; la bijouterie et la joaillerie Ouvrage destiné aux artistes, fabricans et
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Haros se zabyval aproximacemi pomoci zlomkd, jejichz jmenovatel neptekrocil
hodnotu 99. Bylo pro néj vyhodné pouzit uspordddni zlomka podle velikosti: 1/99,
1/98, ..., 96/97, 97/98, 98/99. Poznamenal a ovéril, ze v této posloupnosti se kazdy
zlomek lisi od svych sousedti o prevracenou hodnotu soucinu jmenovateld obou zlomki.
Rovnéz ukézal, ze pokud dva zlomky a/b a ¢/d spliiuji podminku bc —ad =1 a x/y je
dalsi zlomek lezici mezi a/b a ¢/d, ktery spliiuje analogické podminky vzhledem k a/b
a c¢/d, potom z/y je medidnem zlomki a/b a ¢/d. Harostv vysledek vSak zistal dlouho
nepovSimnut, a tak popsané posloupnosti zlomki dodnes nesou Fareyovo jméno (pouze
vyjimeéné byvaji oznacovany jako Harosovy—Fareyovy, viz napf. [4]).

Velmi tvrdé a nepiili§ spravedlivé hodnotil Fareytv piinos slavny anglicky matema-
tik Godfrey Harold Hardy (1877-1947):

[Farey] nepodal Zddny dikaz a je nepravdépodobné, Ze by néjaky nasel, nebot se zddl
byt v nejlepsim pripadé bezvyznamnym matematikem ... Prislusi mu dvacetiradkovy
odkaz ve slovniku Dictionary of National Biography, kde je popsan jako geolog. Jako
geolog vsak byl zapomenut a autor jeho biografie nezminil jedinou véc z jeho Zivota,
v ni% jeho odkaz preZivd.”)

Jak je ale vidét z textu Fareyova dopisu, o diikaz se ziejmé nepokousel. Vznesl pouze
dotaz na matematickou vefejnost, zda je jeho pozorovani jiz znamé ¢i nikoliv. Hardyho
poznamka o tom, Ze jako geolog byl zapomenut, rovnéz Fareyovi ponékud kiivdi. Jesté
tvrdsi jsou slova v Hardyho knize [10, s. 72]:

I v matematice obcas déjiny vyvoldvaji zvldstnt opticky klam; . .. Farey je nesmrtelny,
protoze nepochopil vétu, jiz Haros presné dokdzal o ¢trndct let drive.

Jak uz to tak byva, kdyz se dva perou o prvenstvi, tfeti vyhravé. Na problematiku
Fareyovych zlomki totiz narazime uz v dile Nicolase Chuqueta (~ 1445-1488) nazva-
ném Triparty en la science des nombres (Véda o ¢islech ve tfech dilech). Rukopis méa
cca 300 stran a je ulozeny v Bibliothéque Nationale v Pafizi. Chuquet sam za svij
velmi dilezity vysledek povazoval nerovnost

a a—+c c

< — < =
b b+d " d
kterou vyuzival mimo jiné pii vypoctech racionalnich aproximaci iraciondlnich odmoc-
nin.

2. Vlastnosti Fareyovych zlomki

Pocet Fareyovych zlomki fadu n pro n = 1 az 9 ukazuje nasledujici tabulka:

n | 1[2]3|4,5/6|7[8]9
|Fnl| 2| 3] 5| 7/11|13|19|23|29

entrepreneurs, Volume 1.z roku 1821, kde najdeme drobnou zminku o tabulkich z roku 1802,
jejichz autorem je Charles Haros.
™) Volné pielozeno podle [11].
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Pocatecni nadsSeni z prvociselnych hodnot, které by tabulka mohla u nékterych
Ctenaii vyvolat, zahy pokazi |Fig| = 33. Piesto lze u | F,,| pozorovat nékteré zajimavé
vlastnosti, napt. chovani®) pro velké hodnoty n:

3
[Fal =1+ o(k) = 50’ + O(nlogn).
k<n

V roce 1883 uvefejnil James Joseph Sylvester (1814-1897) tabulku, ve které po-
[27]).
Obecné 1ze konstatovat, Zze posloupnosti Fareyovych zlomki téhoz fadu maji spoustu
zajimavych vlastnosti. Uvedeme nékteré z nich:
Jestlize a/b a ¢/d jsou dva sousedni Fareyovy zlomky téhoz fadu n, pak
a) |ad —be| =1,
b) b+d=n+ 1.

Tzv. medidnovd vlastnost,”) kterd upoutala pozornost Johna Fareye, by se dala
vystihnout takto: jsou-li a/b, ¢/d, e/ f t¥i po sobé& bezprosttfedné nésledujici Fareyovy
zlomky téhoz radu, pak plati

c a+te

d_ b+ [ ()

Uvazujeme-li Fareyovu posloupnost F,, fadu n a vytvorime-li z ni dvé dalsi posloup-
nosti — posloupnost citateld F.,, a posloupnost jmenovateli Fj,, viz pf.

(o 11123 1> Fes =(0,1,1,1,2,3,1),
]:4: 10 4092029 401 =
174°3°2°374"1 Fja=(1,4,3,2,3,4,1),

pak pro nové ziskané posloupnosti plati:
1) posloupnost F.,, vidy za¢ina 0 a poté nasleduje (|n/2]| + 1)-krat 1,
2) posloupnost Fj,, je palindromicka,

3) posloupnost Fj, neobsahuje pro n > 1 dva po sobé jdouci stejné ¢leny.

Fareyovy zlomky x /y, ¥adu n lze generovat pomoci rekurentnich formuli

Y+ n
290=0, x1 =1, @p42= Tha1 — Tk

Yo=1, wy1=n, yk+2:L

8) Pfipomernime, Ze Eulerova funkce ¢ je definovana pro prirozend ¢isla n jako pocet ¢isel
nepfesahujicich n s ¢islem n nesoudélnych, napt. p(1) =1, ¢(2) =1, p(3) =2, ..., ¢(7) =6,
»(8) =4, ..., ¢(p) =p—1 pro p prvociselné atd.

9) Tato vlastnost je ekvivalentni s vlastnosti a).
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Fareyovy stromy. Posloupnosti Fareyovych zlomkt 1ze rovnéz konstruovat pomoci

tzv. Fareyova stromu:!)

0 1
1 1
2

2
3 3
1 2 3 3
4 5 5 4
1 2 3 3 4 5 5 4
5 7 8 7 7 8 7 5
atd.

Ze ,seminek“ v podobé zlomku 0/1 a 1/1 nam v dalsich fadcich s pouzitim
vlastnosti (x) vyristaji dalgi zlomky. V n-tém fddku piibude 2”72 novych zlomkd.
V nekoneéném stromu se pak kazdé racionalni ¢islo z intervalu (0, 1) vyskytne pravé
jednou.

Pokud budeme Fareytv strom prochazet systémem cik-cak z pravého horniho rohu
dolti vZdy smérem o jeden prvek vlevo a poté vpravo atd., obdrzime posloupnost
zlomk

112 35 8 Up
17 2’ 37 57 87 137"'7Un+17"'7
kde uy =1, us = 1, up, = Up—1 + up—2 je Fibonacciho posloupnost.

Retézové zlomky. Ke hledani sousednich Fareyovych zlomki lze vihodné vyuzit
zlomkdl fetézovych.!l) Kazdé racionalni é&islo z intervalu (0,1) lze zapsat ve tvaru
koneéného fetézového zlomku dvéma riznymi zptsoby (v zévislosti na tom, zda
pozadujeme na konci rozvoje 1 ¢ nikoliv):

p
P =10; a1,a2,...,an-1,0n,1] = [0; a1,as2,...,an_1,a, + 1];
nejbliz§im sousedtim zlomku p/q ve Fareyové posloupnosti faddu ¢ pfitom odpovidaji
rozvoje

[0; a1,az,...,an-1,a,] a [0;ai,az,...,an 1]

10y Zde vlastné jde o podstrom tzv. Sternova—Brocotova stromu, ktery nezavisle na sobé
zavedli v [26] a [1] némecky matematik a nastupce samotného Carla Friedricha Gausse (1777
az 1855) na stolici fddného profesora matematiky na univerzité v Gottingen Moritz Abraham
Stern (1807-1894) v roce 1858 a francouzsky hodinaf a amatérsky matematik Achille Brocot
(1817-1878) v roce 1860.

1) Retézovym zlomkem rozumime vyraz

1
ao + PR
a1+
coz zkracené zapisujeme jako [ao;a1,az,...], kde ag je libovolné celé ¢&islo a a1, az, ...jsou

pfirozena cisla.
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Napf. 2/5 = [0; 2,2] = [0; 2,1, 1]. Sousednimi zlomky 2/5 ve Fareyové posloupnosti
fadu 5 tedy budou

1 1
;2] =< 32,1 = -
025 a (021 =

3. Geometrické interpretace

Znazornéni pomoci Fordovych kruhu. Zajimavy zpisob geometrického znéazor-
néni (nejen Fareyovych) zlomkt (,,Ford Circles*) ukdzal americky matematik Lester
Randolph Ford starsi'?) v ¢lanku [8]. Zlomku p/q podle néj odpovida kruh C [p/q] se
sttedem v bodé (p/q,1/(2¢?)) o poloméru 1/(2¢%).

Y

1
2
Obr. 1. Fordovy kruhy pro zlomky % a %

Jsou-li p/q, P/Q dva navzéjem rtizné zlomky v zékladnim tvaru, pak jim odpovida-
jici Fordovy kruhy bud nemaji zadny spoleény bod, nebo se dotykaji. Je-li0 < p/q < 1,
potom Fordovy kruhy, které se dotykaji kruhu C [p/q], odpovidaji kruhim pro zlomky,
které jsou sousedy p/q ve Fareyové posloupnosti.

Na obr. 1 jsou zndzornény Fareyovy kruhy odpovidajici zlomktim 1/2, 1/1. Pokud
bychom chtéli obrazek doplnit o tfeti Fordav kruh, ktery by se obou danych kruha
dotykal, snadno bychom zjistili, Ze se jednd o kruh se stfedem v bodé (2/3,1/18),
coz odpovida skutecnosti, Ze spoleénym sousedem 1/2 a 1/1 ve Fareyové posloupnosti
fadu 3 je pravé zlomek 2/3.

Pokud se¢teme obsahy vsech Fordovych kruhd odpovidajicich zlomkm z intervalu
(0,1), zkracenym do zékladniho tvaru, obdrzime soucet konvergentni fady

< 1 )2
> > *lga)
qz1 (p,o)=1 2(]

— 1=p=gq

12y Lester Randolph Ford starsi (1886-1975) byl fadu let vedoucim redaktorem éasopisu
The American Mathematical Monthly. Na jeho pocest je od roku 1964 udélovéana cena Lester
R. Ford’s Award za nejlepsi ¢lanky uvefejnéné v tomto Casopise. Jeho syn Lester Randolph
Ford mladsi (nar. 1925) je zndm jako spoluautor Fordova—Fulkersonova algoritmu pro uréeni
maximalniho toku v siti.
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Po tipravé!3) odtud plyne
3 45 ¢(3
Z 3 :Z ‘P_:g@:?%xo.gns...
q>1 (p,q)=1 q=1 q C( ) k
1=p<q

Zajimavé aplikace Fordovych kruhti v uméni a pocitacové grafice lze najit na stran-
kach [13].

Znazornéni pomoci miiZovych bodu. Uvazujme sit nezapornych miizovych bodi
v kartézské soustavé soufadné. Zlomek m/n zndzornime v této siti jako bod (n,m).
Rekneme, 7e je zlomek m/n wviditelny, jestlize tsecka spojujici body (0,0) a (n,m)
neobsahuje zadny miizovy bod uvniti. Je zfejmé, Ze pro n # 0, m # 0 je bod (n,m)
viditelny pravé tehdy, kdyz nejvétsi spoleény délitel ¢isel m,n je roven 1.

y y==
41
0 * 2 3 VI

Obr. 2. Posloupnost F4 = (%, %, %, %, %, %, %) v siti celociselnych miizovych bod.
Nyni soustfedime pozornost na vSechny body, které lezi uvnitf nebo na hranici
trojuihelniku ohrani¢eného osou x, pfimkou y = x a pfimkou z = n. Jestlize nechame
vektor (n,0) rotovat kolem poéatku soustavy soutadné proti sméru pohybu hodinovych
rucicek, narazime postupné na jednotlivé miizové body presné v tom poradi, které
odpovida zlomkim ve Fareyové posloupnosti fadu n (viz obr. 2). Zminku o souvislosti
Fareyovych zlomka a m¥{Zovych bodu lze najit jiz v praci J. J. Sylvestra [28].

13) Pfi odvozeni je vyuzito identit platnych pro Riemannovu dzeta funkci

3 s07(:) _ C(z(;)l) a () =",

n=1
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Pokud vybereme dvojici miizovych bodt odpovidajicich sousednim Fareyovym
zlomktm a/b a ¢/d a doplnime ji bodem (0,0), obdrZime trojthelnik, jehoZ obsah
podle Pickovy véty'4) bude roven 1/2. Podle popsaného postupu totiz na hranici
takového trojihelniku nemiize lezet jiny miiZzovy bod nez vrchol a uvnitt nemutze byt
zadny vnitini bod viditelny z pocatku. Je proto zifejmé, ze pro vrcholy trojihelniku
musi platit podminka |ad—bc| = 1, tedy vlastnost a). Na souvislost Fareyovych zlomku
s Pickovou vétou o m¥iZovych bodech v roviné upozoriiuji mimo jiné élanky [2] a [22].

Fareyova hvézdice. V roce 1911 vydal ¢esky matematik Karel Rychlik (1885-1968)
v Casopise pro péstovdni mathematiky a fysiky kratky ¢lanek nazvany Geometrické
zndzornéni tetézct, viz [23]. Ve svém ¢lanku uvazoval sit celoéiselnych miiZzovych bodd,
ve které zlomku ¢/p pfifazoval vektor, jehoz pocateénim bodem byl bod (0,0) a kon-
covym bodem bod (p, ¢). Vektory odpovidajici viditelngm bodim ve smyslu piedchozi
definice nazyval elementdrnimi vektory. Dale zavedl termin Fareyova hvézdice:

o uvazoval ¢tverec v m¥izové siti s vrcholy (n,n), (n,—n), (—n,n) a (—n, —n), kde

n €N,
o spojil vSechny mi#izové body uvnitf i na obvodu ¢tverce s bodem (0,0),
o z takto ziskanych vektort dale bral v tivahu pouze vektory elementarni,

o vznikly hvézdicovity obrazec nazval n-tou Fareyovou hvézdici.'®)

Poznamenal, Ze (n + 1)-ni hvézdici 1ze z n-té ziskat dvéma zpusoby:

a) priddme vSechny vektory z pocatku, jejichz koncovy bod lezi na obvodu ¢tverce
s vrcholy (n+1,n+1), (n+1,-n—-1), (—n—1,n+1)a(—n—-1,—n—1),
a z nich vyskrtneme vsechny vektory, které nejsou elementarni,

b) mezi kazdé dva sousedni vektory v n-té hvézdici pfidame vektor odpovidajici
jejich souctu a z takto nové pridanych vektorti ponechame jen ty, které neprekroci
hranici (n + 1)-niho ¢tverce.

K. Rychlik vse odvozoval na zakladé geometrickych tvah. Az na zavér poznamenal,
ze pokud budeme prochézet n-tou Fareyovu hvézdici ve sméru otééeni vektoru (n,0)
proti sméru pohybu hodinovych rucicek, ziskana posloupnost bodt, na které takto na-
razime, bude odpovidat n-té Fareyové posloupnosti (resp. v jeho terminologii Fareyoveé
fads).

14y Jestlize n-thelnik M, jehoz vrcholy jsou mfizové body, obsahuje celkem h miizovych
bodu na své hranici a u mfizovych bodd uvnitt, pak ma obsah (viz [21])

S(M):%h+u—1.

Georg Alexander Pick (1859-1942) se narodil v Zidovské rodiné ve Vidni. Vystudoval mate-
matiku a fyziku, fadu let pusobil na némecké univerzité v Praze, kde se mimo jiné pratelil
i s Albertem Einsteinem. V roce 1927 se vratil do Vidné, odkud v roce 1938 utekl pred né-
meckymi okupanty zpét do Prahy. Nacistum vsak neunikl — v roce 1942 zemfel v terezinském
koncentracnim tabofte.

15) Nultou Fareyovu hvézdici definoval pomoci vektoru (1,0), (0,1), (—1,0), (0,—1).
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4. Fareyovy zlomky a Riemannova hypotéza

Slavna Riemannova hypotéza tvrdi, ze vSechny netrivialni nulové body funkce

((s)=>Y n°

lezi na tzv. kritické pfimce Re(s) = 1/2. Sdm Georg Friedrich Bernhard Riemann
(1826-1866) ji nedokazal a pres obrovskou snahu mnoha matematikti v letech nasledu-
jicich jeho hypotéza ¢eka na dikaz dosud. V pribéhu casu se vsak pii hledani dikazu
zacaly objevovat mnohé matematické véty typu: Platnost Riemannovy hypotézy je
ekvivalentni tomu, Ze plati ... Ptikladem takové véty byl vysledek Johna Edensora
Littlewooda (1885-1977) z roku 1912, ktery ukézal ekvivalenci Riemannovy hypotézy
s podminkou!®)

La]
Mia) =3 pla) = 0 (¢5+)

pro libovolné malé £ > 0. Souvislostmi Fareyovych zlomkt s Riemannovou hypotézou
o nulovych bodech dzeta funkce se za¢al zabyvat J. Franel'”) (viz [9]), ktery na zakladé
Littlewoodova vysledku dokazal ekvivalenci:

m 2
Riemannova hypotéza plati & Ve >0 Z (r,, — 1) =0 (q_H'E) ,
v=1 m
kde r, probihd vSechny Fareyovy zlomky fddu ¢ z intervalu (0,1) a m = |F,|.
Na Franelovu préaci navdzal Edmund Georg Hermann Landau (1877-1938), viz [17].
Dokézal dalsi dvé ekvivalence:

m
Riemannova hypotéza plati < Ve >0 Z cos2nr, = O (q%”) ,

v=1

m
Riemannova hypotéza plati < Ve >0 Z

v=1

r, — 1‘ :o(q%+6)_
m

16) Mobiova funkee p je definovéna pro n € N jako u(1) = 1, u(n) = (=1)* pro n ve tvaru
soucinu k rtznych prvocisel, ktery neni délitelny druhou mocninou zddného z nich, pu(n) = 0
v ostatnich pfipadech. Napf. pu(2) = —1, p(3) = —1, pu(4) = 0, pu(5) = —1, u(6) = 1 atd.
Funkce M(z) byva v literatufe pojmenovana jako Mertensova. Franz Carl Joseph Mertens
(1840-1927) byl mimochodem prvni, kdo pouzil oznaéeni p(n) pro Mébiovu funkei.

17y Franelovo jméno nesou ¢&isla 1,2,10, 56,346, . . ., obecné tvaru Y (:)3 .
k=0
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Kromé jinych se o tuto problematiku zajimali i ¢e$ti matematici Milos Kossler
(1884-1961) a Jifi Kopiiva.'®) Milo§ Kossler se Fareyovymi zlomky v souvislosti s Rie-
mannovou hypotézou zabyval ve svych denicich (viz [20]). Jiff Kopfiva v ¢ldnku [15)
dokazal nésledujici ekvivalence:

.1).

D=

q
1
Riem. hypotéza plati < Z (7”12, — §> =0 (¢%) prokazdé o € (

Tv

q
1
Riem. hypotéza plati < Z (7’3 - > =0 (¢%) prokazdé « € (

1)

N[

1)

N[

q
Riem. hypotéza plati < Z < - r,,) =0 (¢%) prokazdé « € (

q
Symbolem > je pfitom oznafen soucet uvazovany pres vSechny Fareyovy zlomky

Ty
fadu q. V Kopfivové pojednéani [16] byly tyto vysledky do jisté miry zobecnény.

5. Fareyovy zlomky a racionalni aproximace

Fareyovy zlomky nachézeji Siroké uplatnéni v teorii racionalnich aproximaci. Jak jsme
jiz uvedli, N. Chuquet pouzil v Triparty Fareyovy zlomky k hledani raciondlnich apro-
ximaci iracionalit. Citujme z [24, s. 194]:

Jako priklad jejiho vyuZiti si z Triparty uwvedme vijpocet /6, kterd ziejmé lezi mezi
Cisly 2 a 8. Zacneme s 2% a 2%, z nichZ ¢tverec proniho je 6—% a c¢tverec druhého 6—|—%.
Sprdvné cislo lezi mezi nimi a v intervalu (%, %) najdeme proni priblizeni % = %

v v 2 . _ i v. ’ v M _ § v v
Avsak ctverec 245 je 6 — 5, tedy opét mdlo. Dalsi volbg ll)ude 2 =T coZ opet
nestaci a ani 25 neni dost velké. Teprve ndslednd volba 91—2 = 17 vede k prekroceni
s P (27\2 ;) s 3 o . . ) vr o4 5
¢isla 6, nebot (H) je jiz o 157 prevysuje. TakZe nyni hleddme czslé)g mezi 25 a 23
a tak pokracujeme ddle, aZ se desdtym krokem dostaneme k Cislu 2{55, jehoZ ctverec

prevysuje 6 pouze o m ~ 0.0000255. Pokud jesté nejsme spokojeni, najdeme mezi

2% a 2% po nékolika dalsich krocich cislo 2%, jehoZ ctverec jiZ prevysuje 6 uZ jen
0 m ~ (0.00000026.

Je vSeobecné znadmo, ze mnozina vSech racionalnich ¢isel je hustd v mnoziné vsech
realnych cisel, a proto se da kazdé realné cislo « s libovolnou presnosti aproximovat
pomoci zlomku p/q.

18) Jiff Kopfiva (1925) na Pfirodovédecké fakulté UK v Praze vystudoval matematiku a
deskriptivni geometrii, od roku 1962 pisobil na CVUT v Brné ve vypocetnim centru. Mezi
oblasti jeho védeckého zajmu patii teorie Cisel, obecna topologie a informatika. O jeho zivoté
viz nap¥. Hotejs, J., Doc. Jiti Koptiva Sedesdtilety, Cas. pést. mat. 110 (1985), 333-336.
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Podle Dirichletovy véty dokonce plati, ze kazdé iracionalni ¢islo o Ize aproximovat
pomoci nekoneéné mnoha zlomkt p/q s presnosti lepsi nez 1/q¢?. Pro vyhledavani
racionalnich aproximaci zaruc¢enych Dirichletovou vétou jsou vhodné pravé Fareyovy
zlomky. Je-li totiz iraciondlni éislo a € (0,1) seviené mezi dvéma po sobé jdoucimi
Fareyovymi zlomky, tj. a/b < o < ¢/d, pak zfejmé bud a/b, nebo ¢/d splituje podminku

Plati dokonce véta: Necht a/b a ¢/d jsou dva sousedni Fareyovy zlomky téhoz fadu
a necht iracionalni ¢islo a vyhovuje podmince a/b < a < ¢/d. Pak alespoii jeden
z trojice zlomki a/b, ¢/d, (a + ¢)/(b+ d) spliiuje nerovnost

P 1
a—=| < —=—.
CI’ V52

Konstanta /5 ve jmenovateli je pfitom nejvétsi mozna, jak ukazuje Hurwitzova véta
z roku 1891 (viz napf. [14]).

6. Dalsi vybrané aplikace Fareyovych zlomku

Diofantické rovnice. Jednou z mnoha dalsich aplikaci Fareyovych zlomk mtize byt
jejich pouziti pti feseni diofantickych rovnic tvaru ax — by = 1, kde a, b jsou pfirozena
nesoud€lna cisla.

Méme-li k dispozici napt. Nevillovy tabulky [19] Fareyovych posloupnosti fadu 1025
z roku 1950, snadno muzeme najit prirozend feSeni rovnice ax — by = 1 nalezenim
nejblizsich Fareyovych zlomkd mensich nez a/b. Jako trividlni pfiklad miZeme uvést
rovnici

11z — 13y =1,

snadno najdeme sousedni zlomky k 11/13:

5 16 27

6, E, 3—2 atd.,

které odpovidaji feSenim dané rovnice x1 = 6,y1 = 5; 2 = 19,y = 16 atd.

Egyptské zlomky. Fareyovy zlomky miZeme vyuzit i v ptipadé, kdy hleddme
postup, jak dany zlomek zapsat zpiisobem, ktery pouzivali staii Egyptané — tj. jako
soufet pfirozeného ¢isla, navzajem rtznych kmennych zlomkt (zlomkud s itatelem
rovnym jedné) a piipadné 2/3 (srovnani nékolika dalsich algoritm® pro zépis éisla
pomoci egyptskych zlomku 1ze najit napf. v ¢lanku [25]).

7 variant

1+1_1+1+1_1+1+1
7 7 5 5 3 3 15 35
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vyhovovala pouze varianta posledni. Jak ji ale objevit? Uvazujme obecné zlomek
0 < p/q <1 v zakladnim tvaru a Fareyovu posloupnost fadu g. Ta obsahuje vSechny
zlomky z daného intervalu se jmenovatelem ¢, tedy i p/q. Ve Fareyové stromu bude
zlomku p/q pfedchéazet zlomek pq/q1, pro ktery g1 < ¢ a
1
p_m, 1

q q1 Chq.

Opakovanim tohoto postupu dostaneme rozvoj

14 1 1 1 1 1
- =—+ + +-rt+t— + —.
q dk qkqk—1 qk—19k—2 q2q1 q194

Vratime-li se ke zlomku 3/7, jeho pfedchidcem ve Fareyové stromu je zlomek 2/5,
odkud plyne 3/7 = 2/5 + 1/35. Piedchudcem 2/5 ve Fareyové stromu je zlomek 1/3,
odkud 2/5 =1/3 4+ 1/15, a tedy

3/7=2/5+1/35=1/3+1/15+1/35.

Zavér. Vyskyt Fareyovych zlomki se neomezuje pouze na vyse zminéné problémy.
Mizeme se s nimi setkat pfi studiu fraktala (souvislostmi Fareyovych zlomki s Man-
delbrotovou mnozinou!?) se zabyva napt. ¢lanek [5]) ¢i v teorii pfenosu informace atd.
Cilem tohoto ¢lanku nebylo podat vycCerpavajici prehled o Fareyovych zlomcich, ale
upozornit na rizné zajimavé aspekty a prekvapujici souvislosti demonstrujici krasu
matematiky.
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