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Prvni rektifikace algebraickych kiivek

Libor Koudela, Pardubice

Uvod

Mezi tlohy, které v matematice 17. stoleti hraly vyznamnou roli a jejichz Feseni prispélo
k formulovéani infiniteziméalniho poctu, patii nalezeni obsahu obrazce s kfivocarymi
hranicemi (problém kvadratury, tedy sestrojeni ¢étverce ¢i obdélniku stejného obsahu
jako mé dany obrazec) a nalezeni délky oblouku kiivky (problém rektifikace — doslova
narovndni, sestrojeni tsecky stejné délky, jako ma dany oblouk). Zatimco problém
kvadratury byl v dil¢ich pfipadech tispésné vyfesen jiz ve starovéku, o proveditelnosti
rektifikace se jesté kolem poloviny 17. stoleti pochybovalo. René Descartes ve své
Geometrii, vydané poprvé roku 1637, pise: ,,...pomér mezi pfimymi a zakfivenymi
liniemi neni zndm a j& véfim, Ze nemiize byt ¢lovékem poznan® [4, s.412].

Descartiv vyrok, v némz zazniva aristotelské ,dogma“ o nemozZnosti porovnat
kruZznici a tsecku, je interpretovan riiznymi zpiisoby (viz napf. [11, s. 77-78]). Descartes
byl obeznamen s infinitnimi metodami, povazoval je vSak, na rozdil od algebraickjch
metod, za nepfesné. Je pravdépodobné, Ze jeho presvédceni o nemoznosti nalézt
pomér mezi délkami rovnych a zakfivenych linii se tyka nemoznosti nalézt geometricky
konstruovatelnou tisecku, jejiz délka by byla shodna s délkou daného oblouku.

V roce 1658 urcil Christopher Wren délku oblouku prosté cykloidy. Jeho vysledek byl
(bez dtikazu) uveden Blaisem Pascalem v Histoire de la Roulette (1658) a cykloida se
tak stala prvni kfivkou, jejiz rektifikace byla zvefejnéna. René de Sluse jesté soudil, ze
rektifikace cykloidy je umoZnéna specifickym charakterem této kiivky (cykloida patii
mezi mechanické kiivky podle Descartovy klasifikace) a vyslovil obdiv k ,,fadu pfirody,
ktery (...) nedovoluje nalézt usecku rovnou kiivce“ [12, s. 145]. Neudrzitelnost tohoto
nazoru vsak prokazaly rektifikace prvnich algebraickych kiivek, které byly provedeny
v dobé bezprostiedné nasledujici.

Prvni rektifikovanou algebraickou kfivkou byla semikubickd parabola (kfivka po-
psané rovnici ay? = x%), kterou se piiblizné ve stejné dobé zhruba pied 350 lety
zabyvali William Neil, Hendrik van Heurdet a Pierre de Fermat. Reseni je ve vSech
tfech pripadech zaloZeno na prevedeni problému rektifikace na problém kvadratury
pomocné kiivky (tj. nalezeni obsahu obrazce ohrani¢eného pomocnou kiivkou). Tou
je v daném piipadé parabola, jejiz kvadratura byla zndma z dila Archimédova.
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Neilova rektifikace semikubické paraboly

Neilav vysledek zaznamenal John Wallis v pojednani Tractatus duo, vydaném roku
1659 [15, s.91-93]. Podle Wallise provedl Neil rektifikaci semikubické paraboly kolem
roku 1657 a opiral se pfi tom o zasady uvedené ve Wallisové spise Arithmetica
infinitorum (1655).

K dané parabole AbC (muZeme ji povazovat za graf funkce fi(z)=k\/z, k>0,
pokud budeme chépat svislou pfimku AD na obr. 1 jako osu x a vodorovnou piimku AT
jako osu y) sestrojime kiivku AfC, jejiz ordindta ef je Gmérna plose Aeb ohranicené
parabolou (k¥ivka AfC by tedy byla grafem funkce fo(x) = fow kvtdt = %kx?’/ %), dale
usecku IsS tak, aby obsah obdélniku ADST byl ve stejném poméru k plose ADCb jako
tisecka AD k DC, a kone¢né kiivku ThH (graf funkce f3(x)) tak, aby eh? = es? + eb?.

Potom plati, Ze obsahy obrazci ADHI, ADSI a ADCb jsou ve stejném vzajemném
poméru jako délky oblouku AfC a tsecek AD, DC a kifivka ThH je parabolou.
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Obr. 1. Rektifikace semikubické paraboly podle Neila.

Na obr. 1 je prekreslena ilustrace ze spisu Tractatus duo; ptivodni znaceni je za-
chovano (body leZici mezi koncovymi body uvazovanych ¢ar jsou oznacoviny stejnymi
pismeny). Hlavni mysSlenka Wallisem uvadéného Neilova postupu spo¢iva v chépani
kiivky AfC jako lomené ¢ary sestavajici z nekoneéné mmnoha nekoneéné kratkych
usecek ff a nalezeni pomocné kiivky ThH, jejiz kvadraturu umime provést. Obsahy
ploch ohrani¢enych kiivkami ThH a AbC jsou pritom chapany jako soucty obsahu
obdélnikt se zakladnou ee a vyskou eh, resp. eb.

Kiivka AfC je sestrojena tak, aby jeji ordindta ef byla imérné obsahu Aeb; maly
prirtstek tohoto obsahu predstavovany obdélnikem se zakladnou ee a vyskou eb je
pak tmérny prirastku ordinaty ef, tedy tsecce gf. Podobné obsah celého obrazce
ADCb odpovida délce tsecky DC' a obsah obdélniku ADST délce isecky AD. Obsahy
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obdélniki se zakladnou ee a vyskou es (kterad je konstantni) odpovidaji délce usecek
ee. Podle Pythagorovy véty je ff% = ee? + gf?, a protoze kiivka ThH je konstruovina
tak, aby platilo eh? = es? 4 eb?, budou obsahy obdélniki se zakladnou ee a viskou eh
odpovidat délkam useéek ff. Délka kiivky AfC je tak vyjadfend obsahem ADHI,
tedy je ve stejném poméru k AD jako ADHI k ADSI. Tim je prvni ¢ast tvrzeni
dokézana.

Ctverce eb tvoii aritmetickou posloupnost a étverce ee jsou vsechny stejné, ¢tverce
eh tvori tudiz rovnéz aritmetickou posloupnost a tsecky eh jsou ordinatami paraboly.
Protoze je znamo, jak provést kvadraturu paraboly ThH, lze urcit i délku oblouku
AfC.

Budeme-li misto ee psat dx a prirtstek g¢f znacit symbolem dfs(z), dostaneme
pro délku odpovidajiciho useku di = ff kiivky AfC podle Pythagorovy véty
dl = /dz? + df(x). Po tpravach vyjde pro délku oblouku [ mezi body A a C zndmy

vzorec
/ 1/1+ df? / V1+ (fi(x))2 de, (1)

z nehoz je patrne ze urceni delky grafu funkce fa(z) je ekvivalentni kvadratufe
f3(x) = /1 + (fi(x))2. Wallis a Neil, jejichz feSeni bylo ¢isté geometrické, viak jesté
nev1deh obecné prav1dlo spojujici k¥ivky y = fa(z) a y = f3(x) a souvislost mezi
feSenim problému kvadratury a rektifikace.

Van Heuraet a aplikace Descartovy metody

Pravdépodobné nezavisle na Neilovi a Wallisovi provedl rektifikaci semikubické pa-
raboly van Heurdet a svij postup popsal v pojednani FEpistola de transmutatione
curvarum linearum in rectas, jez vyslo jako priloha latinského prekladu Descartovy
Geometrie [3], ktery vydal roku 1659 Frans van Schooten.

K dané kiivce ABCDE a tsecce ¥ (i zde zachovavame pivodni znaceni) se sestroji
dalsi kiivka GHIK L tak, aby platilo

MC Y
C—Q:m’ (2)

kde MC je ordinata bodu C a C'Q norméla k prvni k¥ivce v témze bodé (obr. 2).
Potom délka kiivky ABC'DE bude ¢iselné rovna obsahu plochy ohrani¢ené kiivkou
GHIKL a tseC¢kami AF', AG a FL, délené délkou ..

V bodech O, M, P vzty¢ime kolmice k AF', které protnou druhou kiivku v bodech
H, I, K. V jejich prusecicich B, C, D s kiivkou ABCDFE sestrojime teény, které
se protnou v bodech S, T, V; témito body rovnéz vedeme kolmice k AF. V bodech
H, I, K sestrojime rovnobézky s AF. Bodem S vedeme rovnobézku SX s AF a tenu
TS protdhneme az do N.

Protoze tthel ZNCQ je pravy, plati MC : CQ = MN : NC = SX : ST, coz je podle
predpokladu rovno ¥ : M. Z toho plyne SX - MI = ST - 3, tedy obsah obdélniku
Y Zbh je roven délce teény ST uvnitf tohoto obdélniku nasobené 3.
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Podobné jako v predchozim piipadé je postup zalozen na piedstavé krivky jako
lomené ¢ary a prevedeni rektifikace na kvadraturu pomocné kiivky, pficemz predpokla-
dé znalost zpiisobu konstrukce tecen ke kiivce ABCDE. Budeme-li ji povazovat za
graf funkce y = f(z), bude pomocna kiivka grafem funkce y = /1 + (f'(z))?.
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Obr. 2. Rektifikace semikubické paraboly podle van Heuraeta.

Jako piiklad uvadi van Heurdet semikubickou parabolu. Usecku AM oznaéime z,
MC bude y a kiivka ABCDE bude popséna rovnici y?> = 23/a. Déle oznacime
s=AQ,v=CQaz= MI. Je QM = s — z, tzn. QM? = s?> — 2sx + x? a podle
Pythagorovy véty pro trojihelnik QC'M plati s2 — 2sz + 22 + 23 /a = v2. Na posledni
rovnici pouzije van Heuriet tzv. Huddovo pravidlo!)

23/a + 2% — 250 + 52 —02=0 3)
3 2 1 0 ’
odtud s = = + 32%/(2a); po odeéteni AQ = = od obou stran méme MQ = 3z%/(2a)
a tedy

4 3
CO* = MQ? + MC2 = 2% L
4q? a

1y Huddovo pravidlo lze formulovat takto (viz napf. [7, s. 49-51]): M&-li polynom
> oreo arz® dvojnasobny kofen zo a je-li tx = p + kg libovolné aritmeticka posloupnost,
pak zo je rovnéz kofenem polynomu > }_, artrz®. Casto se voli (jako v tomto piipadé)
p =0, ¢ = 1; hodnoty ¢t jsou ve vzorci (3) uvedeny pod ¢arou. Jan Hudde byl, podobné jako
van Heurdet, van Schootenovym Zzékem a pravidlo nesouci jeho jméno se objevilo v traktatu
pfipojeném k témuz vydani Descartovy Geometrie jako van Heurdettv prispévek o rektifikaci
[3, s. 507-516].
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Zvolime-li nap¥. ¥ = a/3, dostaneme vzhledem k (2)

1 1
z= \/beaJr §a2. (4)

Kiivka GHIKL je tedy parabola; protoZe je zndmo, jak provést jeji kvadraturu, je
tim paddem i znamo, jak provést rektifikaci k¥ivky ABCDE.

Podstata van Heurdetova postupu je v zasadé stejné jako u Neila; opira se o preve-
deni problému rektifikace na problém kvadratury pomocné kfivky. Rozdilna je tech-
nickd stranka: van Heurdet pouzil Descartovu metodu konstrukce teden a formuli (4)
odvodil algebraickymi prostiedky; jeho postup mél navic obecnéjsi raz.

Fermatova rektifikace pomoci reductio ad absurdum

Vedle hledani tsecky stejné délky jako mé oblouk dané kiivky se fada matematiki
kolem poloviny 17. stoleti zabyvala i porovnavanim délek obloukt dvou ruznych kfivek.
Roberval, Torricelli a dalsi zjistili, ze délka prvniho zavitu Archimédovy spiraly po-
psané v polarnich soufadnicich rovnici ¢ = ¢ je rovna délce oblouku paraboly y = 2 /2
mezi body x =0 a z = p.

A=Xo X Xiet Xi Xin B=X, A=Xo Xiet Xi Xin B=X,

Obr. 3. K Fermatové metodé rektifikace.

Stejnym problémem se zabyval Pascal v dopise z roku 1658, jehoz adresat byl uveden
pouze inicidlami A. D. D. S. Jak uvadi Alexandre Koyré [8, s. 132], pro Pascala jedinou
pravou geometrii byla geometrie starjch Rektl. Pascaltiv diikaz je veden ,po zpisobu
starych“ (& la maniere des Anciens) [12, s.255], tzn. nezpochybniteln&, bez pouziti
kinematického pristupu i bez indivisibilii. K porovnani uvedenych oblouki pouzil
Pascal ¢ary opsané a vepsané obéma kiivkam a ukézal, ze rozdily jejich délek lze
ucinit mensi nez délka libovolné dané tsecky.
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Fermat v reakci na Pascalovo pojednani podobnym zptisobem ukézal moznost
rektifikace oblouku konkavni kiivky ve spise De linearum curvarum cum lineis rectis
comparatione, dissertatio geometrica [5, s. 211-254] a pfikladem, na némz svou metodu
demonstroval, byla opét semikubicka parabola. Hlavni myslenka Fermatova postupu
je nasledujici. Dané kfivce opiseme dva systémy tsecek sestavajici z ¢asti tecen a uka-
zeme, ze délka prvniho je vétsi nez délka daného oblouku a délka druhého mensi,
pficemz rozdily mezi délkou obou systému tsecek a daného oblouku lze ucinit mensi
nez libovolna kladné hodnota.

G
cC D EF
e
P Y
4 XX B

Obr. 4. K rektifikaci semikubické paraboly Fermatovou metodou.

Necht AC je oblouk konkavni kiivky nad tseckou AB. Uvazujme ekvidistantni déleni
usecky AB pomoci bodi Xo=A, X1, Xs, ..., X,=B (obr. 3); z praktickych divodia
je zde voleno oznacovani bodi pomoci pismen s indexy, které Fermat nepouzivi).
V kazdém z délicich bodu X; sestrojime kolmici k zédkladné AB; v jejich prisecicich
s kfivkou, které oznacime P;, i = 0,...,n, sestrojime teCny a oznacime S;; body,
v nichz tecna v bodé P; protne kolmice v bodech X; ;. Podobné oznac¢ime T;_; body,
v nichZ teéna v bodé P; protne kolmice v bodech X;_; (sklon tecen na obr. 3 je pro
vEtsi ndzornost mirné nadsazen).

S odvolanim na Archimédav postulat tykajici se porovnavani délek dvou konkavnich
obloukti se spoleénymi koncovymi body Fermat ukazuje, Ze pii dostateném poctu
délicich bodi bude rozdil délek obou opsanych car a tim spiSe i rozdil mezi délkou
delsi z obou ¢ar a obloukem jakoz i obloukem a kratsi z obou ¢ar mensi nez délka
libovolné dané tsecky.

Rektifikaci Fermat demonstruje na prikladu paraboly s vrcholem v bodé C a osou
CB, pro niz plati AB3 : XB? = BC? : YC? (viz obr. 4). Jedn4 se tedy o parabolu
ay? = x®, Fermat vSak (na rozdil od Descartova stoupence van Heurieta) timto zpt-
sobem kiivky nepopisuje. V bodé C sestrojime kolmici C'F' na osu BC, jejiz délka
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bude odpovidat parametru a paraboly, tzn.
CF -BC? = AB3. (5)

V bodé P sestrojime teénu k parabole a jeji prusecik s osou ozna¢ime G. Podle
Fermatovy metody tecen plati CY = 2 - CG a tedy rovnéz GY : CY = 3 : 2. Na
tseéce C'F zvolime bod D, aby platilo CD : CF =9 : 4 = GY? : CY?2. Plati tedy
CF -CY? = CD - GY?, coz je s ohledem na (5) rovno PY3. Tedy GY? : PY? =
= PY : CD a protoze podle Pythagorovy véty zaroven plati PG? = PY? + GY?2,
dostavame

PG> PY +CD ;

pPY2  CD (6)
V bodé X’ sestrojime dalsi kolmici k zédkladné AB, kterd protne parabolu v bodé P’
a teénu v bodé T’. Z podobnosti trojihelniki mame PT' : XX' = PG : PY
a s ohledem na (6)

Xx2 COD

PT?  PY +CD
: (7)

Ty
- e b EF
/PHI

A Xi Xiv |B

Oit1

O;

M

Obr. 5. Pfevedeni rektifikace na kvadraturu pomocné kiivky.

Zékladnu AB rozdélime pomoci bodi X, Xs,...,X,_1 na n stejnych usekl
(obr. 5). V délicich bodech vztyé¢ime kolmice k zakladnég, které protnou parabolu
v bodech Py, Ps,...,P,_1. V bodech A = Py, P1,...,P,_1 sestrojime teény k pa-
rabole. Prusecik teény v bodé P;_; s kolmici X;P;, i =1,...,n — 1, oznac¢ime T;. Na
polopifimce AB urc¢ime bod K tak, aby platilo BK = CD.
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Sestrojime nyni parabolu s osou AK, vrcholem K a parametrem KL, tedy
X;K - KL = X;Q?. Kolmice k zdkladné v délicich bodech X;, i = 1,...,n—1, protnou
tuto parabolu v bodech Q;. Podle (7) mame

PTY, XK XK KL XQ?
X; X2, BK BK KL KL*»’

i=0,...,n, (8)

tedy -PiTi+1 : XiXiJrl = XZQZ : KL, neboli PiTi+1 - KL = XzQz . XiXZ'+1. Sec¢tenim
dostaneme
n n
KL-Y PTi=Y XiQi XiX;1. (9)
i=1 i=1
Prava strana posledni rovnice vyjadfuje priblizné obsah obrazce ohrani¢eného druhou
parabolou, soucet na levé strané délku oblouku prvni kiivky. Obsah parabolického
segmentu ABQ,M lze urcit Archimédovou metodou kvadratury. Rovnost mezi sou-

Ginem KL - AC a obsahem ABQ, M dokazuje Fermat pomoci reductio ad absurdum
s vyuzitim obou vyse uvedenych ¢ar opsanych prvni parabole. Ukazuje zaroven, ze lze
utvorit nekone¢né mnoho jinych vzajemné se lisicich, avsak rektifikovatelnych kiivek.

Fermatovo pojedndni bylo publikovdno (bez autorova souhlasu) jako piiloha
k Lalouverovu spisu Veterum geometria promota in septem de cycloide libris (1660).
Prednosti jeho pojeti rektifikace ve srovnani s postupy jeho predchiidcti je obecnost
zavéru a rovnéz logicka stavba dikazi. Znalec Fermatova dila Michael Sean Mahoney
ve své monografii [10, s. 268] poznamenavd, ze Fermat sice zvolil klasicky geometricky
styl, ale jeho pojednani o rektifikaci je v zasadé€ stejné algebraické jako jeho spis
o kvadratute, ktery vznikl ptiblizné ve stejné dobé.

Spory o prvenstvi

Jako mnoho jinych objevi v 17. stoleti, stala se i rektifikace semikubické paraboly
predmétem sporti o prvenstvi. Fermatav spis se prostfednictvim Kenelma Digbyho,
diplomata a ptirodovédce, ktery jako predstavitel anglickych katolickych kruhti poby-
val dlouhodobé ve Francii, dostal jiz v poloviné roku 1660 k Wallisovi. Ten neprodlené
odpovédél [1, s. 22-23], Ze stejnou kiivku rektifikoval Neil roku 1657 a on sdm, Wallis,
o jeho objevu informoval v Tractatus duo z roku 1659; kromé toho zde byla van
Heurdetova prace, ktera rovnéz predchazela Fermattv traktat.

V roce 1668 v dopise Johnu Collinsovi znovu Wallis opakuje [1, s.430], Ze prvni
rektifikaci kiivky provedl Neil a po ném i Wren a Brouncker, a to dlouho pfed van
Heurédetem; vSechny vysledky kolem rektifikace jsou navic postaveny na obecnych
zdkladech vylozenych ve Wallisové knize Arithmetica infinitorum.

Celou zalezitost pozdéji znovu rozviril Christiaan Huygens, jenz v roce 1673 zaslal
Henrymu Oldenburgovi, tajemnikovi Kralovské spolecnosti, dvacet Cerstvych vytisku
svého dila Horologium oscillatorium, které byly uréeny nejvyznamnéjsim ucenctim
Anglie, mimo jiné i Wallisovi [2, s. 191]. Huygens ve své knize piSe, Ze Neil pfi rektifikaci
neuspél a prvenstvi ndlezi van Heurdetovi [6, s.208-212]. To pfimélo Wallise znovu
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vystoupit na obranu svého zdka. Ué¢inil tak v dopise Oldenburgovi, kde navic uvadi,
7e po Neilovi i dal$i Anglicané, Brouncker a Wren, provedli rektifikaci; oba jmenovani
to potvrdili Oldenburgovi a celd korespondence vysla ve Philosophical Transactions
[14, s.6146-6150].

A7z do konce 19. stoleti se vétilo, Ze semikubickd parabola byla (po kruznici) viibec
prvni rektifikovanou kiivkou. Gino Loria ale pfi studiu Torricelliho rukopist zjistil, ze
Torricelli se zabyval vlastnostmi logaritmické spiraly a provedl i jeji rektifikaci a kvad-
raturu [9]. ProtoZe Torricelli zemfel v roce 1647, byla logaritmicka spirala rektifikovana
urcité jesté pred semikubickou parabolou. Ani Torricellimu v8ak prvenstvi neztstalo;
Jon V. Pepper totiz nalezl doklady o tom, ze logaritmickou spiralou se zabyval jiz na
konci 16. stoleti Thomas Harriot, ktery se pokusil i o stanoveni jeji délky [13]. I jeho
vysledky vsSak ztstaly pouze v rukopise a na rozdil od praci vénovanych rektifikaci
semikubické paraboly nemély vliv na dalsi vjvoj matematiky.
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