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Hrasek a slunicko

O matematickém paradoxu Stefana Banacha a Alfreda Tarského

Lubos Pick, Praha

Mily Boze, kdyby mi zbyvala uZ jen jedind hodina Zivota,
dej, at ji mohu strdvit na predndsce z teorie miry a integrdlu.
Pak mi bude tato hodina pripadat jako vécnost.

neznamy student
Nuda (nejen v Brné)

Cas se zastavil a j& jsem pomalu usinal.

V roce 1971 jsem sedél na prednasce z teorie miry a integralu na UCLA. Byla to
pekelnd nuda. Studoval jsem sice matematiku, ale zrovna tahle pfednaska mi nijak
zv1ast k srdci nepfirostla. Byla vSak v mém studijnim
planu povinna. Zoufale jsem ziral na hodiny a vibec

jsem netusil, ze mé za chvilku ¢eka sokujici objev.
Profesor pomalu konéil hodinu a na tabuli nacrtl
trojrozmérnou kouli. Z pravé dokazaného vysledku

plyne, pravil, Ze tuto kouli lze rozlozit na pét casti, \ e

které se pak poskladaji jinak, ¢imz vzniknou koule dvé,
a kazda z nich bude mit stejny objem jako ta ptivodni.

To bude néjaky kouzelnicky trik, napadlo mé hned, jako kdyz se do krabice zavie
jedna holubic¢ka a vyleti dvé. Nebylo mi jasné, kam profesor miii, protoze jsem predtim
nedaval pozor.

Profesor pokracoval. ,Dostali jsme Banachovu—Tarského vétu, zvanou nékdy téz
Banachtiv—Tarského paradox. Jeji ekvivalentni formulace pravi, ze téleso libovolného
objemu i tvaru, feknéme hrasek, lze v eukleidovském prostoru rozdélit na konecné
mnoho kouskt a z nich pak posklddat jiné téleso, opét libovolného objemu i tvaru,
feknéme naptiklad Slunce. Proto se tomuto
vysledku Stefana Banacha a Alfreda Tarského
nékdy fika paradozx Slunce a hrdsku.“

Vrtalo mi to hlavou a nedavalo to smysl. Co-
pak se da opravdu z koméara udélat velbloud?
Napadlo mé, jestli tfeba neni prvniho dubna,
ale nebylo. Mél to snad byt Zert? A pokud ano, kde je pointa? Nechtélo se mi ztrapnit
se hloupou otazkou, tak jsem se radéji rozhlédl po tiidé, jak jsou na tom ostatni.

Prof. RNDr. LuBoS Pick, CSc., DSc., katedra matematické analyzy MFF UK Praha,
Sokolovska 83, 186 75 Praha 8, pick@karlin.mff.cuni.cz

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 55 (2010), ¢. 3 191



Student po mé pravici se ptihlésil. ,,To celé je néjaky nesmysl ne? Nechcete, doufam,
tvrdit, ze je mozné roziezat jablko na pét kust a z nich pak slozit dvé identicka jablka?
Nemuzeme prece vytvorit hmotu z ni¢eho, nebo snad ano?*

Pfestal jsem sledovat hodiny a visel jsem o¢ima na profesorovi. Cekal jsem néjakou
legra¢ni pointu na zavér hodiny a nebo vysvétleni, ze nékde v dikazu je chyba a véta
neplati. Mylil jsem se.

»Jde o priklad vysledki, ke kterym se lze dostat pfi praci s nemétitelnymi mnozi-
nami a s axiomem vybéru. Dikaz je v pofadku a véta plati.“

Vyse uvedenymi slovy popsal své prvni setkdni s pozoruhodnou vétou Banacha
a Tarského Leonard Wapner (viz [12]).

1. Banachav—Tarského paradox

Kdyz znds miru, muzes smat se, a kdyz ne, tak uwvidis!

Jan Vancura

1.1. Rozliéné formulace Banachovy—Tarského véty

Vysledek, jemuz je vénovan tento c¢lanek, 1ze lidové zformulovat nasledujicim zpt-
sobem: kouli libovolného poloméru je mozno rozlozit na sjednoceni kone¢né mnoha
¢asti a tyto ¢asti potom znovu slozit tak, aby vznikly koule dvé, obé identické s kouli
ptvodni.

Jestlize bychom se chtéli pokusit o vétsi matematickou pfesnost, pak bychom mohli
vétu vyslovit napriklad takto: jednotkovou kouli

B ={[z,y,2] €R3, 2?2 +¢* + 22 <1}

1ze rozlozit na dvé mnoziny By a Bs takové, ze By ~ B a By ~ B, kde symbolem ~
ozna¢ujeme kongruenci po ¢astech (tento pojem vysvétlime pozdéji).

Obecnym dtsledkem je, Ze kazdé dvé mnoziny v R? s neprazdnymi vnitiky jsou po
¢astech kongruentni.

1.2. Historie paradoxu

V predmluvé ke knize [11] pise Jan Mycielski: , Jsem presvédéen, Ze jde o nejpiekva-
pivejsi vysledek teoretické matematiky.“

Véta byla publikovana v roce 1924 v ¢lanku [1] a z pochopitelnych divoda okamzité
vyvolala smrst velmi nevybiravé polemiky. Jak si mohou matematikové dovolit tvrdit
véci, které tak ocividné odporuji selskému rozumu? Postupné se vysledek rozsifoval
mezi laickou vefejnost a kontroverzni polemika nabirala na sile. Ve staté Illinois byl
popsén pripad, kdy jakysi pocestny obcan vehementné pozadoval okamzité piijeti
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razantniho zdkona, ktery by vyuku takovych nesmysld pod pfisnym trestem jednou
provzdy zakazal. Nakonec se vytvorily dva tabory — jedni obdivovali krasu vysledku,
ktery byl v tak pfikrém rozporu s obecnou intuici, a druzi jej zavrhovali jako totalni
hloupost.

Zvl1astni je, ze ackoli byla vedena velmi hluboka ucena debata na strankach akade-
mickych ¢asopisi, jen velmi méalo bylo napsano pro laickou obec. Kdyz se proberete
néjakou knihovnou nebo internetem, zjistite, ze témér ke vSem dostupnym informacim
je potifeba mit vystudovan alespon néjaky matematicky obor na vysoké skole, nejlépe
abstraktni teorii miry a obecnou teorii mnozin. Tim se procento populace, které muaze
tyto informace pochopit, snizuje na zanedbatelny zlomek, diky ¢emuz stéle jesté panuje
znacné obecné neporozuméni podstaty zminéné véty. Dokonce i studenti matematicky
orientovanych vysokych skol se obcas ptaji: ,,Je pravda, ze pry matematici dokazali
néjakou vétu, podle které bychom mohli sestrojit zafizeni, jez by dovedlo zdvojnasobit
hmotu?*

Véta zaujala Fadu autorti i u nds (viz napiiklad [6]), ¢lanky na toto téma se
objevily dfive i v PMFA (viz [8]). Zde se pokusime podstatu Banachovy—Tarského
véty vysvétlit na co nejelementarnéjsi tirovni a zpiistupnit ji tak Sirsi vefejnosti se
zdjmem o matematiku a fyziku. Postupujeme volné podle knihy [12].

2. Cty¥i klicové etapy

Kazdy dobry krestan by se mél mit na pozoru pred matematiky,
kteri jiz po staleti pomdhaji ddblu zatemnit lidem ducha.
Svaty Augustin

Spravnému chapani vyznamnych matematickych poznatki ¢asto napomdahé, jsou-li
vnimany ve spravném historickém kontextu. Matematika malokdy vznika ve vakuu.
Stejné tak i v pripadé nadherné véty Banacha a Tarského je tfeba pripomenout
nejméné t¥i dalsi velkd jména, a to Georga Cantora, Kurta Godela a Paula Cohena.
Ctyii klicové stupinky vedouci ke spravnému pochopeni vysledku jsou:

1. teorie mnozin a transfinitni aritmetika predlozené Georgem Cantorem v posledni

¢tvrtiné devatenactého stoleti,

2. publikovani Banachovy—Tarského véty (1924),

3. dikaz Kurta Godela konzistence axiomu vybéru s ostatnimi axiomy teorie mnozin

(1940),
4. dikaz Paula Cohena nezavislosti axiomu vybéru na ostatnich axiomech teorie
mnozin (1963).

Polozme si nejprve klasickou otazku: je matematika tvorena nebo pouze objevovana?
Co vlastné Stefan Banach a Alfred Tarski udélali, objevili sviij paradox, ktery na né
¢ekal kdesi v hlubinidch matematiky, nebo jej sami vytvorili? Obdobné se muzeme
ptat napiiklad na préaci fotografa. Karel Plicka proslul svymi ¢ernobilymi fotogra-
fiemi Prahy. Zaznamenaval nebo tvoril? Mésto preci ve skuteCnosti neni ¢ernobilé,
vyuziti efektu svétla a stini muZzeme tedy chépat jako tvarci praci, k niz je tieba
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odpovidajiciho vybaveni. D4 se tedy fici, ze Karel Plicka tuto krasu vytvofil, nebo
jen zachytil ve spravny okamzik a spravnou technikou? A co tfeba takova druhé véta
sedmé Beethovenovy symfonie? Stupnice ma jen dvanact téni, zadny tén ve vété
neni kratsi, nez, feknéme, jedna dvaatficetinka, a véta nemda vice nez Sest minut.
Rozsah skladby urcité neni vétsi nez pét oktav. Pocet vSech moznych kombinaci tén1,
které se vejdou do takového hudebniho utvaru, je tedy konecny. Stacilo by je vSechny
prolistovat a najit mezi nimi tu spravnou. Beethoven svou skladbu tedy viibec nemusel
vytvorit, mohl ji prosté jen objevit na seznamu. V podobném duchu hovoifi notoricky
znamy bonmot, ze socha v kameni uz je, sochafi stac¢i jen osekat nepotfebny material.

Pokud jde o matematiku, existuji nejméné dvé nézorové skoly. Takzvani platonisté
(neboli matematicti realisté) zastavaji nazor, ze vSechna matematickd tvrzeni existuji
tam nekde nezévisle na lidské mysli. Véty, dikazy, konstrukce, metody a feseni dosud
otevienych problému cekaji, az budou objeveny, podobné jako drahokam c¢eka na
svého mineraloga. Podle platonistid vSechny matematické objekty existuji odjakziva,
minimalné v teoretickém smyslu. Jejich nalezeni nevyzaduje o nic vice kreativity nez
vydolovani diamantu. Podle tohoto déleni byli nejspise Georg Cantor a Kurt Godel
platonisty. Prevldda nézor, Ze vétSina soucasnych matematikti jsou platonisté, ale
maloktery z nich by to oteviené pfiznal.

Druhy nazorovy proud predstavuji takzvani formalisté. Ti tvrdi, ze matematika je
pouhym jazykem sestavajicim ze symboli a pravidel manipulace s nimi. Jsou-li dodr-
Zovana pravidla, mohou byt vytvafeny véty, diikazy, konstrukce a podobné, a vSechno
jsou to produkty lidské mysli. Nelze vSak aplikovat tyto véty na redlny fyzicky svét.

Existuje jesté nejméné jedna zajimava néazorova skupina, kterou tvori takzvani
konstruktivisté. Ti uznavaji jen ty matematické objekty, které 1ze zkonstruovat konec-
nym zpusobem. Konstruktivisté nemaji v lasce existencéni véty, které pouze dokazuji
existenci néjakého objektu, ale nedavaji jeho konstruktivni popis.

A co vy, vazeni ¢tenafi, jste platonisté? Schvalné si prectéte nasledujici dva odstavce,
a uvidime.

Cislo m je definovano jako pomér obvodu kruznice ku jejimu priméru. Je znamo, ze
je to iracionélni ¢islo, a je dokonce i zndmo, Ze je to transcendentni ¢islo. Nelze je tedy
vypocitat presné. Je ho vSak mozno vyjadiit ve tvaru nekonecné sumy, naptiklad

takZe je teoreticky muzeme spocitat az na libovolné velky pocet desetinnych mist.
Presto ztustavaji nékteré otazky, tykajici se tohoto ¢isla, nezodpovézeny. Vyskytuji se
v desetinném rozvoji ¢isla © vSechny C¢islice nekoneénékrat? A se stejnou frekvenci?
Obsahuje desetinny rozvoj néjaka ¢iselna schémata, ktera se stale opakuji? Takovych
otézek si lze vymyslet libovolné mnozstvi (dalsi informace muze étenaf nalézt napiiklad
v ¢lanku [9]).

Brnénsky rodak Kurt Godel dokézal v roce 1931 existenci takzvanych nerozhodnutel-
nych tvrzeni. To jsou otazky, které nikdy nemohou byt zodpovézeny. Predstavme si na
okamzik, ze nasledujici otdzka je nerozhodnutelna: ,,Obsahuje ¢i neobsahuje v nasem
axiomatickém systému desetinny rozvoj ¢isla t nekoneéné mnoho nul?

194 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 55 (2010), ¢. 3



Vétite, vazeni ¢tenéfi, ze ano? Nebo se domnivate, ze nikoli? Jestlize jste presvéd-
¢eni, ze odpovéd existuje a zni bud ano, nebo ne, pak jste platonisté. Platonisté véri,
7e desetinny rozvoj ¢isla © nékde existuje nezavisle na nds, je jednoznacné dan, a bud
obsahuje nebo neobsahuje nékone¢né mnoho nul, a to bez ohledu na to, zda my mame ¢i
nemame prostiedky se k této odpovédi dostat. Formalisté a konstruktivisté odmitnou
otdzku jako nesmyslnou a smiif se s tim, Ze na$ axiomaticky systém nam odpoveéd
prosté nedopfieje. Filosofickou obdobou této disputace je otdzka: déla padajici strom
v lese hluk, jestlize okolo neni nikdo, kdo by jej slySel spadnout?

Tak co, ¢tenarfi, jste platonisté?

3. Georg Cantor a nekonecno

Dadlka nekonecnd, to se jen krdasné rikd,
dokud nezkusis jak jd po ni plout. ..
Pavel Bobek

Georg Cantor, ktery se narodil v Petrohradé v roce 1845, vnesl do matematiky
naprostou revoluci tim, Ze postavil na nohy teorii mnozin. Nebyt Cantora, vétSina
matematiky dvacatého stoleti by viibec nemohla vzniknout, a zcela nepochybné by
Stefan Banach a Alfred Tarski nedospéli ke své ptivabné vété.

derni koncept nekonecna. Pojem nekone¢na mé sam o sobé skoro nekonec¢nou historii
a pochopitelné odjakziva vzrusoval a provokoval myslitele vSech dob a oborti, zdaleka
nejen matematiky, filosofy a teology (zasadni vklad do této problematiky vnesl i Ber-
nard Bolzano v knize [2]). Nekoneénost ¢asu a prostoru musela pfijit na mysl kazdému,
kdo se podival na nebesa, anebo se zamyslel nad periodickym stfidanim dne a noci.
Nekonecno se definuje velmi obtizné, coz svadi k tomu, aby bylo apriori odmitnuto
jako nesmysl.

Cantor samoziejmé nebyl prvni, kdo se nekone¢nem seriézné zabyval. Ve ¢tvrtém
stoleti pred nasim letopoctem polozil nékolik zakladnich otézek tykajicich se nekonec-
nych procesi Zenon, zndmy svymi paradoxy o naprosté nemoznosti jakéhokoli pohybu
¢i o zédvodu Achilla a Zelvy. Oba jsou zaloZzeny na (mylné) myslence, ze v kone¢ném
case nelze vykonat nekoneéné mnoho tkont. Dnes, kdyz vime, jak sc¢itat nekonecné
fady, umime Zenonovy paradoxy vysvétlit snadno. Zenon samoziejmé musel védét, ze
tvrdi o¢ividnou nepravdu, kupodivu se vSak nepokusil o jakékoli vysvétleni. Ve tfetim
stoleti pred nasim letopoc¢tem dokazal Eukleides existenci nekone¢né mnoha prvocisel.
V roce 207 pted nasim letopoctem napsal Aristoteles: nekonecno je néco jako cas, neni
to Zadnd permanentni entita, spise néco, k ¢emu se stdle blizime ... Tomas Akvinsky,
myslitel t¥indctého stoleti, zastaval nasledujici nazor: Nekonecne velky soubor nemuze
existovat. Soubory véci muzZeme specifikovat podle poctu véci v nich, a Zddné ¢islo
neni nekonecné. Tedy zZadny soubor nemuze obsahovat neomezené mnozstvi véci. Carl
Friedrich Gauss, podle mnohych nejvétsi matematik vSech dob, napsal v dopise piiteli:
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Vehementné musim protestovat proti vasemu zachdzeni s nekonecnem, jako by to bylo
néjaké zbozZi. Nic takového matematika nedovoluje. Nekonecno je prosté jen facon de
parler. ..

Dodnes v matematice neni nekoneéno povazovano za realné ¢islo, nybrz za oznaceni
jakési neomezené veli¢iny. Skoro nikdy nepiSeme x = oo, spiSe x — 0co. Mimochodem,
symbol oo zavedl v sedmnactém stoleti anglicky matematik John Wallis. Zd4 se, zZe
jej prevzal ze starofeckého oznaceni stamiliénu, ktery ilustroval nekoncici proces na
hadovi, pozZirajicim sama sebe.

Cantor ve své prevratné préci ale jako prvni ¢lovék na svété vzal nekoneéno do
rukou a zacal s nim pracovat. Koncept mnoziny, ktery definoval ze vSeho nejdfive,
byl zahy nevyhnutelné konfrontovan s nekoneénem, a to jakmile doslo na mohutnost,
nebo pfesnéji kardinalitu mnozin. Kardinalita mnoziny {2, 4,6} je rovna tfem, protoze
tato mnozina ma tfi prvky. OvSem jaka je kardinalita napriklad mnoziny pfirozenych
¢isel nebo mnoziny realnych ¢isel? Jsou nekonecné? A jsou stejné mohutné? Pro stu-
dium podobnych otazek vyvinul Cantor koncept vzajemné jednoznacného zobrazeni.
S jeho pomoci dokézal prvni z dlouhé fady zdanlivé paradoxnich tvrzeni, které jeho
samotného prekvapily, a sice ze mnozina sudych kladnjch ¢isel ma stejnou kardinalitu
jako mnozina ¢isel pfirozenych, ackoli je to jeji vlastni podmnozina. Dalsi mnoziny
s touto kardinalitou jsou naptiklad mnozina vSech lichych ¢isel, mnozina vSech druhych
mocnin nebo mnozina vSech prvoéisel. A co mnoZina redlnych ¢éisel? Cantor jako prvni
krok dokazal, ze kladnych racionalnich ¢isel je stejné jako ¢isel prirozenych. Timto
vysledkem byl sam naprosto Sokovan, nebof racionalni ¢isla tvofi hustou mnozinu
v Cislech redlnych a je jich tedy zdanlivé o mnoho vice nez ¢isel prirozenych. Na
zakladé tohoto vysledku pracoval na hypotéze, Ze vSechny nekone¢né mnoziny jsou
stejné mohutné. Misto toho ovSem odhalil dalsi Sokujici zvést, totiz ze plati pravy
opak. Z diagonalni metody, kterou Cantor vyvinul, vcelku snadno vyplyva, ze realnych
¢isel mezi nulou a jednickou je podstatné vice nez prirozenych Cisel.

V tomto okamziku se Cantor musel smifit s existenci minimalné dvou riaznych typi
nekonecna. Odtud byl ale uz jen krok k hypotéze, ze nekonecen je celd hierarchie,
pochopitelné rovnéz nekonecna. Cantor pro né zavedl dodnes uzivané znaceni pomoci
hebrejského pismene aleph (X). Kardinalitu mnoziny pfirozenych ¢&isel oznagil symbo-
lem N (takové mnoziny nazyvame spocetné), kardinalitu mnoziny vSech podmnozin
pfirozenych ¢isel symbolem N; a tak dale. Diagonalni metodou lze snadno dokazat, ze
Ny < N3 < Ny < ... Cantor predpokladal, ze kardinalita mnoziny realnych ¢isel bude
rovna Nj, ale nebyl schopen tento fakt dokazat. Jak pozdéji dokazali postupné Kurt
Godel a Paul Cohen, jde o nedokazatelné tvrzeni. C4st matematikd proto piijima toto
tuto identitu jen jako axiom, zndmy pod nazvem hypotéza kontinua.

Cantorovy pfevratné objevy byly plné pochopeny a prijaty jen ¢asti matematické
obce. Ze strany mnoha vlivnych matematiki (jimz vévodil jeho osobni neptitel Leopold
Kronecker) se mu dostalo nepochopeni, vysméchu a vSemoznych tstrkd, které u néj
vyvolaly hluboké deprese a nakonec vedly i k jeho pred¢asné smrti.

Nicméné jeho prace vice nez kdy predtim odhalila nutnost postavit matematiku
na solidni zéklady. Ve snaze ocistit Cantorovy vysledky od vselijakych paradoxi
a nevysvétlitelnych kontraintuitivnich dtsledkt byla na pfelomu 19. a 20. stoleti
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patrnd znacna snaha o vybudovani bezesporné axiomatické teorie, ktera by se stala
vychodiskem pro veskerou matematiku. Tuto snahu korunoval v roce 1908 némecky
matematik Ernst Zermelo, jenz formuloval sadu osmi axiomt teorie mnozin, ana-
logickych Eukleidovym axiomtm geometrie. Mimo jiné axiomy zarucovaly existenci
préazdné mnoziny a nekone¢nych mnozin. V roce 1922 ji doplnil logik Abraham Frinkel
na sestavu osmi az deseti (podle rznych moznosti jejich formulace) axiomit. Jak se
pozdéji ukézalo, ve zdanlivé nevinném seznamu diima ¢asovanad bomba, a sice takzvany
axiom vybéru, ktery postuluje toto: pro libovolny soubor mnozin existuje vybérova
mnozina, kterd obsahuje pravé po jednom prvku z kazdé mnoziny v daném souboru.

{a,b,c}

Zatimco pro kone¢né soubory mnozin je konstrukce takové mnoziny snadna, pii praci
s nekone¢nymi soubory nastanou potize. Pokusme se ilustrovat tuto situaci na (ne zcela
korektnim) pfikladu z realného svéta. Pfedstavme si tfeba nekoneéné mnoho para bot.
Pro tuto mnozinu snadno nalezneme obecnou metodu konstrukce vybérové mnoziny:
z kazdého paru vybereme (napfiklad) levou botu. A ted si predstavme nekoneéné
mnoho pard ponozek. Je evidentni, Ze jsme nahle s rozumem v koncich, vyse uvedena
metoda selhéva, nebot obé ponozky jsou zcela stejné. Existenci vybérové mnoziny je
nutno postulovat axiomem.

Jenze na pocatku dvacatého stoleti nebylo znamo, zda jsou axiom vybéru a hypotéza
kontinua vibec konzistentni s ostatnimi axiomy a také zda nahodou nejsou na nich
zavislé. Kdyz v roce 1900 formuloval David Hilbert na kongresu v Pafizi svij slavny
seznam 23 nejdtlezitéjsich problémid v matematice, zaradil konzistenci a nezavislost
hypotézy kontinua na prvni misto. Konzistenci axiomu vybéru i hypotézy kontinua
s ostatnimi axiomy dokazal v roce 1940 Kurt Go6del, o némz zde jiz byla fe¢. Na dikaz
nezavislosti obou vyrokti na ostatnich axiomech ovsem musela matematicka obec ¢ekat
jesté o dalsich pétadvacet let déle. Dokézal ji Paul Cohen az v roce 1965.

Cohentiv diikaz rozdélil matematiky na dva tabory. Jedni odmitaji axiom vybéru
jakozto nekonstruktivni a zbyteény postulat, ktery ma velmi neblahé disledky, mezi
kterymi zafi Banachiv—Tarského paradox jako obzvlasté kriklavy a varovny priklad.
Zastanci axiomu vybéru naopak argumentuji nddhernou matematikou, kterd je bez
né&j nemyslitelnd (napiiklad moderni funkciondlni analjza by se musela obejit bez
Hahnovy—Banachovy véty a vSeho, co z ni plyne, coz by pro tuto disciplinu zna-
menalo fatdlni tder), a také tim, Ze negace axiomu je sama také dost kontraintui-
tivni. Bez axiomu vybéru bychom napftiklad nedokézali uspofddat mnoziny podle
velikosti.
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4. TTi typy paradoxu
To jsou paradoxy, co?

Véaclav Havel

V této kapitole se kratce zminime o matematickych paradoxech, které mizeme rozdélit
do t¥i skupin:

1) paradoxy typu 1: tvrzeni vypadéd absurdné, ale plati;

2) paradoxy typu 2: tvrzeni vypada rozumné, ale neplati;

3) paradoxy typu 3: logické antinomy, vedouci ke spornym dusledktum.

4.1. Paradoxy typu 3

Antinomy jsou obvykle logické paradoxy, nemajici zadny vztah k realité. Vyskytuji
se Casto ve vselijakych filosofickych ¢i teologickych disputacich, jejich podstata vSak
nalezi do vyrokové logiky, a tedy vlastné do matematiky. Jde o jakousi extrémni tiidu
paradoxd, o nichz lze do jisté miry fici, ze nemaji zadné obecné prijatelné feseni.
Vétsinou jde o otazku, na kterou nelze odpovédét kladné ani zaporné, abychom
se nedostali do sporu, nebo o vyrok, o némz nelze fici, ani ze je pravdivy, ani Ze
je nepravdivy. Rozli¢né formy takovych vyrokid jsou znamy od starovéku, seridzni
pozornost matematické povahy jim byla pravdépodobné poprvé vénovana az po roce
1901, kdy britsky logik Bertrand Russell zformuloval paradox, dnes nesouci jeho jméno.
,Oficialni“ matematickd verze Russellova paradozu zni takto: definujeme mnozinu
vSech mnozin, které nejsou prvkem sama sebe. Otazka zni, zda je pak tato mnozina
prvkem sama sebe nebo neni.

Existuje mnoho variaci na toto téma a vselijakych modifikaci, blizsich obecnému
publiku. Mezi nejznadméjsi patfi slavny paradox holice, ktery zformuloval Bertrand
Russell v roce 1918: jestlize holi¢ holi vSechny muze ve mésté, ktefi se neholi sami,
kdo holi holice? V jiné verzi jsou studovana vSechna pridavna jména, kterd popisuji
sama sebe — otdzka je, kam pat¥i slovo ,nepopsatelny“? V nejpiimocarejsi verzi mame
rozhodnout, zda je vyrok ,Ja jsem lhai“ pravdivy ¢i nikoli.

Pro tento typ paradoxt neexistuje zadné snadné feseni ¢i vysvétleni, predstavuji tikol
pro teoretickou logiku, kterad musi problematické vyroky néjakym zptsobem zakazat.
Alfred Tarski navrhl zavést hierarchii logickych metajazyki, z nichz kazdy by posuzoval
pravdivost vyrokt v nizsich metajazycich. Russell nabidl viceméné ekvivalentni me-
todu, takzvanou teorii typi, kterd by vyroky jako ,mnozina je prvkem sama sebe“ nebo
ymnozina neni prvkem sama sebe“ odmitla jako nesmyslné (nemajici pravdivostni
hodnotu) a existenci spornych mnozin by vyloudéila.

4.2. Paradoxy typu 2

Tyto paradoxy obvykle zZadnymi opravdovymi paradoxy nejsou, vétSinou obsahuji
n&jaky Svindl, af uz opticky nebo jiny. Existuji tisice geometrickych chytakt, které
casto nachazime ve sloupcich ¢i literature vénované rekreacni matematice. Zamérné

198 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 55 (2010), ¢. 3



odvadéji nasi pozornost klamnym smérem a vedou nas ke zjevné nesmyslnym zavértm,
nad nimiz si potom lameme hlavu.

Historie zna nékolik skutecnych mistri tohoto oboru. Jmenujme za vSechny ale-
sponi Samuela Lloyda (1841-1911), Lewise Carrolla (1832-1898) ¢i Martina Gardnera
(nar. 1914). Sam Lloyd, jehoz asi nejznaméjsi Sardda 14-15 (u nds moznd znaméjsi
pod nézvem ,patnictka“) zamotala kdysi hlavu miliéntm lidi, publikoval v roce 1896
tlohu nazvanou Get off the Earth, jakysi rotacni disk, pfipevnény k obdélnikové tabuli,
na kterém po obvodu kruznice vidime nékolik ¢inskych bojovnikd (viz obrazek). Na

kruhu je Sipka a na tabuli jsou vyznaceny pozice NE a NW. Sméfuje-li Sipka k bodu
NE, bojovnik je t¥inact. Oto¢ime-li diskem tak, aby Sipka sméfovala do bodu NW, pak
jeden Citian zmizi a napoéitame jich pouze dvanict. Kam zmizel t¥inacty bojovnik?
Tato hricka vzbudila pochopitelné obrovskou pozornost a byla nasledovana mnoha
variacemi na stejné téma. Asi nejkrasnéjsi z nich je kanadsky chytdk The Vanishing
Leprechaun (Mizejici pidizvik), ktery pro déti vyrabéla firma W. A. Elliott v Torontu.
Rozstiihnéte si obrazek podle pferusovanych ¢ar na tii casti a pak horni dva dilky
vyménte. Na ptivodnim obrazku napocitate patnact pidizvikd, ale po vyméné jen
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¢trnact. Jde pochopitelné o podvod,ale ve-
lice mazané provedeny. Vysvétleni jevu je
mozno ilustrovat na zndmém triku, ktery
kdysi pouzivali falsovatelé penéz (viz obra-
zek vpravo).

Geometrické verze paradoxu typu 2 ob-
sahuji vselijaké dikazy nesmyslnych tvrzeni
(naptiklad Ze kazdy trojuhelnik je rovnora-
menny) nebo (opét) zdanlivé nevysvétlitelné
ubytky plochy. Nasledujici diagram ukazuje
navod, jak rozstiihat ¢tverec o strané 8 jed-
notek na ¢tyfi dilky a z nich sestavit obdél-
nik o rozmérech 5 krat 13 jednotek (je vam
na tom néco divného?).

ll
II..II-_

Vysvétleni, které ovsem neni na prvni pohled
patrné, vidime na obrazku vpravo.
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4.3. Paradoxy typu 1

Fascinujici fyzikalni paradox, ktery si navic mtze kdokoli pomoci bézné dostupnych
materidli vyzkouset doma, objevil Joel Cohen. Pod nazvem Braessiv paradox byl
uvefejnén v Discovery Magazine v roce 1992: Zavésime zavazi na soustavu dvou
pruzin a tenké struny. Prestfihneme-
-li strunu, spadne nam zéavazi na
nohu. 7Z tohoto dtvodu piidame
dvé dalsi volné visici stejné dlouhé
tenké strunky, delsi nez pruziny.
Prestfihneme-li kratkou strunku ted,
zdé se nad slunce jasnéjsi, ze zavazi
poklesne. Kupodivu, pravy opak je
pravdou (viz obrazek). Pfesné vy-
svétleni zde neuvedeme, pouze na-

povime, Ze zde hraje roli rozdil mezi sériovym a paralelnim zavéSenim.

Za zminku rozhodné stoji jesté alespon takzvany Simpsoniv paradox, ktery se
projevuje v praxi casto a ktery jiz zamotal hlavu mnoha lidem véetné statistiki.
Zajimavé na ném je, Ze obsahuje pouze velice trividlni matematiku, takze si kazdy
skoldk muze snadno ovérit, Ze opravdu funguje. Predstavme si, Ze jakysi vyzkumnik
zapoli s néjakou zdkernou chorobou a pottebuje si otestovat, ktery ze dvou dostupnych
1ékd, nazyvejme je zlutymi a Cervenymi pilulkami, je G¢innéjsi. Protoze lidé rtzného
pohlavi mohou reagovat rizné, jsou zaznamenavana data pro muze a pro Zeny oddé-
lené. Testem projde celkem 245 pacientt, z toho 200 muzl a 45 Zen, a kazdy pacient
dostane pravé jeden ze dvou lékt. Dejme tomu, Ze byla ziskdna tato data: Cervena
pilulka byla podana 100 muztim, z nich 80 piezilo a 20 zemielo. Zluta pilulka byla
nabidnuta také 100 muztim, z nich pak 78 pfezilo a 22 zemfelo. Cervena pilulka byla
déle podana 40 zenadm, z nichz 20 pfezilo a 20 zemrelo, a zluta pilulka byla aplikovana
u zbyvajicich péti Zen, z nichz dvé prezily a tfi zemfely. Vyjadfeno v procentech, pfi
1écbé cervenymi pilulkami pfezilo 80 procent muzi a 50 procent Zen, zatimco pii lécbé
zlutymi pilulkami pouze 78 procent muzt a 40 procent zen. Jsou tedy cervené pilulky
jasné lepsi?

Vyzkumnik v tomto okamziku preda data kolegovi, ktery zanedbéa jejich rozdéleni
podle pohlavi a sdruzi je do jediného souboru. Je jasné, ze z toho opét musi vyjit
ervené pilulky lépe? Bohuzel nikoli. Cervené pilulky byly podany celkem 140 osobam,
z nich prezilo 100, coz je 71,4 procenta, zatimco zluté pilulky byly aplikovany u 105
pacientd, z nichz prezilo 80, coz je 76,2 procenta. Kombinovana tabulka vychézi
vyrazné ve prospéch zlutych pilulek!

Nez se pokusite tento paradox vysvétlit, odpovézte si na dvé otazky:

1. Jste-li pacient, ktery 1ék si vyberete?

2. Jste-li 1ékai a nemate tuseni, jakého pohlavi je vas pacient, ktery lék mu nabid-

nete?

Paradox je zptsoben tim, Ze muzi maji bez ohledu na terapii obecné vyrazné vyssi
procento pieziti nez Zeny (samoziejmé pouze v naSem hypotetickém piiklads). Zluté
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pilulky byly ovSem nabidnuty téméf vyhradné muztim, kterym se obecné daii 1épe.
Tim se vysledky zlutych pilulek znacné zlepsily. Vétsi Gcinnost ovSem maji pilulky
Cervené a méli bychom si je zvolit, at uZ jsme pacientem nebo lékafem. Tento fakt
byl zamaskovén jakmile jsme zanedbali déleni dat na obé pohlavi, a vznikla velice
nebezpecna situace.

Tento paradox se v historii projevil né€kolikrat velmi vyrazné a obcas vedl k fatalnim
zavérum. Je tfeba dat si na néj pozor, kdykoli tfidime néjaka data. Vskutku hrizna
predstava je, jak strasnou zbrani by se Simpsoniv paradox mohl stat v rukou politika
a demagogt. Mame velké stésti, ze jim to jejich vzdélani a intelekt vétsinou nedovoluji.

5. Kongruence a kongruence po ¢astech

Ve stinu hran jsem soumérnd, ouuu, ...

Bara Basikova

Rekneme, Ze dva objekty jsou kongruentni, jestlize lze jeden pievést na druhy pomoci
izometrie, tedy zobrazeni, které zachovava vzdalenosti mezi jednotlivymi body a ne-
provadi s origindlem zadné natahovani, smr§fovani ¢i jakékoli jiné distorze tvaru. Na

% obrazku vidime izometrické a neizo-

: | metrické zobrazeni vazy.
/ Mezi zakladni typy izometrii patii
) posun a rotace, v nékterych pti-
[sometric trdl‘lbrOrIT‘ldTiOnb - isometries .
§ padech se pfipousti téz zrcadleni.
\ Pro nase ucely je velmi dulezité si
ﬁ uvédomit, ze v diikazu Banachovy—
Tarského véty budeme pouzivat sku-
tecné jen izometrie. Kdyby bylo po-
voleno natahovani, pak bychom kyze-
ného nartstu hmoty dosahli snadno.
Geometrické tlohy obsahujici de-
kompozici obrazcti a téles provazeji
§ lidstvo odjakziva. V klasickych dvoj-

Non-isometric transformations rozmérnych geometrickych alohéch

\ méme ¢asto za tkol rozstithat dany

% mnohothelnik a sestavit z néj jiny

dany tvar. Tedy jeden objekt je roz-

stfthdn na koneéné mnoho ¢asti, a ty jsou pak pomoci izometrii (posunovani po stole)

prevedeny na objekt druhy. Budeme-li ignorovat hranice jednotlivych ¢asti, muzeme
definovat, ze takové dva objekty jsou pak niuzkoveé kongruentni.

Znédma Wallaceova—Bdlyaiova—Borweinova véta pravi, ze dva mnohothelniky jsou
nizkové kongruentni pravé tehdy, kdyz maji stejny obsah. Tento fakt na pfrelomu
stoleti zfejmé zaujimal velmi dilezité misto v matematice, nebof otdzku, zda plati
trojrozmérna verze této véty, nachdzime hned na tietim misté Hilbertova seznamu.
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Pfesnéji feceno, Hilbert predpovidal zdpornou odpovéd a problém formuloval jako
vyzvu k nalezeni protipfikladu. Problém padl hned jesté v roce 1900, a to jako prvni
ze seznamu (dodejme, Ze dnes jsou jiz vyTeseny nebo alesporti ¢astecné vyfeseny viechny
Hilbertovy problémy kromé jediného — Riemannovy hypotézy). Kyzeny protiptiklad
nalezl (a Hilbertovu domnénku tak potvrdil) dvaadvacetilety némecky matematik
Max Dehn, a to dokonce kuriézné jesté predtim, nez stihl Hilbert svij slavny seznam
prezentovat v Pafizi. K ditkazu mu stacily ¢tyfstény.

Nuazkova kongruence ovsem skryva jista tskali, na kterd je tfeba dat si pozor, jestlize
chceme pracovat na solidnich matematickych zakladech. Potize nastavaji pro body na
hranici stfihu. Podivejme se napiiklad na ¢tverec a rovnoramenny trojthelnik. Jsou
ntzkové kongruentni? P¥i povrchnim ohledéni se zd4, Ze ano, nebot prosté rozstiih-
neme ctverec po diagondle a ze dvou ziskanych tojuhelnikii snadno sestavime jiny.
Kam se vSak zobrazi diagonéla ve ¢tverci? Je jasné, Ze nemuzeme dostat obé odvésny,
ale jen jednu. A naopak, co se déje v misté ,slepu“? Tam naopak dochdzi k jakémusi
yprekryvu“?! Tyto otézky bohuZel nelze uspokojivé zodpovédét. Je tieba se smifit
s tim, Ze ctverec a trojihelnik niizkoveé kongruentni nejsou. Jsou vsak kongruentni po
castech.

Rekneme, Ze dva objekty jsou kongruentni po édstech, jestlize jeden lze rozloZit na
kone¢né mnoho podmnozin a z mnozin jim kongruentnich pak slozit druhy objekt.
Pro ilustraci se podivejme na nékolik jednoduchych ptikladt. MnozZina ptirozenych
Cisel {1,2,3,...} je zfejmé kongruentni mnoziné pfirozenych ¢isel bez prvki 1, 2 a 3,
tedy mnoziné {4,5,6,...}, nebot jednu dostaneme z druhé pouhym posunem. Na
druhé strané mnozina pfirozenych ¢isel neni kongruentni mnoziné sudych éisel (ackoli
maji stejnou mohutnost), protoZze vzdalenosti mezi body nelze zachovat pfi zddném
zobrazeni.

A ted se podivejme na mnoziny {1,2,3,...} a{1,2,3,5,6...}, tedy na pfirozen4 ¢isla
a prirozena Cisla bez ¢tyfky. Mnoziny opét nemohou byt kongruentni, protoze neexis-
tuje zpisob, jak zaplnit diru po ¢tyfee. Jsou ale kongruentni po ¢astech, nebof mno-
zinu {1,2,3,5,6...} rozdé-
lime na sjednoceni mnozin | 2 3 4 5 6 7 i & & 4 & & 7
{1,2,3}a{5,6...}, druhou
posuneme o jedni¢ku vlevo (to je kongruence) a ziskané dvé mnoziny sjednotime. Toto
je velmi dulezity princip, ktery nazyvame posunem z nekonecna.

Na myslence posunu z nekonecna je zalozena koncepce piivabného takzvaného
Hilbertova hotelu, ktery ma nekone¢né mnoho pokoji, je zcela zaplnén a ptijizdi novy
host. Hilbert presune kazdého jiz ubytovaného hosta do pokoje s ¢islem o jednicku
vyssim, ¢imz ziskava volny pokoj pro nové prichoziho. Vzapéti ovsem piijizdi autobus
s nekonecné (spoetné) mnoha dal$imi zdjemci. Hoteliér Hilbert (veden pfedstavou
netrividlniho zisku) si ale hravé poradi i s tim, prosté pfesune kazdého hosta do pokoje
s dvojnasobnym cislem, a liché pokoje nabidne novym pocestnym. Pozdéji piijede
nekoneéné (spocetné) mnoho takovych autobust. I tento novy dav je jesté mozno ve
zcela zaplnéném Hilbertové hotelu ubytovat a dokonce to ani neni tak tézké. Staci
autobusy srovnat vedle sebe na parkovisté a oznacit vSechny v nich sedici cestujici
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pfirozenymi ¢isly podobné jako Cantor ocisloval racionalni ¢isla. Tim se problém
prevede na ulohu obsahujici jen jeden autobus, kterou jiz ale recep¢ni umi vyfesit.

Myslenku posunu z nekone¢na muzeme vyuzit k ,vytvareni a zapliiovani dér®.
Vezméme si kupfikladu kruznici o poloméru 1. Chceme dokazat, ze je kongru-
entni po castech své vérné kopii, z niz ale odstranime jeden bod. Zac¢neme s ne-
porusenou kruznici. Bod, ktery ma
zmizet, oznac¢ime symbolem 0. Po- 2
suneme se po kruznici proti sméru
hodinovych rucicek tak, abychom
po oblouku urazili délku 1. Bod, ve
kterém skonc¢ime, oznac¢ime 1. Ura-
zime znovu stejnou jednotku stejnym
smérem a vysledny bod oznacime
2. A tak déle. Iracionalita poméru
délky kruznice ku poloméru nam za-
rudi, Ze ani pri opakovaném prichodu
kruznici se zadné dva body nikdy
nepotkaji. Oznac¢ime symbolem A
mnozinu vSech takto ziskanych bodt,
tedy A = {0,1,2,...} a symbolem B zbylé body na kruZnici. Tedy celd kruznice je
sjednocenim A a B. Provedeme-li rotaci bodi mnoZiny A o jednu jednotku proti sméru
hodinovych rucicek, dojde k ,,posunu do nekonec¢na‘“: bod 0 se zobrazi na bod 1, bod
1 na bod 2 a tak dale, ale Zddny bod se nezobrazi do bodu 0. Takto posuneme A
do nekone¢na a B zachovame v ptvodnim tvaru. Tim je dikaz hotov. Pochopitelné
obracenym procesem (posunem z nekone¢na) mizeme naopak diru na kruznici zaplnit.

Obdobné lze dokazat kongruenci po ¢astech iplného kruhu a kruhu, z néjz vyndame
jednu tsecku. Dtikaz kongruence po ¢astech ¢tverce a trojuhelnika stejného obsahu

vvvvv

myslenkové je ale Giplné stejny.

6. Pfedchudci Banachova—Tarského paradoxu

Otazka zni, co to vibec je paradox. Cantor definoval nekonefnou mnozinu jako
takovou, pro kterou existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni na néjakou jeji vlastni
podmnozinu. Uz sama tato definice mtize leckomu pfipadat jako paradox, nebot je ve
zdénlivém sporu s Eukleidovym axiomem, tvrdicim, ze ,celek je vic nez ¢ast“. Pak
neni divu, Ze pfi praci s nekoneénem budou nevyhnutelné nasledovat dalsi (a hlubsi)
paradoxy.

Kromé Cantorovy definice nekoneéné mnoziny existuje jesté definice alternativni,
kterou zformuloval Cantortv pfitel a kolega Richard Dedekind: mnozina je nekonecna,
jestlize existuje prosté zobrazeni z mnoziny prirozenych ¢isel do ni. Pfijmeme-li axiom
vybéru, pak neni tézké dokazat, ze Cantorova definice je ekvivalentni Dedekindové.
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6.1. Natahovani a Bolzanuv paradox rovného a nerovného

Vsechna zvitata jsou si rovna, ale nékterd jsou si rovnéjsi.

George Orwell

Zeptejte se libovolné osoby na ulici, zda interval [0, 1] obsahuje méné bodi neZ interval
[0, 2]. Odpovédi se budou rtznit. Jde o typicky piiklad paradoxu rovného a nerovného,
ktery poprvé popsal Bolzano. Obé mnoZiny maji sice stejny pocet bodl (stejnou
kardinalitu), je vSak ziejmé, Ze druhy interval mé oproti prvnimu par boda navic.
Je tfeba se smifit s tim, Ze u mnozin obsahujicich nekone¢né mnoho bodi existuje
proces jakéhosi ,natahovani“, kterym lze vzajemné jednoznacné zobrazovat na sebe
mnoziny ruznych rozméru. Prekvapivé obtizna je Gloha nalézt vzajemné jednoznacné
zobrazeni mezi otevienym intervalem (0,1) a jeho uzavienym kolegou [0, 1].

Cantor studoval otazku, zda je mozné najit bijekci mezi mmnozinami sice stejné
kardinality, ale riznjch rozmérti, napiiklad mezi tiseckou a étvercem. Usecka prece
nemd zadnou Sitku! V roce 1874 napsal Dedekindovi o tomto problému a v dopise
predpovédél, ze odpovéd bude zaporna. Ke svému zdéseni dokazal, Ze to mozné je.
V roce 1897 pise Dedekindovi opét: ,,Dokazal jsem to, ale nemohu tomu uvérit!“
Dedekind odepsal a varoval Cantora, ze jeho vysledky nebudou vlivnou matematickou
obci dobie pfijaty (s Kroneckerem méli své zkuSenosti oba). Editoii ¢asopist jako
napiiklad Crelle’s Journal se zdrdhali Cantorovy ¢lanky pfijimat. Domnivali se, Ze
nékde musi byt chyba, ale nikdo ji nedokazal nalézt.

6.2. Vitaliova konstrukce neméritelnych mnozin

A Sel bych cestou prasnou, co nikdo nezméri. . .
Karel Zich

V roce 1905 vytesil italsky matematik Giuseppe Vitali otazku, zda jsou vSechny
podmnoziny realné osy lebesgueovsky méritelné, a to negativné. Jeho konstrukce,
zaloZend na axiomu vybéru, je pozoruhodné jednoduchi. Rekneme, ze dvé ¢isla a
a bz [0,1] jsou ekvivalentni (a piSeme a ~ b), jestlize jejich rozdil je raciondlni, tedy
a — b € Q. Tedy naptiklad vSechna racionalni ¢isla jsou ekvivalentni. Také cisla %
22+—n“ jsou ekvivalentni. Cisla % a % ekvivalentni nejsou. RozloZime interval [0, 1]

na t¥idy ekvivalence. Téch je samoziejmé nespocetné mnoho. Pomoci axiomu vybéru

a

nyni zkonstruujeme vybérovou mnozinu, ktera obsahuje pravé jeden prvek z kazdé
tfidy. Oznacime ji M a nazveme ji Vitaliovou mnozinou. Pro kazdé racionalni ¢islo ¢
definujeme mnozinu M, := {z + ¢; = € M}. Pak tedy cela realna osa je (spocetnym)
sjednocenim mmnozin M, pres vSechna raciondlni ¢isla ¢. VSimnéme si, Ze M, jsou
disjunktni a kongruentni.

Nyni sporem dokazeme, ze M nemize byt méfitelna. Kdyby byla, pak by vSechny
mnoziny M, musely mit tutéz miru. Kdyby mira mnoziny M byla rovna nule, pak
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by tedy mira celé realné osy byla rovna nule, coZ je samoziejmé nemozné. Ale kdyby
w(M) > 0, pak by platilo

p([0,2]) = (| J{My; g racionalni, 0 < g < 1}) = Y p(M,) = oo,
05¢=1

coz je také nemozné. Takze ani M ani M, nejsou méfitelné.

Jednim z paradoxnich dusledkt Vitaliovy konstrukce je nasledujici tvrzeni: Podmno-
Zinu intervalu [0, 2] lze rozloZit na nékolik podmnoZin, ze kterych pak lze sestrojit celou
realnou osu. Na této konstrukci je izasné, ze neobsahuje zadné natahovani. DalsSim
disledkem je pak jiz zfejmy pfimy predchiidce Banachova—Tarského paradoxu: Pomoci
Vitaliovy konstrukce je mozné€ rozlozit kruznici na sjednoceni dvou mnozin, z nichz
kaZdou lze rozlozit na podmnoZiny, z kterych lze sestavit puvodni kruznici. Dostavame
tedy dvé kruznice z jedné!

6.3. Hyperwebster

Popsat vam ji lze jen stézi, slovnik mij md mdlo slov. ..
Milan Dufek

Nadhernym pfikladem paradoxni konstrukce, na kterou dokonce nepotiebujeme témér
viibec zddnou matematiku, je superslovnik Hyperwebster, jehoz autorem je Ian Ste-
wart. Hyperwebster obsahuje vSechna slova, ktera lze sestavit z 26 pismen anglické
abecedy. Slova maji vzdy konecny pocet pismen a jsou sefazena abecedné. Slovnik
uvadi vSechny vyrazy bez ohledu na to, zda davaji smysl. Prvni polozky na seznamu
jsou A, AA, AAA, AAAA, a tak déle. Po nekone¢né mnoha takovych slovech pfijdou
na fadu AB, ABA, ABAA, ABAAA a tak dale. Slovnik sice neni vykladovy, definice
ruznych pojmi v ném vsak presto jsou. Musime ovSem rozpoznat spravné definice od
nesmyslid. Napiiklad zde méame definici slova lichobéznik skrytou v hesle LICHO-
BEZNIKJECTYRUHELNIKKTERYMAPRAVEDVESTRANYROVNOBEZNE, na-
jdeme ovsem také heslo LICHOBEZNIKJEPLECHOVYHLODAVEC. I to udava de-
finici lichobézniku, ale ponékud zavadéjici. Hyperwebster je ovSéem mnohem vic nez
jen pouhy slovnik. Budou v ném zminény vSechny c¢lanky, knizky a texty pisni, které
kdy byly napsany, i ty, které teprve napsany budou. Najdeme v ném léc¢ebné postupy
na choroby, které zatim neumime vylécit. Mezi nimi budou ale i nespravné léc¢ebné
navody, a bude tfeba celych tymt expertii z oboru mediciny, aby od nich odlisily ty
pravé.

A ted si pfedstavme, Ze se hypoteticky nakladatel Ferda Mravenec & Brouk Pytlik,
s.r.o., rozhodne vydat Hyperwebstera ve 26 dilech vzdy podle pismene, kterym vyjrazy
zaCinaji. Budeme tedy mit napiiklad dil A: A, AA, ..., AB, ABA, ..., obdobné
budou vypadat dily B, C, ..., Z. Tésné pfed vydanim si nakladatel uvédomi, Ze bude
potfebovat spoustu drahého papiru. Aby usetfil, rozhodne se ze vSech slov obsazenych
v prvnim dilu odstranit pocatecni pismeno A, nebot to si tam pak kazdy snadno
doplni. Obdobné nalozi s ostatnimi dily. V logaritmickych tabulkdch se pfece také
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casto vynechava nula a zacéind se az desetinnou carkou. Nakladatel usetii spoustu
penéz a ¢tenafe to nic nestoji. Par hodin pred vydanim slovniku se objevi dalsi zptisob,
jak usetfit penize: peclivou kontrolou vSech dili se ukaze, Ze jsou zcela identické. Pro¢
by se tedy mély vydavat vSechny? Stacéi prece vydat pouze dil A! Bude ale moudré
prejmenovat prvni dil na Hyperwebster. Nakladatel pak rozdéli dil A do kapitol podle
druhého pismene (kapitola A az kapitola Z). Opét se v kazdé kapitole vynecha prvni
pismeno a zase, jako z ud€lani, se zjisti, ze jsou vSechny kapitoly stejné. Vyda se tedy
pouze kapitola A! Jen ji pfejmenujeme na Hyperwebster. Snadno uhodnete, co se bude
dit dal. Prijdou na fadu paragrafy, odstavce, a tak déle.

Superslovnik Hyperwebster ma kromé vSech svych tzasnych kvalit jesté také nasle-
dujici pozoruhodnou vlastnost: lze jej rozlozit na nekoneéné mnoho svych vlastnich
kopii, z nichz kazdou lze rozlozit na nekone¢né mnoho svych vlastnich kopii a tak dale.

6.4. Sierpinského—Mazurkiewiczuv paradox

Polsky matematik Waclav Sierpinski (1882-1969) formuloval problém, zda je mozné
rozlozit néjakou mnozinu E na disjunktni sjednoceni dvou mnozin F; a F, tak, aby
kazda z nich byla kongruentni ptivodni mnoziné. Kladnou odpovéd na tuto otéazku
pfinesl jeho student Stefan Mazurkiewicz (1888-1945).

Mazurkiewiczova mnozina F obsahuje nasledujici body: poc¢atek dvourozmérného
Eukleidova prostoru a pak vSechny body, které lze z pocatku dostat jednou z néa-
sledujicich operaci: posunem doprava o jednu jednotku, nebo otocenim proti sméru
hodinovych ruciéek o jeden radian (coz je ' stupifl). E je spofetnd mnozina bodt
z R2. Nyni posuneme vSechny body z E o jednotku doprava a vyslednou mnozinu
nazveme F1. Dale pootoc¢ime vSechny body mnoziny F proti sméru hodinovych rucicek
o jeden radidan a vyslednou mnozinu ozna¢ime E5. Ctény Ctenaf se jisté sam snadno
presvédci, Ze tato dekompozice mé kyzené vlastnosti.

Translate 1 — Translate 1 — Rorate 1

Translate 1 — Rotate 1 — Translate 1
Translate 1 — Rotate 1 ;

R @
. \
\ \
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\ Al
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., [}
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Translate 1 Translate 1 — Translate 1 Translate 1 — Translate 1 — Translate 1
. T L L ] x
1 2 3
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Na této konstrukci je pozoruhodné nejen jeji zarazejici jednoduchost, ale hlavné to,
7e nepouziva axiom vybéru. Na zavér si jesté vsimnéme mozna trochu prekvapivé
souvislosti s Hyperwebsterem: pfifadme jednotlivym bodiim Ffetézce pismen podle
posloupnosti tkont, ktera nas k bodu dovedla, tedy T" pro posunuti a R pro rotaci.
Pak FE; obsahuje pravé vsechny body zacinajici pismenem T a FE5 naopak vSechny
body zacinajici pismenem R.

7. Dukaz Banachovy—Tarského véty

Nekonecno je misto, kde se déji véci, které nejsou.

neznamy skolak

V této kapitole uvedeme ditkaz Banachovy-Tarského véty. Pfipomeneme si jeji znéni.

Véta. Jednotkovou trojrozmérnou kouli B = {[x,y, 2]; 2% +y%+2% < 1} Ize rozlozit
na dvé ¢asti By a Bs, z nichz kazda je po ¢astech kongruentni kouli B.

Dikaz muzeme rozdélit do tfi hlavnich kroku:

7.1. Prvni krok: grupa rotaci na sfére

Rotaci nazveme jakykoli rigidni pohyb mnoziny bodd v trojrozmérném prostoru,
pri kterém se kazdy bod pohybuje po stejné kruhové draze. Nesmi dojit k zadnym
distorzim, vzdalenosti mezi body jsou stéle stejné.

Nejprve definujeme dvé zakladni rotace: symbolem 7 oznac¢ime rotaci ve sméru ho-
dinovych rucicek o 120° kolem osy z a symbolem ¢ rotaci kolem osy z = x v roviné xz
o 180°. Tato osa prochézi po- z
catkem a svira thel 45 stupnt z=x

: ‘ T 120°
s osou z (viz obrazek).

Budeme uvazovat vSechny & 6-‘

S : . c:180° T, 1
mozné kombinace rotaci T a o.

Napiiklad rotace 72 = 77
predstavuje pootoCeni podél
osy z ve sméru hodinovych
rucicek o 240°. Slozime-li ro-
taci 7 t¥ikrat, dostaneme 73 =

= 777, tedy otoceni podél osy x
z ve sméru hodinovych ruéicek o 360°. Pfi této rotaci se poloha bodu sféry neméni.
Tuto rotaci budeme nazjvat identickou a oznadovat symbolem I. Mame tedy 73 = I,

obdobné plati o2 = I. Rotaci o, po které néasleduje rotace 7, ozna¢ime 7o a podobné.

208 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 55 (2010), ¢. 3



Vsechny rotace, které slozime ze zékladnich rotaci, budeme uvadét v redukovaném
(nejjednodussim mozném) tvaru. Tedy napiiklad piSeme

lo=o0l=0, IT=7l=T,
ol =713 =1,

=7 =11 =7,

o3t = Pro?or = ItloT = TOT.
Kazdou rotaci kromé I je tedy mozno vyjadfit ve tvaru konecného Fetézce rotaci 7,
72 a 0. Podet téchto symbold v fetézci budeme nazyvat délkou rotace, pficemz I ma

207 mé délku 4.

délku 0. Tedy napriklad rotace o7
Mnozinu vsech rotaci ozna¢ime G. Potom G je grupa a navic lze dokazat takzvanou
vétu o jednoznacnosti: kazdou rotaci v G lze vyjadfit v redukovaném tvaru pravé

jednim zpisobem.

If €, If wed, If aeG,
If the leftmost character assign assign assign
of aisTort’ \ oo to G, G0 to G, oo to G
assign assign assign
o to G, Toto Gy T0 to G,
If the leftmost character
ofaisc
assign assign assign
T’ to G, o to G, o to G,

Nyni rozdélime rotace z grupy G do tii disjunktnich podskupin G, G2, G3. Stano-
vime presny algoritmus, ktery kazdou rotaci umisti pravé do jedné z nich. Seradime
vSechny rotace podle jejich délky, tj. zacneme s identickou rotaci I, pak pfijdou na fadu
rotace délky jedna, dvé, t¥i, a tak dale. Kazdou rotaci posoudime zvlast a zafadime ji
pravé do jedné z podskupin G, G2 nebo (3. Jde o postupny nekonecny proces, ktery
se podoba napfiklad definici matematické posloupnosti rekurzivnim vzorcem; i nas
vybér ptislusné podskupiny totiz bude zaviset na umisténi predchéazejicich rotaci.

Nejprve uvedeme matematicky popis naseho algoritmu. Nechf o je néjakd rotace
z G. Je-li symbol stojici v jejim zapisu nejvice vlevo bud 7 nebo 72, pak vlozime oo
postupné do G5, G; nebo G; podle toho, je-li @ € G1, a € Gy nebo a € G3. Je-li
naopak nejlevéjsi symbol v zapisu rotace o roven o, pak obdobnym zptisobem vlozime
rotaci Ta postupné do G, G3 a G, a rotaci 72« postupné do Gs, G a Gs.

Navod je vcelku efektivné znézornén na tabulce, kterou vidime na obrazku.
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Proces spustime tak, Ze umistime identickou rotaci I do kose Gi, rotace 7 a o do
kose G2 a rotaci 72 do koSe G3. Tim jsme rozmistili véechny rotace délky nula a jedna.
Z tabulky vyplyva, kam zafradit vSechny rotace délky dvé. Pak pfijdou postupné na
fadu rotace délek t¥i, ¢tyfi a tak dale. Naptiklad rotaci 7o musime umistit do Gg,
protoze rotace o byla pfedtim umisténa do G2 a v jejim zapisu stoji nejvice vlevo
symbol o. Tuto rotaci jsme zleva obohatili symbolem 7, podle uvedené tabulky tedy
je tieba zafradit nové vzniklou rotaci 7o do Gs.

Chceme-li nékam umistit rotaci 072, uvédomime si, Ze zapis rotace 72 za¢ina vlevo
symbolem 72 a Ze byla piedtim sama zafazena do G3. Pfidanim o na zacatek fetézce
jsme vytvorili novou ro-
taci, kterd podle ta-
bulky spadne do G1. Az
se dostaneme na droven
tfi a budeme chtit zatra-
dit rotaci 7072, vzpo-
meneme si, Ze rotace
o7? padla do Gy, a tedy
nova rotace poputuje do
G5. V tomto duchu pak
postupujeme stale dal.

Na obrazku vidime rozmisténi nékolika prvnich rotaci do jednotlivych kosu.

2.2 2 2 2 2
L 6%, 67, v 0, 0, T, T0T, 61°G, 10T, . . . T IO O s «

Péknou ilustraci tohoto algoritmu je takzvany rotaéni stroj Roberta Frenche (viz
obrazek). Na pocatku vlozime identickou rotaci I do koSe G; a pak uZ stroj pracuje
automaticky sdm. Identickd rotace se jesté predtim, nez spadne do kose, zkopiruje
a posune do nalevky nad kosem G;. Tam je postupné sloZena s rotacemi o, 7 a 72,
vzniklé rotace jsou v sortovaci od sebe oddéleny a posléze odvedeny odpovidajicim
potrubim do pfislusnych kosia. Nez do nich spadnou, jsou opét kopirovany, odvedeny

nahoru do néalevek, a cely proces pokracuje stejnym zpusobem dél.

Tii takto ziskané podskupiny jsou provazany velmi zajimavymi vztahy. Jestlize
napiiklad na jakoukoli rotaci z G; provedeme rotaci 7, dostaneme rotaci z G5 a naopak,
jakdkoli rotace z G5 vznikne popsanym zptsobem. Tento fakt zapisujeme ve tvaru
7G1 = (2. Napriklad rotace o1 patfi do G1, a tedy rotace 7o7 nélezi do G3. Obdobné
lze dokézat 72G1 = G5 a 0G1 = Go U G3.

7.2. Druhy krok: rozklad jednotkové sféry na dvé vlastni kopie

Nejprve si vSimneme, Ze kazda rotace ma praveé dva poly, coz jsou body, které pii rotaci
neméni polohu. Naptiklad pdly rotace T maji souradnice [0, 0, 1] a [0,0, —1] (skoro jako
severni a jizni pdl). ProtoZe rotaci je spocetné mnoho, je také mnozina P vSech poli
vSech rotaci spoCetna. Ozna¢me symbolem S celou sféru.

Kazdy bod z mnoziny S\ P (ktera je samoziejmé nespocetnd) je spojitelny néjakou
rotaci se spoCetné mnoha jinymi body na sféfe. Pokud néjaké dva body spojuje
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G.1,T0T,07°G,T0T, ... t*101%0r,...

ra

néjaka rotace, fikdme, Ze tyto dva body patii do stejné orbity. Sféra bez pdla je tedy
sjednocenim nespocetného mnozstvi orbit, kazdy bod patii pravé do jedné.

Nyni pfisel ¢as na pouziti axiomu vybéru. Sestrojime vybérovou mnozinu C, ve
které bude pravé jeden bod z kazdé orbity. Potom je zfejmé C nespocetna, disjunktni
s mnozinou P, zaddné dva body z C nelze spojit Zddnou rotaci z G a konecné do
kazdého bodu z S\ P vede néjaka rotace z néjakého bodu z C.

Nyni oznac¢ime K; = G1C, Ky = G2C' a K3 = G3C. Potom

S:PUK1UK2UK3-

Déle je ziejmé, Ze rotaci 7 prevedeme K7 na K. To ale znamené, ze K7 je kongru-
entni K. Obdobné pomoci rotace 72 dokazeme, %e K; je kongruentni K3 a kone¢né
pomoci rotace o, ze K7 je kongruentni Ks U K3. Tedy

K1%K2%K3%K2UK3.

Tento nadherny vztah se nazyva Hausdorffiv paradox, nebo téz paradoz tretiny a po-
loviny (viz téz [4]). Protoze celd K je téméf rovna sjednoceni K7 U Ky U K3 (az na
poly, kterych je ale mélo), mizeme kazdou K; povaZovat za néco jako tretinu celé K.
Zaroven je ale kazda K; kongruentni Ky U K3, takze ji mizeme zaroven povazovat za
priblizné polovinu sféry K.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 55 (2010), ¢. 3 211



Nyni provedeme klicovy krok.
Mnozinu Ko U K3 pouzijeme jako
yrozkladovy vzor“. S jeji pomoci
rozlozime kazdou z mnozin Ki,
K> a K3 na dvé casti, z nichz

jedna je kongruentni Ks a druhd
Kj3. Tim jsme rozlozili mnozinu
S\ P na Sest ¢asti, z nichz kazda
je kongruentni bud K> nebo Kj.
Nyni stac¢i vzit vzdy tii a tfi

, / K

/ / 5\ N\
enci mnozindm K, Ky a K3 (viz

obrazek). Tim ziskdme dvé identické kopie S\ P, jejichz sjednocenim je ale opét S\ P.
Co zbyva, je vyporadat se s pdly. OvSem téch je tak
malo (pfesnéji spofetné mnoho), Ze na zaplnéni dér po

K K

z nich a deklarovat jejich kongru-

S-p s

. nich staci technika, kterou jsme vyse popsali jako posun
z nekonec¢na (viz obréazek). Touto metodou dokézeme, ze
S\ P je kongruentni S, a jsme hotovi.

7.3. Treti a posledni krok: prechod od sféry ke kouli

Tézké klicové ¢asti dikazu méame za sebou. Tieti krok je snadny. Kazdému bodu sféry
prifadime tisecku vedouci z tohoto bodu az k pocatku. Takto rozsifime sféru na kouli
bez stfedu a kopirujeme operace z druhého kroku. Nakonec zaplnime diru v pocatku
posunem z nekoneéna (jako obvykle).

Tim jsme dokézali duplikacni verzi Banachovy—Tarského véty.

Po publikaci véty se matematicka obec zacala zajimat o to, na kolik ¢asti je treba
kouli rozloZit. V roce 1947 dokézal Abraham Robinson, Ze nejmensi mozny pocet dilkia
je pét, pricemz ovsem jeden z nich je tvoren jednobodovou mnozinou.

O Banachové-Tarského paradoxu a dalsich vysledcich podobné povahy existuje
velice rozséhlé literatura casopisecka i knizni. Ctenéfe se zdjmem o dalsi podrobnosti
miizeme odkazat napfiklad na préce [3], [5], [7], [10] a na dalsi odkazy v nich uvedené.

8. Vztah Banachova—Tarského paradoxu k realité

v

Jedna z nejodporneéjsich véct, které matematici délaji, je neustdlé zpochybriovani
zdleZitosti, o kterych jsme presvédceni, Ze jim dokonale rozumime.

Ian Stewart

KdyZ matematik dokaze néco, co odporuje zdravému rozumu, musi k tomu zaujmout
néjaké stanovisko. V souvislosti s nasim paradoxem se nabizi nékolik moznosti.
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8.1. Prvni moZnost: odmitnout vysledek jako nesmyslny

Nabizi se celkem snadny zavér, ze v dikazu je prosté nékde chyba. Jenomze vypocty
jsou korektni a logické postupy nenapadnutelné. Jsme-li odhodlani za kazdou cenu
nalézt chybu, mame tedy jedinou moznost. Musime napadnout nezranitelné&jsi krok ce-
1ého postupu, totiz aplikaci axiomu vybéru. Mame pravo pouzivat kontroverzni axiom,
kdyz vidime, k jak bizarnim zévérim nas dovedl? Jeho kritici pouzivaji Banachiv—
Tarského paradox jako padny argument pro jeho odmitnuti. Jenomze axiom sdm je
vysoce intuitivni a s jeho pouzitim byla vybudovana spousta skvélé matematiky. Spolu
s nim by padla velké ¢ast dilezitych matematickych obori jako jsou topologie, algebra,
funkcionélni analyza a redlna analyza. Stoji to za to? Neni lepsi vydrzet jeden vcelku
neskodny paradox a pokusit se ho obhéjit pred kritikou?

8.2. Druha mozZnost: prijmout vysledek jako fakt

Prijmeme-li vysledek zcela bez vyhrad a nepokusime-li se o néjakou jeho dalsi inter-
pretaci, pak nezbyva, nez se jej pokusit vyuzit v praxi a zacit zdvojovat hmotu. Nebylo
by to poprvé, kdy byl neuvéfitelny fakt obecné prijat za pravdivy. Staci pfipomenout
zoufaly zdpas Kopernika, Galilea a dalsich s dobovymi pfedsudky a tupou moci,
nez konecné Kepler a Newton pfesvédcili vefejnost. Mame k dispozici ale i priklady
z velmi nedavné doby, co tfeba takova Einsteinova teorie relativity: pohybuje-li se
padesatimetrovy objekt vazici padesat kilogramti devadesatiprocentni rychlosti svétla,
pak se smrskne na 22 metrd a jeho vaha vysplha na 115 kilogramt. Dvacet sekund
trvajici udalost na objektu pozorovana zvenci bude trvat 46 sekund. Nezda se nadm
to sice mozné, ale tato fakta byla ovéfena uz i laboratorné. Mame tedy pfijmout
Banachtiv—Tarského paradox bez vyhrad? Ne tak zhurta. Je tu jesté jedna moznost.

8.3. Treti moznost: reinterpretovat vysledek

Vétsina matematik@ bere Banachtiv—Tarského paradox prosté jako ptivabny matema-
ticky vysledek, ktery je platny, povolime-li axiom vybéru. Nikdo si ovSsem samoziejmé
nenamlouva, ze by nam mél umoznit vyrobit dvé zlaté cihly z jedné ani vagén chleba
z jednoho malého dalamanku. Axiom vybéru vede k existenci neméritelnych mnozin
(vidéli jsme Vitaliovu konstrukci), coz jsou mnoziny, které nemaji objem. Takové
mnoziny existuji jen v abstraktnim svété matematiky, nemtizete si je stréit doma
do supliku, stejné jako si tam neulozite tfeti odmocninu z n, o jejiz existenci také
nikdo nepochybuje. Axiom vybéru je matematicky axiom, nikoli fyzikalni. Banachova—
Tarského véta pusobi dojmem, ze povoluje narust objemu, ale je to jen proto, Ze
pracuje s mnozinami, které zadny objem nemaji.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 55 (2010), ¢. 3 213



8.4. Existuji néjaké projevy Banachova—Tarského paradoxu v realném svété?

Ale jisté, Ze ano. Mél jsem dédecka, pro kterého nebyl problém rozebrat hodiny a slozit
z nich dvoje takové, oboje fungujici. V radiu si neddvno stézoval majitel labradora,
ze kdyz vynasi pytel z vysavace plny psich chlupt, je jich tolik, Ze by se z nich
bez problému dal sestrojit druhy takovy pes. Oba se nepochybné obesli bez axiomu
vybéru. Banachova—Tarského véta neni jesté stara ani jedno stoleti. Klidné se miizeme
uchylit k taktice pockejme a wvidime. Mizeme se prozatim smifit s tim, ze dublovat
hmotu pomoci této véty asi nebudeme, ale bylo by posetilé zavirat dvefe pred vSemi
myslitelnymi aplikacemi v redlném svété. Ostatné, jak pravi stary zndmy bonmot,
k ¢emu se hodi kojenec?

Zavér

Ten okamzik trval snad cely svételny rok. ..
Lenka Filipova

Tuto stézi uvéritelnou slovni konstrukci jsem slySel nedavno v rozhlase. Kdybych nékde
verejné prohlasil, ze jsem dnes rano ubéhl dvacet kilogrami a nebo tfeba Ze pravy thel
vie pii devadesati stupnich Celsia, asi bych nevypadal striktné vzato jako vzdélanec.
Kupodivu, u pisnového textu, jemuz ovSem naslouchaji celé zastupy, se to, jak se zda,
snese. Co je proti tomu jeden maly neskodny paradox z teorie miry?

Odtud vyplyva zcela zietelnd vyzva. Kamkoli pfijdete, snazte se o udrzovani sprav-
ného fyzikalniho povédomi a vniméani naseho svéta. A prosim tolerujte matematiky
i s jejich posetilymi tvrzenimi.

Literatura

[1] BANACH, S., TARSKI, A.: Sur la décomposition des ensembles de points en parties
respectivement congruentes. Fund. Math. 6 (1924), 244-277.
[2] BoLzaNO, B.: Paradozy nekonecna. Ceskoslovenska akademie véd, Praha, 1963.
[3] FRENCH, R.: The Banach—Tarski theorem. Math. Intelligencer 10 (1988), 21-28.
[4] HAUSDORFF, F.: Bemerkung tiber den Inhalt von Punktmengen. Math. Ann. 75 (1914),
428-433.
[5] KIRSCH, A.: Das Paradozon von Hausdorff, Banach und Tarski: Kann man es ,verste-
hen“?, Math. Semesterber. 87 (1990), 216-239.
[6] KowaLskl, O.: Dd se posklddat Mésic do kufru?, Vesmir 68 (1989), 467-468.
[7] LAaczkoVICH, M.: Paradozes in measure theory, Vol. I, II. Handbook of measure theory,
North-Holland, Amsterdam, 2002, 83-123.
[8] NETUKA, 1., VESELY, J.: Stan Wagon: The Banach—Tarski Paradoz. PMFA 32 (1987),
227-230.
[9] NETUKA, 1., VESELY, J.: Nedduné vysledky o c¢isle n. PMFA 45 (2000), 98-124.
[10] STROMBERG, K.: The Banach-Tarski parador. Amer. Math. Monthly 86 (1979), 151—
161.
[11] WAGON, S.: The Banach—Tarski Paradoz. Cambridge University Press, New York, 1985.
[12] WAPNER, L.M.: The Pea and The Sun — A Mathematical Paradoz. A.K. Peters, Ltd.,
Wellesley, Massachusetts, 2005, ISBN 1-56881-213-2, xiv+218 pp.

214 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 55 (2010), ¢. 3



		webmaster@dml.cz
	2013-07-30T21:56:20+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




