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Matematicka kultura a vyucovani
matemartice

Frantisek Kurina, Hradec Krdlové

V ¢em je skutecné jadro matematiky? V axiomech, ve vétdch,
v dikazech, v pojmech, v definicich, v teoriich, ve vzorcich,
v metoddch? Matematika by jisté nemohla existovat bez téchto
soucdasti, jsou vsechny podstatné. Nicméné jd si vainé mys-
lim, Ze Zddnd z nich neni jddrem matematiky, Ze hlavnim
oprdvnénim matematikovy existence je reseni probléma, Ze
skutecnym jadrem matematiky jsou problémy a jejich Tesent.

P. R. Halmos

1. Uvod

Charakteru matematiky, jako metody feSeni problému, pfipomenutém mottem Paula
Halmose, odpovida i znacna ¢ast ¢innosti student ve vyucovani matematice. Jejich
uspéchy pri feseni tloh zaviseji na drovni jejich mysleni, na tom, jak uméji pocitat,
jak si pamatuji dilezité souvislosti tak, aby rozuméli matematice a dovedli ji pouzit.
Téchto 5P matematického vzdélavani (pamatovat si, pocitat, pfemyslet, porozumét,
pouzit) tvori zdklad matematické kultury ¢lovéka. Matematickou kulturu mtze pés-
tovat u svych zakt jak uditelka prvni tiidy, tak i vysokoskolsky profesor u svych
doktorandt. V§imnéme si této problematiky podrobnéji.

2. Matematicka kultura

Clovék s dobrou matematickou kulturou je matematicky gramotny (ovlada dobie urci-
tou oblast matematiky s jejimi pojmy a metodami), dovede o matematice komunikovat
riznymi zptsoby (ovlada rtzné matematické jazyky) a vidi souvislosti mezi riznymi
pojmy a riznymi oblastmi matematiky. O trovni matematické kultury studenta se
muZeme presveédcit urovni metod, kterymi je schopny fesit problémy. Vynikajici troven
matematické kultury vykazuje stfedoskolak, ktery je schopen fesit napi. Glohy mate-
matické olympiady. Pojem matematickéa kultura prirozené nelze definovat, budeme mu
rozumét ve smyslu dobré matematika podle Terence Tao [24], tedy dobré matematické
feSeni problémi, dobra matematické technika, dobré matematické aplikace, péstovani
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matematického vhledu, tvorivosti a krasy matematiky. Péstovat matematickou kulturu
znamend ufit vidét kofeny matematiky v realité (v piirodé, ve spolecnosti, ale i
v matematice samé), poznavat svét matematickych pojmi, rozumét mu a umét ho
a spravné na feSeni nejriiznéjsich problémii.

e

aplikovat ,kultivované

O matematické kultufe miazeme mluvit na kazdé trovni zvladnuti matematiky. Urci-
tou matematickou kulturu by mél vykazovat absolvent zakladni skoly, jinou absolvent
stfedni skoly, na vyssi trovni pak absolvent univerzitnitho matematického vzdélavani,
matematickou kulturu by mél mit femeslnik, ale, pochopitelné jinou, i 1ékaf, ba i filozof
¢i umeélec. Je pfirozené, ze tyto irovné matematické kultury nema smysl srovnavat, ale
kazdé matematické vzdélavani, které ma vyssi ambice nez dovést absolventy k zakladni
trovni matematické gramotnosti, by mélo pecovat o kultivaci matematické kultury
svych absolventtl. Zak je matematicky gramotny, rozumi-li zakladnimu uéivu piislusné
t¥idy a umi ho pouzit.

Matematicka kultura se pfirozené projevuje kladné nebo zaporné v praci ucitele
ve tfidé, v individualnich diskusich s nadanymi zaky, z hlediska matematické kultury
muzeme hodnotit u¢ebnice matematiky i matematické monografie.

K matematické kultufe nalezi prirozeny pristup k ucivu tak, aby nové pojmy zapa-
daly nenésilné do zakova rozvijejiciho se matematického svéta, aby jejich pochopeni
neztézoval zbyteény pomocny aparat, aby jednoduché bylo vyvozovano jednoduse.

Elementarni matematika tkvi svymi kotfeny v realité. Kulturné koncipovana skolni
matematika tuto stranku nezastira, ale vhodné vyuziva. Zék by mél poznat matema-
tiku jako disciplinu, ktera vyrtsta z jeho poznani svéta, a ne jako néjakou umélou kon-
strukci, kterd je nejen diky svému obsahu, ale také pro sviij zvlastni jazyk norméalnimu
¢lovéku cizi a nesrozumitelna. Napf. proces poznavani jednotlivych objektd na strané
jedné a proces shrnovani urcitych objektt do celkt na strané druhé je zarodkem tvoreni
pojmu a predobrazem konstrukce mnozin v matematice. Mnoziny se nevyskytuji ani
v pfirodé, ani ve spolecnosti. Jako matematické objekty jsou to myslenkové konstrukce,
podnéty k jejich konstrukei jsou vSak Casto zcela prirozené. Zvolené misto muzeme
povazovat za mnozinu jeho domi, obyvatel nebo obchodi. To zalezi na tthlu pohledu.
Skolni t¥idu miizeme interpretovat jako mnozinu zaki, jako mnozinu lavic nebo jako
mnozinu jejich sportovci. Prvky mnoziny maji urcité charakteristické vlastnosti a
ziidkakdy jde o shrnuti libovolnych objektti do jednoho celku, jak naznacuje u¢ebnice
(2], s. 11):

MnoZinou budeme rozumét souhrn néjakych predméti (objekti).

»Mnozinové opojeni“ spjaté s reformou matematického vzdélavani u nés, kdy
byla zavedena ,mnozinova matematika“ od prvniho ro¢niku zakladni skoly, zakonité
zmizelo, mnoziny jsou dnes pfirozenym zakladem skolni matematiky, jsou zakladem
matematické kultury. Se zadostiu¢inénim muzeme konstatovat, Ze tlohy typu

Doplite za proménnou y ve vété: ,y je pritokem Labe“ z mnoZiny ek oboru
proménné y, y € {Upa, Metuje, Orlice, Dunaj, Volha, Louc¢nd, Don, Chru-
dimka, Vih, Vitava, Ohie} tak, aby véta byla pravdivd.

se snad jiz v nasich ucebnicich nevyskytuji.
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3. Uméni vidét souvislosti

V dalsi ¢asti uvedu nékolik prikladi, jejichz ucelem je ilustrovat, co rozumim mate-
matickou kulturou. Zamérim se pritom zejména na matematiku stiedni skoly.

Priklad 1. V na$i civilizaci zné dité od pocdatku skolni dochézky pojem usporadané
dvojice (aniz se ovSem tento pojem explicitné zavadi), nebot dobfe rozliSuje napt.
slova ,do“ a ,0d“ a ¢isla ,13“ a ,,31“. Autofi vysokoskolské ucebnice pro ekonomy
z roku 1996 povazuji za nutné v uvodu knihy vysvétlit:

,, Uvazujeme-li pruky a, b, potom mnoZinu A = {a, b} nazgvdme (neusporiddanou)
dvojict prvki a, b. ...

Jak je zndmo napt. ze stredoskolské matematiky, potrebujeme v mnoha matematic-
kych dvahdch mit proky usporaddany, napt. body v eukleidovské roviné jsou reprezen-
tovdny usporddanymi dvojicemi redlnych cisel.

Definice. Usporadanou dvojici proki x a y rozumime mnoZinu

[z, 9] = {{z} {z, y}}

V uspotddané dvojici prvki x a y md jeden prvek, a to x, preferované umisténi (protoze
je prvkem dvou prvki usporddané dvojice, kdezto prvek y je prvkem pouze jediného
proku této mnoZiny). Tak vime, ktery prvek je v této usporddané dvojici proni a ktery
druhy“ (viz [5], s. 66).

Citovany odstavec je podle mého nazoru ukazkou nevhodného ptistupu k matema-
tice, nebot intuitivné zcela jasny pojem se ,zavadi presnou definici“, jejiz smysl v této
formulaci stézi studenti mohou pochopit.

Priklad 2. Urovenl matematické kultury absolventt zakladni skoly a studentt uci-
telstvi jsem opakované sledoval na feSeni tilohy

Vypocitejte obsah pravidelného dvandctivhelniku vepsaného do kruzZnice poloméru r.

Jen velmi zfidka dochazeli Tesitelé k vysledku
1 2 . o 2
Si12 =12 57“ sin 30° = 3r°,

zcela vyjimecné rozpoznali v kazdém z 12 shod-
nych rovnoramennych trojihelnikd, které skladaji
dvanéactithelnik, trojuhelnik se zakladnou r a vys-
kou k ni piislusnou 3r (obr. 1). Zato se hojné
vyskytovalo uziti sinové a kosinové véty, Heronova S
vzorce a ruzné kombinace goniometrickych funkeci.

Takovéto postupy prokazuji nizkou matematickou
kulturu jejich autord. Vyskytovali se ovSem i ,ne-
gramotni® absolventi stfednich skol, kteri alohu ne-

vyresili viibec. Podrobnéji jsem o této problematice
psal v ¢lanku [11]. Obr. 1.
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Vysledek Si2 = 3r? miizeme interpretovat jako aproximaci obsahu kruhu obsahem
pravidelného dvanéctithelniku, coz odpovida aproximaci ¢isla © ¢islem 3. Tato apro-
ximace se uvadi v bibli: ,,Udélal morte slité, desiti loket od jednoho kraje k druhému,
okrouhlé vikol, a okolek jeho tFidciti loket vikol“ (citovano podle Bibli svatd, Biblicka
spoleénost, 1900; 1. Kniha kralovska; 7,23.). Na okraj poznamenejme, Ze obsah ¢tverce
opsaného kruznici poloméru r je 4r2, coz predstavuje aproximaci 4 &isla n shora a
¢tverec vepsany kruznici o poloméru r méa obsah Sy = 2r2.

Priklad 3. Jednim z kulturné dilezitych matematickych pojmua rozvijenych od
pocatku skolni dochazky je pojem obsah ttvaru. Za prirozeny povazuji takovyto postup
jeho budovani. Bez diikazu je mozné piijmout vétu: Ctverec o strané a (délkovych
jednotek) md obsah a® (prislusnijch ctverecnyjch jednotek). Déle piijmeme vétu o0 adi-
tivité obsahu neptekryvajicich se utvari“ a rozdélenim ¢tverce o strané a + b na dva
¢tverce a dva obdélniky odvodime, ze vzorce (a+b)? = a? + 2ab+ b? vzorec pro obsah
obdélniku. Odtud pak muZzeme odvodit vzorec pro obsah rovnobézniku a trojihelniku.
Budovéani spravnych predstav o obsahu takto rozvijime po celou zakladni skolu. Zda
se mi v téchto souvislostech nevhodné definovat obsah trojihelniku ABC' vzorcem

1
V(A,B,C) = §|[B —A,C - 4],

kde |[B— A, C — A]| je vnéjsi soudin vektort AB , AC , jak to uvadi ucebnice geometrie
pro uditelské vzdélavani [20]. To bychom pak celou teorii velikosti geometrickych
atvartt mohli nahradit souborem definic typu S = mr?, ... Nejde mi samoziejmé

o vysledky, ale o to, Ze jsou prezentovany jako definice.

Priklad 4. Heron z Alexandrie podal nékdy kolem zacatku naSeho letopoctu velmi
dimyslny dtikaz svého vzorce pro obsah trojuhelniku (viz napf. [13]). Dnes mtuZeme
tento vzorec dokézat pfirozenym zptsobem uzitim kosinové véty a tpravou algebraic-
kych vyrazi. Na tom lze ukizat vyznam kalkulti pro zvysSovani tirovné matematické
kultury. Naproti tomu piistup, ktery uvadi uéebnice [20], se mi nejevi jako vhodny.
Spociva v tom, Ze v oznaéeni « = B — A, v = C — A, & = C — B se vychazi ze tii
identit typu

[@l* = l1* + | + 4 - (@.9)* — 4]|7)|* - (@.9) - 4ll@)* - (. 5) + 2]|@l* - |7,
z nichz se algebraickymi tpravami odvodi pfislusny vzorec.

Priklad 5. Ucebnice matematiky pro gymnézia z nakladatelstvi Prometheus jsou
koncipovany tématicky, coz ma jisté fadu vyhod, ale nékdy se stiraji souvislosti, kte-
rych by si mél stredoskolak vSimnout. Nemylim-li se, nikde v celém kurzu stfedoskolské
matematiky neni zdtiraznéno, ze iloha

Reste soustavu tr linedrnich rovnic o trech nezndmych
miize byt geometricky interpretovana jako tiloha
Urcete mnozZinu spolecngjch bodu tr'i rovin v trojrozmeérném prostoru.
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Pfi vhodnych hodnotach koeficientd muZeme roviny znézornit v kartézské soustaveé
soufadnic (ve volném rovnobéZném promitani) a tlohu i geometricky fesit. Pou¢né je
ilustrovat geometricky i diskusi o FeSitelnosti prislusné soustavy.

Podobné neni studium goniometrie napt. podle ucebnice [17] spjato s trigonometrii
trojuhelniku. Co mam na mysli, pfipomenu konkrétnéji prikladem.

Priklad 6. Podle definic goniometrickych funkct ostrého whlu muZeme nakreslit obr. 2.
Z obr. 8 pak vidime napfr. platnost souctovych vzorci

sin(a + ) = sinacos 8 + cos asin 3,

cos(a+ ) = cosacos f — sin asin 3.

Vim pfirozené, Ze tento postup, ktery neni novy (viz napt. [9]), neni teoreticky
lepsi nez dtikaz v ucebnici ([17], s. 76-78), ale pfece jen povazuji za ¢elné naznacené
predstavy péstovat. Hlavnim nedostatkem postupu, ktery jsem zde uvedl, je, ze je
omezen na takové thly «, B, jejichZ souctem je tihel ostry.

cos(a+f) , sinasinf

cosasin 8

sin(a+f3)

cos sin

Xsina ccos [

X cosa

Obr. 2. Obr. 3. jfe———cosacos ff——— >

Priklad 7. K péstovani matematické kultury nalezi i utvaieni jazyka matematiky.
Bézny matematicky text (ucebnice, ale i monografie) se sklada z vykladu v obecném
jazyku, ze ,vzorci“ (tvofenych nejriznéjsimi typografickymi zptisoby pomoci mate-
matickych symbolti) a z jazyka (geometrickych) obrazki. Ze algebraickd symbolika je
vhodny jazykovy prostiedek, si mohou uvédomit jiz zéci zédkladni skoly. K tomu staci,
maji-li bez symboliky popsat s¢itani dvou zlomkii.

Je ptirozené, Ze pro tyZz objekt mame dosti asto rtizné nazvy (jinak fikaji otci déti,
jinak manzelka, jinak tchyné, ...), rovnéz totéz ¢islo oznafujeme riznymi symboly,
napft.

8 J—

221—\/123—1210&0100,...
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Zvolime-li vSak pro rtzné objekty totéz oznaceni, mohou nastat potize, o nichz muze
mluvit napf. osoba jménem Jan Novak. Jeden symbol by nemél oznacovat dvé nebo
vice ruznych objektd. Tato zdsada vSak nebyva ani v matematickych textech vzdy
dodrzZena.
V zapise
(a+b)* = a® + 2ab + b*

vyjadiuje znaménko = tzv. ,identickou“ rovnost dvou vyrazl, zapis
(a+b)?=a®+0b?
nepovazujeme za spravny (pokud ab # 0) a piSeme proto
(a+b)? #a® + b2
V rovnicich ovSem uzivame symbol = | piSeme tedy napf.
x+ 3 =bx — 6,

ackoliv se vyraz na levé strané nerovnd vyrazu na strané pravé. Tato dvojznac¢nost
symbolu = je realitou nasi skolské matematiky a obvykle neptisobi potize. Zaktm
bychom ovSem meéli tyto souvislosti vysvétlit. Potize vsak déla tato problematika
poctivym autorim ucebnic, chtéji-li definovat pojem rovnice. Dobfe se s touto otazkou
vyrovnal napi. Jaroslav Sedivy, kdyz pise ([23], s. 150):

Rovnici s proménnou © € R nazgvdme kazZdou vyrokovou formu, kterd je zdpisem
rovnosti dvou vyrazi l(z), p(z) ve tvaru

Ovsem u rovnic, které obvykle fesime, jde o zapis ,rovnosti dvou vyrazi, které se
nerovnaji“.

Uvédomime-li si, ze matematické pojmy skolni matematiky jsou vlastné pojmy
didaktické, musime souhlasit s klasikem nasi didaktiky Karlem HruSou, ktery vytesil
otazku jednoduse:

Rowvnice o nezndamé z je uloha urcit vsechna x z urcité mnoziny, pro néz se dva
vyrazy l(z) a p(x) rovnagi.

Pripomenme na okraj, ze existuji minimélné dva zptsoby, jak se s touto problema-
tikou vyrovnat ,exaktné“. Jeden z nich spoéiva v rozliSovani identické rovnosti (=) a
rovnosti (=), druhy navrhl Hans Freudenthal zavedenim ,tazactho kvantifikdtoru“ [7]:

Tz [l(x) = p(x)],

ktery ¢teme ,,pro které x plati ...« Zadny z téchto zpUsobt se viak, pokud vim, v nasi
praxi neujal.

Kam vede snaha o presné vyjadfovani, budu ilustrovat pfikladem definice vekto-
rového prostoru podle ucebnice [1]. Autor zduraziuje, Ze algebraické operace s¢itani
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vektort je jind algebraickd operace nez s¢itani redlnych ¢isel a rozlisuje to symbolicky
@ a + a podobné uvadi dva symboly pro nasobeni realnych c¢isel a nasobeni vektoru
realnych Cislem - a ©®. Takze vektorovy prostor je struktura

V; @; RY; @),

jejiz definice zabere vice nez stranku nepiehledného symbolického textu.

Vsimnéme si nyni role obrazki v matematickém vzdélavani. Obrazky jsou prvky
matematické kultury, nebof pfi vhodném pouziti pfispivaji k pochopeni souvislosti
a poméahaji budovat spravné predstavy o matematickych pojmech a postupech. Jsou
protikladem verbalniho vyjadiovani a jejich pfednosti je ndzornost a jista komplexnost
informace, kterou obrazek nese. Jejich vyhodou ovsem také je, ze jsou nezévislé na
jazyku, v némz se vede vyklad. Nevyhodou obrazk je jejich konkrétnost (nikdy
nezachyti ,obecnou® situaci) a ,neusporddanost. V textu jsou informace linedrné
usporadany, na obrazku mame ,,vSe pohromadé®.

Za nedostatek nasich ucebnic povazuji zbyte¢nou zdrzenlivost v mnozstvi ilustraci.
Vétsina autorti zavadi jedinou reprezentaci pojmi, a to zpravidla algebraickou. Pfitom
pro nékteré zaky by mohla byt vizudlni informace srozumitelnéjsi. DoloZzme tuto tezi
prikladem.

Piiklad 8. Dtikaz kritéria délitelnosti pfirozeného ¢isla ¢islem 3 (nebo 9) muZzeme
vysvétlit ,algebraicky“ nebo ,,vizualné“.
Algebraicky zptisob spocivd v zépisu pfirozeného ¢isla n zapsaného éislicemi ¢y,
Ck—1, - -, €1, Co takto ([2], s. 122):
n=cpl0F + ¢ 110F 71 4. 4110 + ¢ =

=¢£(99..9+ 1) +c£—1(999... + 1)+ ... +c1(9+ 1) + ¢¢ =

=9(11..1cp + 11k + ...+ 1)+ (e + o1+ ... + 1 + o).
Vizudlni ptiblizeni ditkkazu spociva v modifikaci fadového pocitadla podle obr. 4, kde
od kazdé jednotky vyssiho fadu odec¢teme ¢islo 1 a tyto jednotky pridame na prvni
drat. Jejich celkovy pocet je roven cifernému souctu ¢isla a rozhoduje tedy o délitelnosti

Cislem 3 (nebo 9).
999 99 9 1

2134

ciferny
soucet

1000 100 10 1

Obr. 4.
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Podle mého nazoru by mély byt napf. vyklady o kombinatorice doprovazeny stro-
movymi grafy (odvozeni poc¢tu véech podmnoZin mnoziny o n prvcich (2"), nebo poétu
v8ech permutaci n prvka (n!), ...). Je skoda, Ze ucebnice [3] takovéto reprezentace
neuvadi.

Velmi maélo se vyuziva osové a stfedové soumérnosti pfi konstrukei kartézskych grafi
relaci a funkei: Napf. v uéebnici [15] se Gloha na s. 52:

Sestavte graf relace |z| + |y| = 2.

fesi podrobnym rozpisem podminek na vice nez strance, ackoliv je zfejmé, ze tento
graf je soumérny podle os x a y, a staci tedy k tsecce, ktera je grafem funkce y = 2—=x
v prvnim kvadrantu, sestrojit jeji obraz v ptislusnych soumérnostech. Je pfiznacné, ze
soumérnosti se nepfipomenou ani u definic funkce sudé a liché.

Geometricky lze velmi dobfe ilustrovat (obvykle dvéma pohledy) zékonitosti po-
Cetnich operaci s kladnymi redlnymi ¢isly (komutativitu a distributivitu nasobeni
vzhledem ke séitdni apod.).

Minimalné jeden nesvar v oblasti vizualniho znazornéni pretrvava z éry modernizace:
zndzornéni mnoziny Srafovanim pfislusné oblasti napf. Vennova diagramu (viz napf.
[2], s. 66). Pfi uplatnéni této konvence by prvek jednoprvkové mnoziny byl znézornén
,plochou“.

K problematice vizualizace se vyjadiil Petr Vopénka slovy: Neuzndvdni obrdzku
a ndacrtu za plnohodnotny zpusob sdélovdni matematickych poznatku, to je disledné
trvdni na dplnych slovnich popisech sdélovanych poznatki, vyrazné umrtvuje dynamiku
matematického pozndvdni (viz [25], s. 569).

A Eduard Cech (1893-1960) napsal pred padeséti 1éty: Umét ilohu preloZit z veci
slov do Teci obrazi a obrdacené, to nent spjato jenom s urcitou partii uciva, ale s celou
podstatou matematiky — ba dokonce s celou podstatou myslend (citovano podle [10]).

V nasich soucasnych ucebnicich matematiky se snad jiz nevyskytuji geometricky
nespravné obrazky, avsak kultura grafického vypracovani ilustraci neni na prilis vysoké
arovni.

Podrobnéji jsem psal o této problematice v ¢lanku [12].

Dulezitou otazkou péstovani matematické kultury je zavadéni pojmu. Mélo by byt
maximalné prirozené, mélo by se opirat o zkusenosti zaku a nikdy by se nemélo stat
formalnim procesem, ktery vede k reprodukci nesrozumitelnych definic.

4. Uméni Fesit tlohy

Matematicka kultura clovéka se nejucinnéji projevi, jak jsem se jiz zminil, jeho uménim
fesit problémy, tj. Glohy, k jejichz feSeni je nutnd urcitd mira tvofivosti. Je zfejmé,
Ze tato formulace neni pfilis uspokojiva, protoze taz tiloha se mize nékomu jevit jako
rutinni aplikace matematické teorie, pro né€koho jiného to vSak muze byt problém,
dokonce neftesitelny.
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Nékdy se, podle mého nazoru ponékud jednostranné, zddrazinuje role logiky pfi
feSeni tloh. Projevuje se to zejména pojetim FeSeni tloh (pfedevsim konstrukénich)
ve Ctytech fazich

1. rozbor,

2. konstrukce,
3. dukaz,

4. diskuse,

pricemz se zduraznuje, ze ,vlastni Teseni konstruktivni ulohy je deduktivni dvaha,
jez md za cil vyhledat jisté ... objekty* ([26, s. 144]), a rozbor mé tuto logickou
strukturu: ,existuje-li utvar, ktery mame sestrojit, pak md tyto ... vlastnosti; hleddme
tedy rozborem nutné podminky“, ([27], s. 190).

Samoziejmeé ze v rozboru za¢indme s predpokladem existence ttvaru, ktery hledame,
avsak ziidkakdy jsme schopni z toho bez dalSich predpokladi vyvozovat zavéry. Do-
lozme to na zcela jednoduché tloze ze zékladni skoly.

Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li ddna wvelikost a strany BC, wvelikost vysky v, a
teznice t, k této strané.

A
&l

V rozboru tedy budeme predpokladat, Ze trojuhelnik s pozadovanymi vlastnostmi
existuje (obr. 5). Vlastni ivaha pak pokracuje napf. témito cestami

a) Nargsujeme-li stranu BC' (|BC| = a) se stfedem S, pak bod A lezi na pfimce
rovnobézné s primkou BC' ve vzdalenosti v, a na kruznici s polomérem ¢, se stiedem
v bodé S ...

b) Narysujeme-li téznici AS (|AS| =t,), pak body B, C lezi na pfimce SP, kde P
je prisecik Thaletovy kruznice s primérem AS s kruznici k(4; vg) ...

Kurzivou vyznacené casti iivah a, b viibec nejsou véci logiky, ale napt. véci zkuse-
nosti, intuice nebo experimentovani.

V rozboru kreslime obrazek, vyznacujeme co je dano, co hledame, dokreslujeme,
premyslime o moznych souvislostech, ... az snad dospéjeme k napadu, ktery je klicem
k feseni tulohy. Rozbor tedy neni prioritné otazka logiky. V mnoha textech nasich
ucebnic se charakterizuje rozbor dosti volné, obvykle bez zduraznéni rozhodujici role
napadu.

Podivame-li se do klasickych praci o feSeni tiloh, napf. do knih Georga Pdlyi ([18],
[19]) zjisStujeme, Ze zminéné Ctyti faze FeSeni se zde neuvadéji. Neuvadéji se v mnoha
piipadech ani napf. ve zndmé knize Metody FeSeni uloh [16], v publikacich o matema-
tické olympiadé (napt. v publikaci [30]), ani v uéebnicich Eduarda Cecha (napt. [4]).
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Tlustrujme tyto myslenky aspon jednim pfikladem. Prosim C¢tenafe, aby si dlohu,
ktera je velmi jednoducha, po precteni jejiho textu samostatné vytesil.

Priklad 9 [6]. V pravouhlém trojihelniku ABC s odvésnami a, b a pieponou ¢ oznacte
D prisecik osy pravého thlu s preponou AB. Urdete velikost usecky d = |CD| (obr. 6).

A
D
b
Obr. 6. C 3 B

1. Tesent. Pomoci sinové véty pro trojihelnik AC'D vypocitame d = “—‘cﬁ |AD|. Protoze
osa thlu v libovolném trojihelniku déli protilehlou stranu v poméru stran prilehlych,

jak snadno dokézeme, vypocitame |AD| = asz. Odtud pak ziskime vysledek

abV/2
a+b’

2. reSeni. Pomoci kosinové véty pro trojihelnik AC'D a Pythagorovy véty pro troj-
thelnik ABC' urcime, Ze

2
PN Co G b(@ﬁ) .

(a+b)?2 “a+b ¢ a+b

3. Teseni. Vedeme-li bodem A pfimku rovnobéznou s pfimkou BC' a oznacime-li F jeji
prisecik s pfimkou C'D (obr. 7), uréime d z podobnosti trojihelnikt CBD a FAD.

y
A y=x
452\ E
! D
° g
45° 45° M ) »
Obr. 7. i ¢ ° - x/a+y/b=1

4. feseni. Vedeme-1li bodem A piimku rovnobéznou s pfimkou C'D a oznaéime-li F jeji
prusecik s pfimkou BC' (obr. 7), uréime d z podobnosti trojihelniktt BC'D a BF A.
5. tesent. Délku d mizeme urcit dvojim vyjadienim obsahu trojihelniku ABC pomoci
vzorce S = %ab sin~y, kde v je thel, ktery sviraji strany a, b.

6. feSeni. Doplnime-li obrazek trojihelniku ¢tvercem CNDM (obr. 7), uréime délku
d z podobnosti trojuhelniki BMD a DN A.
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7. fesent. Umistime-li trojuhelnik ABC' do soutadnicového systému (obr. 7), miZeme
vypocitat vzdalenost bodd C' a D, pficemz souradnice bodu D urc¢ime jako souradnice
pruseciku primek

Y=z a

V tomto pojeti jde tedy o zcela rutinni tlohu.

Podafrilo se vam najit dalsi zptsob Feseni tlohy?

Snad je z naznacenych postupt ziejmé, ze feSeni ulohy neni véci logiky, ale spise
(geometrické) intuice. Teprve, kdyz dostaneme ,spravny“ napad, mZzeme ,nasadit®
logiku a bézné matematické metody.

Nazvem Umeéni Tesit ulohy jsem dal najevo, Ze feSeni tloh neni zpravidla dano pre-
dem jasnymi pravidly ¢i dokonce algoritmy, ale Ze ma charakter tviaréi. V literatufe se
touto problematikou pochopitelné zabyvala fada autorti. Chtél bych zde pfipomenout
predevsim praci Uménd myslet anglického psychologa Grahama Wallase [28], jejiz prvni
vydani je z r. 1926, a na ni navazujici publikaci vyznamného francouzského matematika
Jacquesa Hadamarda [8] z r. 1944. Ideje v téchto pracich obsaZené sahaji ovSem,
jak autofi uvadéji, az k Hermannu Helmholtzovi (1821-1894) a Henrimu Poincarému
(1854-1912).

Tito autori charakterizuji tvircéi mysleni (a feSeni problémt tviréim mysSlenim je)
Ctyfmi fazemi, které zde pfipomenu pocestélymi anglickymi nazvy:

1. preparace,
2. inkubace,
3. iluminace,
4. verifikace.

V pripravné fazi feSeni problému jde o studium souvislosti a poznavani vztahd.
Toto poznani musi uzrat v dusevnim svété fesitele, aby, casto po delsi dobé a usilovné
dusevni préci, prisel ,Stastny“ népad, ktery vede k feSeni problému. Toto feSeni miize
prirozené mit intuitivni charakter a je tfeba je provérit dikladnou logickou analyzou.

Pri feseni tloh ve gkole ,shrnujeme“ pripravu, zrani a objeveni napadu do tzv.
rozboru. Pfiprava feseni tlohy snad byva nékdy ,vytvorena“ predchozi vyukou, na
zrani problému nebyva obvykle ve skole ¢as a nelze se proto divit, Ze se nékdy rozbor
nahrazuje ndvodem. Je- li feSeni problémti uménim, nelze je patrné ,vtésnat“ do ¢tyr
fazi.

Reseni tloh je pochopitelné vaznym problémem matematického vzdélavani. Uplat-
novat pritom ,kulturni“ zfetele znamend dobrou pfipravu jejich FeSeni a spravny
odhad jejich obtiZnosti. Formalné ,naucena® feSeni nemaji prakticky zadny vyznam.

5. Zavéry

V jednom ze Setfeni TIMSS (Third International Mathematics and Science Study,
[21]) byly zadany ¢tyfi stejné tlohy v 8. roéniku zakladni skoly a v poslednim roéniku
stfedni skoly. Jsme jedinou z 21 zemi svéta, kterd ma celkovou tspésnost stiedoskolakti
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nizsi nez Gspésnost zaka 8. roéniku. Uvedme dvé z tloh, o které se jednalo (praveé jedna
z nabizenych odpovédi A, B, C, D, E je spréavna).

Uloha 1. Kolik kalorii je ve 80gramové porci jidla, je-li ve 100 g tohoto jidla 300
kalorii?
A: 90, B: 100, C: 900, D: 1000, E: 9000.

Uloha 2. Ze zdsilky 3000 Zdrovek bylo 100 namdtkou vybrdno ke kontrole. Je-li
z tohoto vzorku 5 Zdrovek vadnych, kolik vadnych Zdrovek muZeme ocekdvat v celé
zdsilce?

A: 15 B: 60 C: 150 D: 300 E: 600

Jaké jsou priciny tohoto vysledku? O tom se muzeme pouze dohadovat.

Podle mého nazoru tkvi jedna z pri¢in v tom, Ze stfedoSkolskd matematika je
predkladana zdktm v relativné izolovanych tématech (goniometrie, planimetrie, di-
ferencialni a integrélni pocet, kombinatorika, komplexni ¢isla, ...) a v rdmci téchto
disciplin se fesi ulohy. Ocekavany vliv na rozvoj mysleni neni u nékterych zaku
prokazatelny, matematiku chdpou formalné a tloha, ktera vypadava ze systému, jim
miize dé€lat potize. Rlst objemu matematickych poznatkt neznamend rist schopnosti
orientovat se v praxi pomoci matematiky. Souvisi to s nizkou drovni matematické
kultury ve vyucovani, nebot matematika by méla vést k uvédomovani si souvislosti
a k rozvijeni mysleni. Je to zdlezitost vzdélavaci praxe na jednotlivych Skolach a
u jednotlivych uciteli. Z druhé strany si ovSem musime polozit otazku, zda struktura
stfedoskolského matematického vzdélavani je optimalni. Nebylo by mozné uvazovat
o posileni problémového charakteru vyuky s dirazem na feSeni tloh a problémii?
Napriklad stereometrické problémy by mohly byt feseny v ramci tématu Pozndvdme
prostor metodami syntetické, analytické ¢i vektorové geometrie. Patrné by zde bylo
jisté nebezpeci nesystematicnosti, ale skolskd matematika by tak mohla byt blize
historickému vyvoji a nebyla by tolik forméalné poplatné stavajici struktuie oddélenych
matematickych disciplin.

Kulturné pojaté vyucovani matematice by mélo byt pokud mozno prirozené, mélo
by se orientovat spise k cestdm ke strukturdm nez ke studiu struktur hotovych. Neméli
bychom ucit prioritné definice, ale spiSe proces definovani, neméli bychom ucit dikazy,
ale spise ucit argumentovat, neméli bychom ucit feseni tiloh, ale méli bychom ucit Fesit
ulohy. Je takovyto pristup k matematice realny? Jestlize ano, nemél by byt uplatiiovan
jen na stfedni skole. Budouci ucitelé by méli tento styl poznavat ve svém univerzitnim
vzdélavani.

Na okraj poznamendvam, Ze mnohé z naznacCenych ideji se uplatniuji v ramci tzv.
yrealistického matematického vzdélavani“ v nizozemskych skoldch ovlivnénych vy-
sledky prace Freudenthalova institutu (podrobnéji se lze o tom docist napf. v pub-
likaci [22]). Jiny pfistup realizuje singapurskd Skola didaktiky matematiky, v niz je
jadrem kurikula feSeni dloh (viz napt. publikaci [29]). Snad i to pFispiva k tispéchtim
singapurskych studenti jak ve srovnavacich studiich, tak i v soutézich.

Skola systematicky orientovana k feSeni tloh by méla byt skolou matematické
kultury. Skola, v niZ student popisuje ur¢ité matematické struktury, p¥ili§ k péstovani

254 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 55 (2010), ¢. 3



matematické kultury nepfispiva — a to ani tehdy, kdyz pristupuje k popisu s porozu-
ménim.

Na zavér si dovolim zcela osobni vzpominku. Na konci svych univerzitnich studii
jsem se setkaval s akademikem Bohumilem BydZovskym jako vedoucim mé diplomové
prace. Jednou se mi pan profesor, kterému bylo vice nez 75 let, svéfil: Kazdy den

musim vyfesit aspon jednu matematickou ulohu.

Poznamka. Tento piispévek byl vypracovan v ramci grantu GACR 406,/08/0710.
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