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O prvnich spojitych singularnich funkcich

Libor Koudela, Pardubice

Jednim z nejvyznamnéjsich objevii, kterych bylo v matematice na prelomu 19. a
20. stoleti dosazeno, je Lebesgueova teorie integralu. Henri Lebesgue (1875-1941) ji
v ucelené formé poprvé predstavil ve své doktorské disertacni praci Intégrale, longueur,
aire, ktera byla publikovana roku 1902 v Casopise Annali di Matematica. Jeji kostru
tvorily vysledky, které byly prezentovany pafizské Akademii v letech 1899—-1901 a
uvetfejnény v Comptes Rendus. O své teorii doplnéné o nové vysledky a feseni pred-
nasel Lebesgue na College de France v akademickém roce 1902 —1903; jeho prednasky
byly publikovany roku 1904 pod nazvem Lecons sur l’intégration et la recherche des
fonctions primitives.

Vyznamnou roli v Lebesgueové teorii hraji tzv. singularni funkce. Singuldrni funkct
se nazyva (viz [8, s. 170]) funkce f definovand v intervalu [a,b], kterd neni v [a,d]
konstantni a pro kterou plati f’(z) = 0 skoro vsude v [a,b]!). Prvni spojité singularni
funkce byly objeveny dvé desetileti pred publikovanim Legons. Jsou spojeny s pocatky
teorie mnozin a s myslenkami, které utvarely moderni analyzu.

1) Definice singularni funkce se u rfiznych autortt mohou lisit. Casto se navic pozaduje
(napt. Jarnik [7, s. 368]), aby funkce f méla v intervalu [a, b] kone¢nou variaci.
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Cantorova funkce

Prace, ve kterych byly polozeny zaklady teorie mnozin jako samostatné matematické
discipliny, napsal Georg Cantor (1845—1918) pfevazné na pielomu 70. a 80. let 19. sto-
leti. Jednim z hlavnich prostiedki, které Cantorovi umoznily klasifikovat nekonecéné
bodové mnoziny, byl pojem mohutnosti. Dvé mnoZiny maji stejnou mohutnost (jsou
ekvivalentni), jestlize existuje vzéjemné jednoznaéné zobrazeni jedné na druhou. Can-
tor dokazal, Ze mohutnosti mnozin N a R se 1isi. Vyslovil také hypotézu, ze kazda
nekoneénd mnozina v R je ekvivalentni bud N, nebo R, tedy je bud spocetné, nebo mé
mohutnost kontinua. Dil¢im krokem pfi snaze dokéazat toto tvrzeni byla konstrukce
vzéjemné jednoznaéného zobrazeni mezi dokonalou fidkou?) mnozinou S C [0, 1]
a intervalem [0, 1].

Podle Cantora lze doplnék mmnoziny S vzhledem k intervalu [0,1] vyjadfit jako
sjednoceni disjunktnich intervalt (ay, b1), (az, b2), . . . s koncovymi body pat¥icimi do S,
tedy

0,1\ S = | (an, bn). (1)

Mnozina S je tvofena body a,,b, a mnozinou G hromadnych bodd mnoziny
{an,n € N} U{b,,n € N}. Vezmeme-li néjakou spocetnou hustou podmnozinu D in-
tervalu (0,1) (napf. v8echny racionalni body lezici v tomto intervalu), pak lze prvky
této mnoziny jednoznacéné pfifadit intervalim (a,,, b, ) tak, aby bylo zachovino uspofa-
dani, jinymi slovy ocislovat prvky mnoziny D tak, aby prvktum d,,, d,, € D, d,, < d.,
odpovidaly intervaly (an,bn), (@m,bm), pro jejichz koncové body plati a, < ap,
b < bpy,.

Jsou-li (an,,bn,), (@ny,bn,),... intervaly, jejichz koncové body tvofi posloupnosti
konvergujici k bodu g € G C S, pak odpovidajici posloupnost d,,, ,d,,,. .. konverguje
k bodu h € [0,1] \ D, ktery je jednoznaéné pfifazen bodu g. Obracené, kazdému
bodu h € [0, 1], ktery neni prvkem D, je jednoznaéné pfifazen bod g € S, ktery neni
totozny s zédnym z bodt ay,, by, n € N. Mnoziny G a H = [0, 1] \ D maji tedy stejnou
mohutnost.

Cantor se témito tivahami zabyval ve ¢tvrtém dilu série Uber unedliche lineare
Punktmannigfaltigkeiten, ktery vysel roku 1883 v Mathematische Annalen a jehoz
francouzsky preklad se objevil pouze s malym zpozdénim ve druhém svazku Acta
Mathematica. Revidovanou verzi ditkazu uvedl Cantor v dopise Mittag-Lefflerovi, jehoz
podstatna ¢ast byla uvefejnéna ve étvrtém svazku Acta Mathematica. Cantor zde
uvadi [1, s. 387]:

2) Dokonalou mnozinu definuje Cantor jako mnozinu, ktera je rovna své derivaci (mnoziné
vSech svych hromadnych bodit). Dokonalost je jednou z vlastnosti, pomoci kterych Cantor
charakterizoval kontinuum. Hustou mnozinou v intervalu I nazyva Cantor takovou mnozinu,
jejiz body obsahuje kazdy interval (a,f) lezici v I. Mnozina je fidkd v I, jestlize neni
husta v zddném intervalu lezicim v I. Pfikladem dokonalé ¥idké mnoziny v intervalu [0, 1] je
Cantorovo diskontinuum.
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Vyhodou tohoto diikazu je, ze odhaluje rozsahlou a pozoruhodnou tfidu spo-
jitych funkci realné proménné x, jejichz vlastnosti davaji prostor k zajimavym
tuvaham.

Text pokracuje konstrukei jedné takové funkce. Je-li  prvkem nékterého z intervali
(an,bn), je ¥(x) rovno d,,. Plati-li x = g, kde g je limitou posloupnosti koncovych bodt
intervaltl (an,,bn,);s - -5 (@ny,bny), - - ., pak definujeme

Y(xz)=h= lim d,,.

k—o0

Za mnozinu S je mozné vzit Cantorovo diskontinuum, které Cantor popisuje jako
mnozinu tvofenou vSemi Cisly, jez lze vyjadrit ve tvaru

C1 C2 Cr

s koeficienty ¢, nabyvajimi pouze hodnot 0 a 2. Cantor navic poukazuje na to, ze
(vnéjsi) mira mnoziny S je rovna nule?).

0 1

Obr. 1. Znazornéni konstrukce grafu Cantorovy funkce, ktery Mandelbrot
nazval ,dablovym schodistém*.

3) Urcen{ miry (velikosti) bodové mnoziny bylo dulezitou souéasti Cantorova vyzkumu.
Pro mnozinu S by tato veli¢ina méla hodnotu 1 — o, kde 0 = > (b, — ayn) [1, s. 390].
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Body, které jsme oznadili b,, (tedy pravé krajni body sty¢énych intervalti Cantorovy
mnoziny), lze vyjadfit rozvojem (2), v némz jsou ¢isla ¢, od jistého indexu vSechna
rovna 0. Rozvoj (2) pro body a,, mé vSechny koeficienty ¢, od stejného indexu rovny

¢islu 2. Protoze plati
1= 2 . 2 n 2
3323

existuje ke kazdému n ¢islo m takové, ze

+...,

_a Co Cm—1 1

n = 3 +32 +"'+3m 1 +3m’
1 C2 Cm—1 2

bp=—=+—=+... —
3 + 32 L 3m—1 + 3m

Kazdému x vyjadfenému rozvojem (2) ptifadime
() 1(01+62+ + 4 ) (3)

)==-|(—+=+...+—=+...).

2\3 32 3"

Plati zfejmé ¢(ay) = ¢¥(by); pro a, < x < by, pokladame (x) = ¢ (an) = ¥ (by).

Funkce 1 je spojitd a monotonni a jejim oborem hodnot je interval [0, 1]. Jeji graf je
tvofen souborem usecek rovnobéznych s osou x, ktery je podoben Zebfiku ¢i schodisti,
a jistych vlozenych bodu, které zajistuji spojitost (obr. 1).

Harnackova funkce

Od doby Newtona do zacatku 19. stoleti byla integrace chipana predevsim jako
inverzni operace k derivovani. Cauchy jako prvni definoval urcity integral funkce f
v intervalu [a, b] jako limitu, k niz konverguje posloupnost integralnich soucti (vyrazi
Sty f(ziz1)(wi — 24-1), odpovidajicich rozdéleni intervalu [a,b] na n dili pomoci
bodt a = zg,21,...,2, = b), kdyZ pocet délicich intervalt roste nade vSechny
meze a jejich délky se blizi k nule [12, s.55 a n.]. Pfedpoklddal pfitom spojitost f
v intervalu [a,b] a dokdzal, Ze funkce F definované piedpisem F(z) = [ f(t)dt je
spojita v [a, b] a Ze v tomto intervalu F'(z) = f(x), tj. F' je primitivni funkei k funkei f.
Za ptredpokladu, ze derivace f’ je spojita v [a, b], plati ff f'(x)dx = f(b) — f(a).

Hlavni odliSnost Riemannova pfistupu spocivala v tom, Ze Riemann nekladl na
integrovanou funkci zddné pozadavky a zabyval se otazkou, jaké vlastnosti musi mit
funkce, ktera je v [a,b] integrovatelnd. T¥ida riemannovsky integrovatelnych funkci
je Sirsi nez tiida spojitych funkci. V souvislosti s tim zacala byt vénovana pozornost
otéazce, za jakych okolnosti lze vztahy spojujici operace integrace a derivovani zobecnit
i pro pfipad nespojitych funkci. Dtlezitou dlohu hral pfitom pojem miry. Jednim
z prvnich, kdo spojili ivahy o integralu s ivahami o mife bodovych mnozin, byl Axel
Harnack (1851 —1888).

Harnack se narodil a vyristal v Dorpatu (dnesni Tartu, Estonsko). Od roku 1873
pobyval v Némecku, jeho nejproduktivnéjsi obdobi je spojeno s pusobenim na Tech-
nische Hochschule v Dréazdanech. Znamé jsou predevsim jeho vysledky v algebraické
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geometrii a analyze. Byl pomérné plodnym autorem a prestoze jeho prace obsahovaly
chyby, pfinasely i nové myslenky.

Mezi zékladni véty infinitezimédlniho poétu je nékdy (viz napf. [6, s. 10]) Fazeno
tvrzeni, podle kterého funkce f spojitd v intervalu [a,b], pro niz v kazdém bodé z €
€ (a,b) plati f'(z) =0, je v tomto intervalu konstantni. Harnack [3, s. 241] se pokusil
zobecnit tuto vétu pro ptipad, Ze rovnost f'(z) = 0 pro uréité hodnoty = neplati.
V jeho formulaci byla pfedpoklddana platnost podminky f’(x) = 0 vSude v (a,b)
s moznou vyjimkou ,diskrétni“ mnoziny bodii?).

Teorie diskrétnich mnozin a vyse uvedena domnénka mély byt zékladem pro zjedno-
duseni a rozsifeni teorie trigonometrickych rad, které Harnack podal v ¢lanku Verein-
fachung der Beweise in der Theorie der Fourier’schen Reihe z roku 1882.

Cantorova funkce v je protipfikladem ukazujicim, ze Harnackova domnénka neplati.
Podle Cantora [1, s. 387] si toho jako prvni povsiml Ludwig Scheeffer. Sdm Harnack
si v§znam funkci Cantorova typu se zpozdénim uvédomil. V ¢lanku [4] se zabyval
prostym zobrazenim diskontinua Cantorova typu na kontinuum. Zavéreéna poznamka
z prosince 1883 naznacovala existenci monotonni nekonstantni spojité funkce defino-
vané pro a < x < b, kterd méa derivaci rovnou nule ve vSech bodech s vyjimkou téch,
které tvori ,diskrétni systém bez izolovanych bodu“. Harnack v ni sliboval, ze brzy
uvefejni zevrubnéjs$i pojednani o vyznamu téchto funkci v integralnim poctu.

V ¢lanku [5] je popsana geometricka konstrukee stupiiovité funkce Cantorova typu. In-
terval [0, 1] rozdélime na ¢tyii stejné dily a sestrojime vodorovné tisecky y = %, 1<zl
ay=1,2 <z < 1. Déle sestrojime $ikmé usecky spojujici body (0,0) a (3, %), resp.
(3,3) a (Z, 1). Tak ziskdme prvni aproximaci grafu Harnackovy funkce (viz obr. 2).

Kazdy z intervalti, nad nimiz se nachézi éikmé ﬁseéka rozdélime opét na Ctyfti dily.

Sestrojime vodorovné tsecky y = 2, 136 <z i 6ay= Z’ 116 <z < 16 Nad intervaly
(0,%) a (&, ) vedeme sikmé spojnice. Analogicky postupujeme v intervalu (1,32)

s vodorovnymi Carami ve vysce 1 a %; tak obdrzime druhou aproximaci Harnackovy
funkce.

Po n krocich dostaneme funkci, kterd nabyvd vSech hodnot tvaru 5, kde

a=1,2,...,2". Body, pro které je f(z) =1 a f(z) = 3, tvoii intervaly délky

1 1 1

. = 4

4 + 42 et qn’ ( )
Body, pro které je f(z) = i a f(z) = % tvori intervaly, z nichZz kazdy mé délku

R (5)

42 " 43 4n’

4) Nekone¢nou mnozinu M C [a, b] nazyva Harnack [3, s. 238] diskrétni, jestlize pro kazdé
€ > 0 existuje koneCny systém intervali, ktery pokryvad mnozinu M a mé celkovou délku
mensi nez e. Ostatni nekoneéné podmnoziny intervalu [a,b] (tedy mnoziny nenulové miry)
nazyval Harnack linedrni. Oznaceni ,diskrétni“ pro mnoziny nulové miry souvisi s tim,
ze v integralnim poctu jim Harnack prikladal stejny vyznam jako koneénym soubortim
izolovanych bodi [6, s. 59].
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Obr. 2. Konstrukce Harnackovy funkce.

a

o> kde a je liché celé ¢islo mensi nez 2", odpovida

Kazdé funkéni hodnoté tvaru
interval délky 4%.

Vyraz (4) je n-tym ¢asteénym souctem fady > o, ﬁ, kterad méa soucet % Vyraz (5)
. , v v v ¥ o] 1 o ern v . 1 v
je n-tym C¢astecnym souctem rady Zk:l 5T Jejiz soucet je 375. Pro n — oo se soucet
délek vsech takovych intervaltl bude blizit 1, nebot

+4+8+16+ _2+i+3
3.42  3.43 3.44 77T 3 3.4 3.42

S +...=1 (6)
=3 =1

Z toho plyne, ze vsechny body, v nichz funkce nemd hodnotu tvaru 5, nakonec
mohou tvofit pouze ,diskrétni“ mnozinu (v Harnackové smyslu). Protoze se jedné
o body, které jsou hromadnymi body mnoziny koncovych bodu uvazovanych intervali,
prifadime funkci v téchto bodech hodnotu, ktera je limitou posloupnosti funkénich
hodnot pro ta x, ktera konverguji k danému bodu a v nichz je funkéni hodnota znama.
D4 se ukdzat, Ze v takovych bodech je derivace nekoneéné (smérnice Sikmych spojnic
roste nade vSechny meze).
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Harnack poznamenéva, ze jeho funkce by mohla byt vyjadfena ve tvaru konvergentni
Fourierovy fady a uvadi jako dalsi ptiklad Cantorovu funkci. Pro Harnackovu funkci by
bylo mozné pouzit analogické vyjadieni, pokud bychom za dokonalou fidkou mnozinu
vzali misto Cantorova diskontinua mnozinu bod, které 1ze vyjadfit rozvojem

a2 1&gy (7)

v némz koeficienty ¢, nabyvaji pouze hodnot 0 nebo 2.

Scheefferovy priklady

Ludwig Scheeffer (1859—1885) se narodil v Krélovci a studoval v Heidelbergu, Lipsku
a v Berliné. Doktorskou disertacni praci napsanou pod vedenim Kummera a Weier-
strasse obhajil v Berliné roku 1880. Pozdéji se seznamil s Cantorem, ktery na néj
mél znacny vliv. Sdm Cantor hodnotil vysoko Scheefferovy vysledky a v dopise
Mittag-Lefflerovi [10, s. 151], v némZ doporucuje Scheefferovy prace k otisténi v Acta
Mathematica, zminuje i potfebu Scheefferova pfesunu z relativni izolace v Kralovci
do Mnichova. Scheeffer misto na mnichovské univerzité skutecné ziskal, jeho slibnd
kariéra vSak byla predcasné ukoncena tyfem ve véku pouhych 26 let.

Prvni ze t¥i Scheefferovych prispévki, které se v Acta Mathematica objevily, je
vénovan problému rektifikace kiivek. Hutny, asi tficetistrankovy text nazvany Allge-
meine Untersuchungen tber Rectification der Curven obsahuje vedle nékolika definic
sedm tvrzeni doprovazenych ¢etnymi piiklady. V tvodu Scheeffer [11, s. 49] piSe, ze
jeho zajem o tuto problematiku byl podnicen studiem vlastnosti jedné pozoruhodné
funkce, ktera

je vsude spojitd, jeji derivace (jakoz i jeji kvadrat) vSak md v kazdém
libovolné malém intervalu nenulovou oscilaci, takze urcity integral

/QE1 V14 f(x)?de

podle Riemannovy definice nenabyva zadného smyslu. Pfesto z geometrickych
uvah jednoznacné vyplyva, ze touto funkci definovana kfivka méa mezi
kazdymi svymi dvéma body urcitou konec¢nou délku.

Podle Scheeffera je proto tfeba otazku rektifikovatelnosti zkoumat nezavisle na
otazce existence tohoto integralu.

Scheeffer definuje délku oblouku k¥ivky predstavované grafem funkce y = f(x)
mezi body (zo,y0) & (z1,y1) v zésadé stejné jako pfed nim Duhamel a Stolz jako
limitu, k niz se blizi délky vepsanych lomenych car, kdyz se délky intervald mezi
jednotlivymi délicimi body intervalu [zg,x1] vesmés blizi nule. Zatimco Duhamel se
zabyval spojitymi a alespon po ¢astech hladkymi funkcemi, Scheeffer, podobné jako
pred nim du Bois-Reymond, rozsifuje ivahy o délce grafu i na pripad funkci, které

50 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 56 (2011), ¢. 1



v daném intervalu maji skokové nespojitosti. Vyska skokt je pak zapocitavana do
délky grafu.

Nespojitou funkci, pro kterou integral vyjadfujici délku oblouku neexistuje, ale
jejiz graf ma presto konecnou délku ve vyse uvedeném smyslu, ukazuje nasledujici
piiklad [11, s. 61]. Necht wq, wa, . . . je spofetnd mnozina libovolnych hodnot a s1, s9, . . .
spodetnad mnozina kladnych hodnot, pficemz fada > -, s, mé kone¢ny soucet. Pak
kfivka definovand rovnici

Y= Zsm (8)

v niz se s¢itd pfes vSechny indexy r, pro které je w, < x, ma mezi kazdymi dvéma
body zg,y0 a z1,y1 délku x1 — zg + Y1 — Yo-

Obzvlast zajimavou se tato vlastnost jevi v pripadé, kdy mnozina wi,ws,... je
husta. Co specialné odlisuje tuto kfivku od bézné stupnovité lomené cary, je to, ze
neobsahuje zadnou horizontalni linii.

A

Obr. 3. Scheefferuv ptiklad nerektifikovatelné kiivky.
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Funkce f definovan rovnici (8) je prostd. Dodefinujeme-li inverzni funkei k funkci f
tak, aby v intervalech odpovidajicich skokovym nespojitostem funkce f byla kon-
stantni, dostaneme spojitou funkci ¢, jejiz graf mé stejnou délku jako graf f se
zapocitanymi skoky.

Zvolime-li jako body w,, v nichz méa funkce f skokové nespojitosti, dyadicky ra-
cionélni body intervalu (0,1), tedy &isla k/2", n € N, k = 1,3,...,2"71 a &isla s,
budeme volit rovna 1/3", bude funkce ¢ Cantorovou funkci. Budeme-li volit ¢éisla s,
rovna 1/(3 - 4"~ 1), bude ¢ Harnackovou funkei.

Grafy Cantorovy i Harnackovy funkce jsou rektifikovatelné kiivky, jejich délka se
vSak 1is{ od hodnoty integralu fol V14 f(x)?2dx. V Scheefferové pojednani [11, s. 74]
najdeme i pfiklad podobné funkce, jejiz graf nemé kone¢nou délku.

Zvolime body A = (xo,y0), B = (z1,41), 1 > %o, Y1 > Yo, které budou koncovymi
body konstruované kiivky; iseCku AB nazveme jeji prvni aproximaci. Dale sestrojime
¢tyfi body, které oznacime C, D, E, I a jejichz souradnice budou po fadé dany vztahy

1 2
x=$0+g(931—$0)7 y=y0+§(y1—yo),

2 2
$:$0+5($1*1’0), y:yoJrg(yl*yo),

3 1
x =z + ¢ (21 — 7o), y=1yvo+ (¥ — o)

5 3
4 1
$=$0+5($1—CE0), y=yo+§(y1—yo)-

Lomena ¢ara AC D EF B bude druhou aproximaci konstruované kiivky. Obé vodorovné
usecky CD a EF budou souc¢astmi konstruované kiivky. Kazdou ze t¥i zbyvajicich
usecek nahradime lomenou c¢arou prochazejici body, které sestrojime analogickym
zpusobem jako body C, D, E, F' v pripadé usecky AB, pfiemz xg,yo a T1,Yy1 ve vzta-
zich (9) nahradime soufadnicemi koncovych bodu kazdé z téchto tii tsecek (obr. 3).
Budeme-li takto pokracovat bez omezeni, budou sestrojené lomené ¢ary konvergovat
ke kfivce, kterd nema mezi body A a B konecnou délku, lze ji vSak chapat jako graf
funkce majici derivaci rovnou nule skoro v8ude v intervalu [z, z1].

ZAavér

V historii matematiky nejsou zcela ojedinélé pripady, kdy k néjakému objevu ¢i Feseni
dospéje nékolik matematikl nezavisle viceméné soucasné, protoze onen objev ¢i fesSeni
v dané dobé ,visi ve vzduchu“. Cantorovo diskontinuum je tradi¢né spojovano se
jménem Cantora, ktery jej popsal roku 1883, ale je znamo [2], Ze jesté pfed Cantorem
se touto mnozinou zabyval anglicky matematik H. J. S. Smith (1826 —-1883). Zd4 se,
Ze k podobné situaci doslo i v pfipadé spojitych singuldrnich funkci.

Cantor, Harnack i Scheeffer ptinesli prvni pfiklady téchto funkci pfiblizné ve stejné
dobé. V Cantorové pripadé byl objev singularni funkce prirozenym dutsledkem jeho
uvah tykajicich se mohutnosti nekone¢nych bodovych mnozin. Scheeffer uverejnil své
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ptiklady o néco pozdéji, dospél k nim vsak na zakladé studia odlisné problematiky.
Harnack si existenci funkci tohoto druhu zfejmé uvédomil jako posledni. Autofi [9]
poukazuji na to, ze vysledky Cantora i Scheeffera v této oblasti maji srovnatelnou
vahu a byly dosazeny ziejmé nezavisle. Oznaceni funkce 1 jako funkce Cantorovy—
Scheefferovy by proto lépe odréazelo okolnosti objevu prvni funkce patfici do této
pozoruhodné t¥idy.

Popsané singularni funkce jsou konstantni na stycénych intervalech dokonalé Fidké
mnoziny Cantorova typu. Postupem casu se objevily jesté podivnéjsi priklady singu-
larnich funkci, které jsou ryze monotonni. Jejich konstrukce vsak vétsinou postrada
geometrickou nazornost, kterou se vyznacuje konstrukce Cantorovy ¢i Harnackovy
funkce. Klasickym pfikladem je Minkowského funkce, kterou Hermann Minkowski
(1864 —1909) sestrojil, kdyz se zabyval pfifazenim kvadratickych iracionalit intervalu
[0,1] raciondlnim ¢islim. Vlastnosti Minkowského funkce studoval pozdéji Arnaud
Denjoy (1884—1974), ktery mj. dokazal, Ze se jedna o singularni funkci. Dalsi piiklady
ryze monotonnich singularnich funkci ziskané pomoci odlisnych postupi jsou popsany
napf. v [8, s. 208-213].
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