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Aproximace realnych ¢isel a prispévek

ceskych matematika (2. ¢ast)

Pavel Rucki, Marian Gencev, Simona Pulcerovd, Ostrava

5. Vyjadreni realnych éisel pomoci nekoneénych rad

Jiz v predchozi kapitole jsme vidéli vyznam teorie nekoneénych fad v analytické teorii
¢isel. Ve spojitosti s touto teorii ¢asto hovoiime o rozvoji (expanzi) redlného ¢isla do
nekonecné fady, velmi ¢asto zcela specifického tvaru.

V bézné pocetni praxi s redlnymi ¢isly se zpravidla opirdme o jejich desetinné
vyjadieni. Kazdé realné ¢islo o miizeme rozdélit na dvé ¢asti: na dolni celou ¢ast |«
a desetinnou (zlomkovou) ¢ast {«}. P¥i vySetfovéani racionality nebo iracionality tohoto
realného ¢isla hraje zasadni roli pravé jeho desetinna ¢ast, konkrétné postaveni cifer
v desetinném rozvoji. Jinymi slovy, pro kazdé kladné realné ¢islo « existuje posloupnost
{an}22, takové, ze ag = |a], an, € {0,1,...,9} pron =1,2,... a plati

Gnp
10n °

9)

o0
Q= Gp,a10203 -+ = Gg + Z
n=1
Aby korespondence mezi redlnymi ¢isly a jejich desetinnymi rozvoji byla jednoznaéné
urcena, je nutno navic pozadovat, aby a, < 9 pro nekone¢né mnoho n € N. Uz na
zékladni 8kole se zaci dovidaji, Ze realna ¢isla muzeme rozdélit do dvou skupin podle
toho, zda maji ukonéeny desetinny rozvoj (tzn. od jistého pfFirozeného &isla ng jsou
v8echny ¢leny a,,, m > ng, rovuy 0), nebo zda tento rozvoj maji neukoncéeny. V pii-
padé, Ze realné ¢islo ma desetinny rozvoj ukonéeny nebo neukonceny periodicky, je toto
¢islo racionalni. Pokud mé realné ¢islo desetinny rozvoj neukonceny a neperiodicky, je
toto Cislo iracionalni. Je zfejmé, Ze toto kritérium iracionality redlnych ¢isel neni na
rozdil od predchozich kapitol zaloZzeno na schopnosti jeho aproximace ¢isly racional-
nimi, ale na pozici jednotlivych cifer, popf. na ,,vzorech*, které tyto cifry v desetinném
vyjadieni daného realného ¢isla vytvareji.

Prestoze je toto kritérium velice jednoduché, jeho praktické pouziti selhédva uz pii
zkoumani otazky iracionality napf. ¢isel m a e. Neméame totiz k dispozici zadné snadné
explicitni pravidlo, na jehoz zékladé bychom mohli uréit obecné cifru na libovolné
pozici jejich desetinného rozvoje. Nemuzeme tak bez dalsich znalosti rozhodnout, zda
je jejich rozvoj ukonceny, popf. zda se periodicky opakuje. Lze v8ak uplatnit postup
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opacny. Budeme-li pozadovat, aby néjaka posloupnost nezdpornych celych ¢isel spliio-
vala jisté podminky, pak realné ¢islo, jehoz desetinny rozvoj vytvorime sefazenim ¢lent
této posloupnosti za sebou, bude iracionalni.

Necht {a,}22; je posloupnost pfirozenych &isel. Ozna¢me symbolem 6(aq,as,. .. )
takové realné Cislo, které méa pred desetinnou ¢arkou nulu a za desetinnou ¢arkou
néasleduji dekadické zéapisy ¢isel ai, ag, ... Napf. 6(1,10,100,...) = 0,110100... Pro
takto vytvorené ¢isla existuje jednoduché kritérium, které umoznuje rozhodnout, kdy
jsou tato ¢isla iracionélni, viz [48].

Véta 5.1 Necht {a,}52, je rostouci posloupnost pFirozengch cisel takovd, Ze

[e's)
1

E — = OQ.
a

n=1 "

Pak §(ay,az,...) je iraciondlni cislo.

Priklad 5.1 Polozme a,, = n, resp. an, = py, kde p, je n-té prvocislo, n € N. Pak
cisla

§(1,2,3,4,5,...) = 0,1234567891011121314 . . .
§(2,3,5,7,11,...) = 0,23571113171923293137 . ..

jsou iraciondlni.

ODbé ¢isla jsou pojmenovana po slavnych matematicich. Jde o Champernownovu,
resp. Copelanovu-Erdésovu konstantu.

Pokud bychom vsak chtéli rozhodnout o iracionalité ¢isla 0,149162536496481 .. .,
které je vytvoreno z cifer druhych mocnin pfirozenych ¢&isel, nemohli bychom toto
kritérium pouzit, ponévadz pirislusna nekonec¢na rada je konvergentni.

V roce 1937 publikoval némecky matematik Kurt Mahler (1903 —1988) postacu-
jici podminky pro posloupnost {a,}52,, jez implikuji nejen iracionalitu, ale také
transcendenci realného ¢isla vytvoreného jiz uvedenym postupem. éleny této po-
sloupnosti konstruuje Mahler pomoci nenulového mnoho¢lenu P(z) s celo¢iselnymi
koeficienty, jenz nabyva v prirozenych ¢islech kladnych hodnot. Nejdiive se do mno-
ho¢lenu P(x) dosazuji postupné vSechna pfirozena ¢isla a v dalsim kroku se z jeho
hodnot P(1), P(2), P(3),... vybiraji bloky vzniklych cifer, které se sefazuji postupné
za sebou za desetinnou ¢arku. Vznikne tak &islo §(P(1), P(2),...), tzn.

0, A1,t1, A1t —1y-+-Q1,1,01,002,t5, 02, t5—1,---021,020 - - -

cifry v P(1) cifry v P(2)

Mahler o takto zkonstruovaném ¢isle dokazal, Ze je transcendentni, avSak neni to ¢islo
Liouvilleovo.

Priklad 5.2 UvaZujme linedrni mnohoclen P(x) = xz. SepiSeme cifry hodnot poly-
nomu P(1), P(2), P(3), ... za desetinnou ¢drku tak, jak jdou podle velikosti za sebou.
Vytvorime tak cislo

0,1234567891011121314.. . .,
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coZ je ndm jiZ zndmd Champernownova konstanta. Je to ¢islo iraciondlni, viz pTi-
klad 5.1, a podle piedchozi Mahlerovy myslenky je také transcendentni, avsak nent to
¢islo Liouvilleovo.

Priklad 5.3 UvaZujme nyni kvadraticky mnohoclen P(x) = z%. Vytvorime redlné
¢islo stejnym zptisobem jako v predchozim pFikladu. Zkonstruujeme tak c¢islo

0,149162536496481100121 . . .,

o némZ nedokdZeme pomoci véty 5.1 rozhodnout, zda je to c¢islo iraciondlni nebo ne.
Z Mahlerovijch poznatki vsak vyplijvd, Ze toto cislo je transcendentni, tudiZ také ira-
ciondlnd.

Dosud jsme se zabyvali pouze desetinnymi rozvoji. Toto vyjadfeni mizeme zobecnit
tak, Ze Cislo ve jmenovateli zlomku nachézejici se v fadé (9) nahradime libovolnym
prirozenym ¢islem g > 1. Hovofime pak o g-adickém rozvoji redlného ¢isla a. V zobec-
néni mizememe jit dale, budeme-li ve jmenovateli uvedené fady uvazovat obecné rizné
prirozena ¢isla vétsi nez 1. Pak hovorime o tzv. Cantorovijch faddch, jimiz se jako prvni
zabyval némecky matematik Georg Cantor (1845—1918) v roce 1869.

Véta 5.2 Necht {a,}32, je posloupnost piirozengch éisel vétsich nez 1. Pak kazdé
redlné ¢islo o lze jednoznacné vyjddrit ve tvaru

> @

n
a=co+ § D E—
_1a1a2...an

kde ¢y, jsou celd ¢isla takovd, Ze 0 < ¢, < a, — 1 a nerovnost ¢, < a, — 1 plati pro
nekonecné mnoho n.

Polozime-li a,, = 10 pro v8echny indexy n, ziskime desetinny rozvoj ¢isla . Zminili
jsme se, ze nezname-li cely desetinny rozvoj realného ¢&isla o, je nemozné pouze z néj
ziskat informaci o tom, zda je islo racionélni nebo iracionélni (to je pripad ¢isel e a ).
Pomoci Cantorovych rad lze tento nedostatek ¢aste¢né odstranit. K tomu si ukazeme
nékolik jednoduchych kritérii.

Vé&ta 5.3 Necht posloupnosti {an}°2 1 a {cn 52 splitugi predpoklady véty 5.2. Jestlize
kazdé prvocislo p déli nekoneéné mnoho clent a,, pak ¢islo a je iraciondlni prdvé tehdy,

kdyZ nekonecné mnohokrdt plati c, > 1.

Priklad 5.4 Polozme a, = n+1 a c, = 1 pron € N. Predpoklady véty 5.3 jsou
splnény, a tedy cislo, které je vyjdadreno tadou

=1
2 + Z R
n!
n=2
je iraciondlni.
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Pouzijeme-li vyjadieni Eulerova ¢isla pomoci nekoneéné fady

2+Z. Zn, e, (10)

n=0

miuzeme tak pomoci véty 5.3 dokézat, ze Eulerovo ¢islo e je iracionalni.

Vyjadieni realnych éisel pomoci Cantorovych fad neni jediné. V roce 1880 uka-
zal anglicky matematik James Joseph Sylvester (1814 —1897), 7Ze kaZzdé realné ¢islo «
miizeme jednozna¢né reprezentovat nekonec¢nou fadou

[e's) 1

a=c —
+E a0’
n=1

kde c je celé ¢islo a a,, jsou pFirozené Cisla vétsi nez 1 takova, Ze ant1 > (an, —1)a, pro
n € N, viz [47]. Sylvester Sel ve svych uvahich dal a dokazal, Ze ¢islo « je iraciondlni
pravé tehdy, kdyZ nerovnost a1 > (an — 1)a, + 1 je splnéna nekone¢né mnohokrat.
Toto kritérium lze pouzit napiiklad na nekone¢nou fadu

o0

1
D 5 (11)
n=0
jejiz soucet je tak podle predchozi tvahy iracionalni &islo.
V roce 1913 pozmeénil Cantor sviij koncept Cantorovych fad a ukazal, ze kazdé
realné ¢islo a lze jednozna¢né vyjadrit nekone¢nou fadou

0o
1
Oz:C+E _—,
— 4102 ...0n
n=1

kde ¢ je celé ¢islo a {a,, }52; je neklesajici posloupnost celych ¢isel vétsich nez 1, viz [9].
MiuZeme si vSimnout, Ze ve srovnéani s vlastnostmi posloupnosti {a,}32 uvedene ve
vété 5.2 je nyni na posloupnost kladen siln€jsi pozadavek monoténnosti jejich ¢leni.
Uved'me si jedno z kritérii iracionality pro tento typ fady. Cislo o vyjadiené predchozim
zpusobem je iracionalni pravé tehdy, kdyz

lim a, = oo.

n—oo
Jako pfiklad konkrétni posloupnosti spliiujici vyse uvedené vlastnosti uvedme rostouci
posloupnost {p, }>2 ; vSech prvocisel. Na zakladé predeslého kritéria mizeme dokazat,
Ze soucet nekonec¢né rady

; Pip2- (12)

je ¢islo iracionalni.

Vidéli jsme, ze k nékterym nekoneénym fadédm lze najit reprezentanta v redlnych
¢islech, jenz je vyjadaren pomoci znamych konstant, viz napf. (10). V téchto pfipadech
muzeme Fict, Ze jsme nasli sou¢et nekone¢né fady v uzavieném tvaru. éastéjéi je vsak
opa¢ny piipad, viz napf. (11) a (12).
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Cantorovy fady muzeme zobecnit tim, Ze zeslabime pozadavky na koeficienty a,,
a by, n € N. Témito fadami se zabyvali ¢esky matematik Jaroslav Han¢l a nizozemsky
matematik Robert Tijdeman. Ti v roce 2004 stanovili obecnéjsi podminky pro to, aby
soucet tzv. zobecnéné Cantorovy fady

o0

bn
13
2wy e (13)

n=1
kde {b,}5, je posloupnost libovolnych celych ¢isel a {a,}52; je posloupnost pfiro-
zenych &isel vétsich nez 1, byl racionalni. Mimo jiné dokazali v [26], Ze je-li {b,}5%,
navic monoténni posloupnost, pak vzdy existuje posloupnost {a,}22 , jejiZ ¢leny na-
byvaji hodnoty 2, 3 nebo 4, Ze soucet Cantorovy fady (13) je racionalni ¢islo. O rok
pozdé&ji v [27] publikovali postacujici podminky pro iracionalitu tzv. faktorialnich rad
a dokazali, ze naptiklad soucet Fady

[n]

n!

1M

je iracionalni ¢islo pro libovolné kladné realné &islo a.
6. Rychle konvergujici fady

Jak jsme vidéli v pfedchozich kapitolach, algebraickd povaha realného ¢isla, které je
reprezentovano nekone¢nou radou, tzce souvisi s podminkami, které na tuto fadu
klademe. Zminili jsme podminky tykajici se délitelnosti jejich ¢lenti, vztahu mezi sou-
sednimi ¢leny a dalsi. V roce 1975 pfigel madarsky matematik Paul Erdés (1913 —1996)
se specialnim typem nekonecnych fad, u nichz algebraickd povaha jejich souc¢tu tzce
souvisi s asymptotickym chovanim jejich ¢lent (s ,rychlosti konvergence* téchto ¥ad).

Erdésova tvaha byla jednoduchd, viz [8]. Nejdfive si zvolime rostouci posloupnost
pfirozenych é&isel {a,}22; takovou, Ze nerovnost a, > n'*® plati pro néjaké fixni
kladné realné ¢ a pro vSechny dostatecné velké indexy n. Tento pozadavek nam zaruci
to, Ze nekonec¢néa rada

o0
1
> — (14)
n=1 "
bude konvergentni (sta¢i pouzit srovnéavaci kritérium). Déle po této posloupnosti bude-
me pozadovat, aby obsahovala podposloupnost {a,, } 72, ktera bude divergovat ,,dos-
tatecns rychle“. Na zakladé téchto predpokladit Erdss dokézal, Ze soudet fady (14) je
iracionélni ¢islo. Pouzili jsme ponékud vagni spojenti ,,. . . divergovat dostateéné rychle®.
Tim Erdés rozumél, Ze ¢leny podposloupnosti {a,, }52, budou od ur¢itého indexu ny
pro libovolné predem dané realné &islo K vzdy vétsi nez K2". Struén&ji zapsano, pro
posloupnost {a, }5; bude platit podminka
1
limsupas” = co.
n—oo
Erddss dale zavedl novy pojem iracionalni posloupnosti prirozenych ¢isel. Jde o pos-
loupnost {a,}52, pfirozenych ¢&isel s pozoruhodnou vlastnosti: pokud vynésobime
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kazdy clen této posloupnosti libovolnym pFirozenym ¢&islem, pak soucet nekonecéné
fady pfevracenych hodnot téchto soucinu je vzdy iracionalni ¢islo bez ohledu na to,
¢im ¢leny a, nasobime. Jinak feceno, je-li soucet fady

> w

iracionalni pro kazdou posloupnost ptirozenych ¢isel {c, }52 1, pak {a,}22; se nazyva
iractondlni posloupnost. Neni-li posloupnost iracionalni, nazyva se racionalni. Ukazal
navic, ze posloupnost {22"}°,, o niz byla jiz zminka v ptedchozi kapitole, je ira-
cionalni, kdezto posloupnost {n!}2 , je racionalni. V tomto piipadé staci, abychom
polozili ¢, := n + 2 pro vS8echny indexy n, pak totiz

— — 1 n+2-1 1 1 1
D B R Dk re=rb D (v R Py IS
a tedy posloupnost {n!}S ; neni iracionélni.

Své kritérium Erddss dale modifikoval. Ponechal v platnosti nerovnost a, > n't¢
ktera zarucuje konvergenci fady 220:1 1/ay,, avsak zesilil pozadavek druhy — aby v pos-
loupnosti {a,}$2; existovala podposloupnost, ktera by divergovala mnohem rychleji
nez v pfipadé iracionality. Jinymi slovy, bude-li platit pro kazdé kladné realné ¢

. n
lim sup a,l/t =0 a a, > ntte,

n—oo
nebude soucet nekoneéné fady (14) pouze iracionalni ¢islo, ale bude to dokonce ¢islo
Liouvilleovo.

Zatim jsme se zabyvali nekoneénymi fadami sestavenymi z takovych posloupnosti
{an}22,, které obsahovaly rychle divergujici podposloupnost. Tento rist tzce souvi-
sel s exponentem v podmince, jiz byla rychlost divergence posloupnosti pfedepsana.
V pfipadé iracionality stacilo vzit exponent 1/2", kdezto v p¥ipadé ,liouvillity* jsme
uvazovali exponent 1/t™, kde ¢ bylo libovolné kladné ¢islo. Jednou z dalsich moZnosti,
jak mtzeme vyjadiit rychlost divergence posloupnosti {a, }52 1, je, Ze stanovime vztah
mezi ¢lenem a,, a v§emi pifedchozimi ¢leny a1, aso, ..., ap—1. Mezi prvnimi, kdo s touto
mySslenkou pfiSel, byl opét Erdés, ktery v roce 1950 navrhl a dokéazal nasledujici tvrze-
ni. Vezméme ostie rostouci posloupnost prirozenych &isel {a, }22; takovou, Ze ¢len a,
bude v jistém smyslu ,,mnohem vétsi“ nez soucin vSech predchézejicich ¢lent aq, as,

, Gp—1. Formalné vyjadieno

lim S —— Q.

n—oo 3142 ...0np—1
Pak soucet fady (14) je iracionalni &islo. MiZeme Fict, Ze i tato identita je vlastné
mé&fitkem rychlosti divergence posloupnosti {a,}52 ;.

V roce 1984 rozvinul tuto myslenku rumunsky matematik Jozsef Sandor, viz [43].
Na rozdil od Erd6se uvazoval Sandor dvé posloupnosti prirozenych &isel {a,}52,
a {b,}22; (ne nutné rostouci). Spliji-li navic nasledujici podminky:
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1
n—oo @102 ...0p—1 bn

lim sup = 00
a
lim inf -2 . 2241 5 (16)
n—00  Gp n+1
bude soucet nekonecéné fady
oo
b
— (17)
— Qp
n=1

iracion4lni ¢islo. Navic podminka (16) implikuje, Ze existuje realné ¢islo A vétsi nez 1
takové, Ze pro Cleny s dostateéné velkymi indexy n, jeZ zavisi na volbé A, plati nerov-
nost

bn, 1 b,
+1 <.
Gp41 A Gap

a odtud uzitim matematické indukce dostavame

b7l+s i . bn
Up4s As Gnp,

Jinymi slovy, pro dostatec¢né velké indexy n roste tato fada srovnatelné s geomet-
rickou fadou s kladnym kvocientem mensim nez 1.

7. Diofantické aproximace v €eskych zemich

Stejné jako v okolnich zemich pusobili i v ¢eskych zemich a v byvalém Ceskoslovensku
matematici, ktefi se zabyvali teorii diofantickych aproximaci a jeji aplikaci v analyze
nik (1897-1970), jenZ svymi pracemi vyrazné obohatil analytickou teorii ¢isel a teorii
diofantickych aproximaci o nové poznatky. Dokazal napiiklad urcit tzv. Hausdorffovu
dimenzi mnoziny realnych ¢isel o takovych, Ze nerovnost

a— =L

o~

q
plati pro nekone¢né mnoho racionalnich ¢isel p/q € Q a pro pfedem dané fixni s > 1.
Charakterizujme stru¢né pojem Hausdorffova dimenze, resp. Hausdorffova mira.
Pomoci ni miZzeme mérit ,,velmi malé“, avSak libovolné komplikované podmnoziny
n-rozmérného prostoru R™. Jako motiva¢ni piiklad vezméme v tivahu bézné mnoziny,
jako jsou napf. tiseCka nebo ¢tverec, a pouzijme klasicky koncept Lebesgueovy miry na
tyto mnoziny. Pak 1-dimenzionélni Lebesgueova mira tsecky bude odpovidat jeji délce
a 2-dimenzionélni Lebesgueova mira ¢tverce bude odpovidat jeho obsahu a obé miry
budou kone¢né a nenulové. Pokud bychom chtéli uré¢it napf. 3-dimenzionalni Lebesgue-
ovu miru obou objekt, pak tato mira bude v obou pfipadech nulové, ponévadz tsecka

mé nulovou §itku a vysku a ¢tverec mé nulovou vysku. Muzeme tedy tict, ze kruznice,
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~z 2

resp. ¢tverec mé Lebesgueovu dimenzi 1, resp. 2, protoze jsou to nejvétsi ¢isla takova,
ze prislusna n-dimenzionalni Lebesgueova mira je jesté konecné a nenulova. Nicméné
v prostoru R" existuji také mnoziny, které jsou komplikovanéjsi nez kruZnice nebo
¢tverec, napf. tzv. Cantorovo diskontinuum. CoZz je mnozina realnych ¢isel z intervalu
[0, 1], ktera vznikne tak, Ze interval [0, 1], rozdélime na tii stejné ¢asti a odstranime
prostiedni ¢ast. Kazdou ze zbyvajicich ¢asti — intervaly [0,1/3] a [2/3, 1], rozdélime
znovu na tfi stejné Césti a odstranime z kazdého intervalu ¢ast prostfedni. Zistanou
intervaly [0,1/9], [2/9,1/3], [6/9,7/9] a [8/9, 1] a cely postup dale opakujeme. Canto-
rovo diskontinuum je tedy mnoZina, ktera vznikne z intervalu [0, 1] po vyjmuti v8ech
prostfednich tfetin na nekone¢né mnoha trovnich.

Kdybychom chtéli uréit dimenzi Cantorova diskontinua jako nejvyssi pfirozené
¢islo n takové, Ze n-dimenzionalni mira této mnoziny je nenulova a zaroven konecna,
neuspéli bychom, protoze 1-dimenzionélni Lebesgueova mira Cantorova diskontinua
je rovna 0. Proto se u takovych mnozin urcuje tzv. Hausdorffova dimenze, ktera je
roz§ifenim Lebesgueovy dimenze. Pripousti totiz moznost, ze mnozina muze mit di-
menzi, ktera je vyjadfena kladnym necelym ¢islem. Miizeme Fict, Ze slozitost struktury
Cantorova diskontinua je ,,pFfechodnym stavem® mezi spoCetnou mnozinou bod, jejiz
Lebesgueova mira je 0 (Cantorovo discontinuum je nespo¢etna mnozina), a interva-
lem [0, 1], jehoZ mira je 1. Nabizi se proto moZnost definovat dimenzi Cantorova dis-
kontinua jako ¢islo mezi 0 a 1. A skute¢né je mozné ukazat, ze Hausdorffova dimenze
Cantorova diskontinua je rovna In2/1n3 = 0,63092. ..

Uvazujme specialni p¥ipad, kdy neprazdné mnozina X je podmnozinou 1-dimen-
zionalniho prostoru R. Necht dale {I,,}52 ; je spoletné pokryti mnoziny X, tzn. X C
U~ I,. Dale necht 3 je takové nezaporné realné ¢islo, ze

inf{i(diam (1) : X C n@l In} =0.

n=1

Pak nejmensi ze vSech B, pro néz predchozi identita plati, se nazyva Hausdorffova
dimenze mnoZiny X a znaci se dimpgX.

Jarnik v roce 1929, viz [30], a nezéavisle na ném sovétsky matematik A. S. Bezikovié
(1891—-1970) v roce 1934, viz [4], dokazali ur¢it Hausdorffovu dimenzi mnoziny

WS:{Q€R:

1
a— B‘ < — pro nekone¢né mnoho p € Q}.
q q° q
Véta 7.1 (Jarnikova-Bezikovi¢ova véta) Je-li s > 2, pak
2
diHlHVVS = —.
S

Je-li naopak s < 2, pak W, = R.

Poznamenejme jen, Ze druhé ¢ast tvrzeni je disledkem Dirichletovy véty (véta 2.3).
Jarnik zobecnil tuto vétu také pro ptripad n-rozmérného prostoru R™, v némz se definuji
tzv. simultanni diofantické aproximace. Cislo a je v ni nahrazeno n-tici realnych &isel
(a1, ..., ) a Citatel zlomku p/q pak n-tici celych ¢isel (p1,...,p,). Jarnik ukazal, ze
mnozina
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{(al,...,an)eR” : ‘ ai—%

1
< — pro nekone¢né mnoho (p1,.-.,0n) EZ", g € N}
q

mé Hausdorffovu dimenzi (n + 1)/s, je-li s > (n+ 1)/n, a n v ostatnich pfipadech.

S Hausdorffovou dimenzi pracuje Jarnik i v [31], kde ur¢uje dimenzi mnoziny real-
nych ¢isel vyjadienych ve tvaru fetézového zlomku specifickych vlastnosti. A ukazuje,
jak tyto vlastnosti ovliviiuji Hausdorffovu dimenzi uvedené mnoziny.

Jarnikovym zékem byl dalsi z vyznamnych ¢eskoslovenskych matematiki Bfetislav
Novak (1938—-2003), jenz rozvinul Jarnikovy vysledky z teorie tzv. mfiZzovych bodu
a ptisobil také v oblasti aproximace realnych &isel. V roce 1975 dokazal Novak v [38],
Ze pro libovolné nenulové komplexni ¢islo s nemuize nastat moznost, ze by obé ¢isla s
a e’ byla ¢isla Gaussova, tj. ¢isla ve tvaru a + bi, kde a a b jsou racionalni.

V [39] se Novék zabyva také sedmym Hilbertovym problémem, a to v historickém
kontextu v souvislosti s pfispévky svétovych matematikii, které vedly k jeho vyfeseni.
nekone¢nych fad. Jednim z nejznaméjsich matematikti ptisobicich na tizemi byvalého
Ceskoslovenska, ktery se zabyval touto oblasti, byl slovensky matematik Tibor Salat
(1926 —-2005), jenz poodhalil dilezité souvislosti mezi Cantorovymi a Liirothovymi
Fadami a Fetézovymi zlomky, které studoval z hlediska Hausdorffovy miry i z hlediska
topologie, viz napf. [49].

V [50] se Salat a Drahovsky zabyvali funkcemi f : Rt — R*, které zachovavaji
konvergenci Fetézového zlomku [ag, a1, az,...]|. Jinymi slovy, je-li [ag, a1, az,...] kon-
vergentni Fetézovy zlomek, pak také [f(ao), f(a1), f(a2),...] je konvergentni Fetézovy
zlomek. Saldt dokazal, ze takova funkce musi zachovavat konvergenci libovolné kon-
vergentni fady Y.~ ; by.

Véta 7.2 Necht funkce f : Rt — Rt md tu vlastnost, Ze pro kaZdy konvergentni
Tetézovy zlomek [ag;ar,as,...] je i Tetézovy zlomek [f(ao); f(a1), f(az),...] konver-
gentni, pravé kdyz pro libovolnou konvergentni Fadu ., , b, je také Fada >~ f(by)
konvergentni. Takovd f spliuge:

1. liminf 22 > o,

t—0+

2. ligninff(t) > 0 Va € (0, 00].
—a

Zmilime jests jeden Salativ vysledek tykajici se Hausdorffovy dimenze Cantorovych
fad.

Je-li g > 3 prirozené ¢islo a M mnozina v8ech prvoéisel mensich nez g, pak mnoZina
v8ech realnych ¢isel 2 € [0, 1), které lze vyjadiit ve tvaru nekone¢né rady

o0
pn

n )

pn €M, VneN

n=1

mé Hausdorffovu dimenzi In(w(g — 1))/ Ing, kde 7 (z) je prvoéiselna funkce oznacujici
pocet prvocisel mensich nez zx.
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V minulé kapitole jsme se zminili o iracionalnich posloupnostech, jez definoval
Erdés. V roce 1993 rozsifil Han¢l pojem iraciondlni posloupnosti i na pfipad, kdy
{an}22, je posloupnost realnych ¢&isel, a zobecnil tak predchozi Erdésovu definici.
Navic pracoval se dvéma posloupnostmi {a,, }2° ; a {b, }22 ; p¥irozenych ¢isel takovymi,
7e pro posloupnost {a,}52 , plati stejné podminky jako v Erdgsové pripads. Naopak
po posloupnosti {b,}52; pozadoval, aby b, < 2(°82)" pro vSechny indexy n, kde
« je realné ¢islo z intervalu (0,1), viz [22]. Tyto podminky posta¢uji k tomu, aby
posloupnost podilta {a,, /b, }52; byla iracionalni. V§imnéme si, Ze pokud ve specialnim
pfipads zvolime {b,}°2, tak, Ze se vSechny jeji ¢leny rovnaji 1, obdrZzime puvodni
Erdésuv vysledek. Na zakladé predchoziho lze tedy ukazat, Ze napfr. posloupnost

Ln2n/2J 4 9n oo
{ n2" + 3" }n—l
je iracionalni.
Zcela analogicky lze definovat tzv. transcendentni, resp. algebraickou posloupnost.
Je mozné ukézat, Ze napi. posloupnost {24"}5, je transcendentni, viz [15], kdezto
posloupnosti

2n"+1 oo 3n!+1 oo
n" n:l7 Qn! n=1

jsou Liouvilleovy, viz [14].

V minulych kapitolach jsme zminili Sandorovu metodu rozsifeni piivodné Erdésova
vysledku na fady s obecnymi kladnymi racionalnimi ¢leny. Z Sandorovych poznatkii
vySel v roce 2005 a 2006 Pavel Rucki, ktery pozménil prvni Sandorovu podminku tak,
Ze v prvnim piipadé umocnil pivodni jmenovatel na 2+ 4, kde § je kladné realné ¢islo,
a ve druhém pripadé aplikoval na Citatele a jmenovatele prirozeny logaritmus.

I an 1

im sup S— =00

n—00 <a1a2 s an—1)2+6 bn ’
. Ina, 1

lim sup . = 00,

n—o0 111((11(12 oo anfl) E

viz [17] a [20]. Tyto zmény zptsobi, Ze soudet Fady (17) je v prvnim pFipadé transcen-
dentni &slo a ve druhém pripadé dokonce Liouvilleovo &islo. Pro ilustraci uvedme
konkrétni priklad.

Priklad 7.1 Necht a; := 3 a pro vSechna n > 2 definujme

(a1az---ayn)3, jestlize 25|n,
An+1 = ..
2a, +1 jinak.
Pak soucet fady (14) je transcendentni cislo.
Navic pozmeénil také druhou podminku, aby podobné kritéria mohla platit také pro

fady, jejichZz konvergence je v jistém smyslu pomalejsi nez konvergence geometrické
fady v Sandorové pfipadu. Uvedme jednu z nich:
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Gntt 1/<1+a>> o 1/<1+e>le
bn+1 - bn '

Nerovnost muzeme jednoduSe upravit na tvar

bt 1
an—i—s o (Kn + 5)1+E ’

kde K, je konstanta zavisla na indexu n. Z hlediska rychlosti konvergence bude
fada (17) konvergovat srovnatelné s fadou oo | 1/s**, coz je pomaleji nez ve srov-
nani s rychlosti konvergence fady geometrickeé.

Rychlost konvergence fady (17) mtzeme déle snizovat. V [19] muZeme najit krité-
rium, které je uréeno pro fady (17), jejichz rychlost konvergence je srovnateln4 s fadou
S 1/(nIn'*e n), kde ¢ je kladné realné &islo.

Pojem iracionality miuZzeme dale zobecnit a zabyvat se tak linedrni nezavislosti
redlnych ¢isel, popf. souc¢tt danych nekoneénych fad spolu s ¢islem 1 nad télesem ra-
cionalnich ¢isel. V zobechovani mizeme pokracovat tak, Zze spojime koncept linearni
nezavislosti nekone¢nych fad spolu s pojmem iracionalnich posloupnosti. Muzeme tak
definovat novou vlastnost nekoneénych fad, resp. posloupnosti — linedrné nespiiznéné
posloupnosti (preklad z angl. linearly unrelated sequences). Nazyvame takto posloup-
nosti kladnych realnych ¢isel {a1., 152, {azn}oq, -5 {akn}ny, kde K je pfirozené
¢islo, pro které plati, Ze sou¢ty nekone¢nych rad

1 <1 > 1
> C D o D
n=1 n=1 n=1

@1,nCn @2,nCn QK nCn

spolu s ¢islem 1 jsou linedrné nezavislé nad Q pro libovolnou posloupnost {c,}52
prirozenych ¢cisel.

Neni obtizné ukazat, Ze tato vlastnost je skuteéné zobecnénim pojmu linearni ne-
zavislosti, iracionality a iracionalni posloupnosti. Polozime-li totiz ¢, = 1 pro vSechny
indexy n, dostaneme definici linearni nezavislosti nad télesem Q. Pokud dosadime
K =1, ziskdme tak definici iracionalni posloupnosti. A nakonec, polozime-li ¢, = 1
pro vSechny indexy n a zaroveii K = 1, obdrzime pojem iracionality. Vysledky tykajici
se linearné nespfiznénych posloupnosti mizeme najit v pracich Simony Sobkové a Ja-
roslava Hanéla (viz [13], [24], [22] a [23]), od nichZ pochéazi nasledujici pfiklad linedrné
nespriznénych posloupnosti:

o R e e B e i

kde K je libovolné pfirozené ¢islo.

Iracionalni posloupnosti maji tzky vztah ke specidlni podmnoziné redlnych cisel,
kterdA nam umoziuje urcit, jakych sou¢tt muZe nekonecna fada (15) nabyt pfi libo-
volné volbé posloupnosti pfirozenych ¢isel {c,, }5 ;. M&jme danu posloupnost {a, }52 4
nenulovych realnych ¢isel. Pak mnozinu realnych éisel x, pro ktera existuje posloupnost
pfirozenych ¢&isel {¢, }22; takova, Ze Fada (15) konverguje a ma soudet roven praveé z,
nazyvame vyjddritelnd mnozina X{a,}32, posloupnosti {a,}52 4, tedy
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o0

1
Xantnl, = {x eR; Hentol CNiz = Z }

anCn

n=1
Je zfejmé, ze pokud X{a,}p2; C R\ Q, pak posloupnost {a,};2, je iracionalni. Na
vyzkumu vyjadritelnych mnozin se vedle Hanéla podili také Jan Sustek. Ten v [21]
ukazal, Ze spliiuje-li posloupnost kladnych realnych ¢isel {a,}52 ; podminku

1 1
— << g — 1
2an i=n+1 @i et ( 8)

miZzeme vyjadfitelnou mnozinu X {a, }5° ; pfesné vymezit:

X{an}psy = (0 , i ai] je-li i ai <00

n n

n=1 n=1
Y
X{an}pZy =(0,00),  je-li Z — = 0.
n=1 "

Situace se méni, obsahuje-1i posloupnost {a,}52 ; nekonené mnoho kladnych i zapor-
nych ¢lent. Budeme-li pozadovat, aby posloupnost spliiovala nerovnost

=1 1 =1

E — < —< E — VnéeN,
a; 2a, ) a;

n+1 i=n+1

<0 ai>0

i

Il

pak i v tomto pfipadé jsme schopni pifesné urcit vyjadfitelnou mnozinu posloupnosti

{an}%ozlv
X{an}ffﬂ = ( Z %’ Z ai>

i=n+1 " i=n+1 "
a; <0 a; >0

oo

Uvazujme napiiklad posloupnost {(—1)"n?}2%,, v ni% se pravidelnd stifdaji kladné

a zaporné ¢leny. Neni obtizné ukazat, ze
I J
X = (-5 5):

Nicméné tyto poznatky miizeme pouZit pouze v piipadé, Ze posloupnost {a,}>2
nediverguje rychleji nez posloupnost {37}52 . Pro rychleji divergujici posloupnosti
totiZ podminka (18) neplati a v pfipadé t&chto Fad jiZz nejsme schopni najit exaktni
vyjadfeni vyjadritelné mnoziny. Co vSak muzeme, je odhadnout, jak ,,velkd“ je vyjad-
Fitelnd mnozina, presnéji feceno, jaky je spodni odhad Lebesgueovy miry vyjadfitelné
mnoziny X {a,}7%+, viz napf. [16]. Pro velice rychle divergujici posloupnosti {an }5>;
muzeme navic ukazat, ze prislusna vyjadritelna mnozina X {a,}>2 ; ma Lebesgueovu
miru rovnou nule. To plati nap¥. pro posloupnosti {24"15 , a {27"}2 . Je-li Lebes-
gueova mira nulovi, muzeme dale zkoumat Hausdorflovu miru, resp. Hausdorffovu
dimenzi vyjadfitelnych mnozin, které jiz nulové byt nemusi, viz [16]. Plati napfiklad

n 2 n
dimpg X {2*"}22, < 5 a dimg X{2" 1, =0.
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