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Muzeme vérit numerickym vypoctim?
Vénovano Emilu Vitaskovi k jeho 80. narozeninam

Michal K¥iZek, Praha

Nikdy neztotoznujme realitu
s jejim matematickym
¢i numerickym modelem.

1. Uvod

Toto pojednani je volnym pokrafovanim ¢lanku [6], jehoZ cilem bylo upozornit na
mnohé skryta nebezpedi pfi numerickém zpracovani rozliénych tloh bez znalosti teorie.
Clanki na podobné téma existuje celd fada — viz napt. [10], [11], [12] & literatura
uvedené v [6] nebo [16].

V avodu klasické knizky Numerical Processes in Differential Equations [1] autori
Babusky, Pragera a Vitaska se uvadi nékolik §patné podminénych uloh ukazujicich na
nestabilitu numerickych vypoé¢ti vzhledem k zaokrouhlovacim chybam. Napf. vypodcet
integralu

1 /1
I, = —/ z"e®dxr >0
€ Jo

1ze metodou per partes prevést na rekurenci
IL,=1—-nl,—1, n=1,2,...,

kde Iy = 1—e~!. Pokud ji budeme vyhodnocovat na poéitadi v jednoduché aritmetice,’
pak uZ po nékolika krocich dostaneme paradoxné zédpornou hodnotu integralii,? srov.
téz [2]. Je to zpiisobeno tim, Ze se v kazdém kroku odecitaji dvé skoro stejné velka &isla.
P1i odeéitani sice obecné nedochézi k zaokrouhlovani, ale mantisa rozdilu obsahuje jen
malo platnych mist, coz nutné vede ke ztraté presnosti. Podobné je tomu pii s¢itani
a odeditani dvou ¢isel s dosti odlisnymi exponenty.

Jiny piiklad v [1] se zabyva numerickou nestabilitou postupného provadéni néasle-

dujicich operaci
S (((((1:2)-2):3)-3):4) -4

1Kdysi méla jednoducha aritmetika 4 byty, v soucasnosti ma spige 6 byti (1 byte = 8 bitii).
Terminologie ale neni jednotna.
2Hodnoty I, lze vSak velice pfesnd numericky vypoéitat pomoci rychle konvergentni fady I, =

1/ (n+1)—-1/(n+1)(n+2)+1/(n+1)(n+2)(n+3))—...
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Po dostate¢né mnoha krocich dostavame na rtznych pocitacich obecné zcela rozdilné
vysledky.3

Cilem tohoto ¢lanku je upozornit na nékolik pomérné novych varovnych piiklada,
které by mél mit ¢tenaf na paméti, pokud se bude poustét do numerickych vypocti.
Dva z nich jsou vybrany z knihy Handbook of Floating-Point Arithmetic [9], ktera
nedavno vysla. Jako Sokujici se jevi Mulleruv piiklad (viz kap. 5 dale), v némz se
provadi 25 nasobeni a 25 odecitdni s presnosti na 25 platnych mist, a vysledek je
naprosto nespravny. ,,Absolutni hausnumera“ dava také Rumpuv piiklad (viz kap. 6)
s mnohem mensim poc¢tem provadénych aritmetickych operaci a na jesté vétsi pocet
platnych mist.

2. MizZe byt klesajici posloupnost v pocitacové aritmetice rostouci?

PoloZme ag =1, a1 = ﬁ a necht
34 3
(n42 = {70n+1 = 770 PO = 0,1,2,... (1)
Presné reseni této rekurence
1
On = 11n

je zFejmé klesajici posloupnost. V pocitacové aritmetice vSak z (1) dostavame:
aky ~ 2 - 101 ve zkracené aritmetice (4 byty — short real),
aso ~ 10'° v jednoduché aritmetice (6 byt — real),
aso ~ 5 - 105 ve dvojnasobné aritmetice (8 byttt — long real),

G50 ~ 103 v rozsiiené aritmetice (10 bytii — extended).

Odpovidajici posloupnosti (al,), (an), (dn) & (@) jsou (v tomto pofadi) rostouci jiz
od n =8, 9, 12, 14 a v8echny dosti rychle rostou. Pfi zaokrouhlovani jen na dvé platnéa
mista je uvazovana posloupnost rostouci dokonce uz od n = 2. Samoziejmé nejde
o nekonecnou posloupnost, protoze konecné aritmetika pocitac¢i nam diktuje radu
omezeni.

Pokud (1) implementujeme tak, Ze a,t2 = (34a,+1 — 3a,)/11, pak vysledna po-
sloupnost je dokonce zaporna jiz od ajo. Opét se tedy ukazuje, Ze odecitani dvou
témeér stejné velkych &isel v poditacdové (necelodiselné) aritmetice miize zpusobit fadu
nepiedvidatelnych potizi.

3. Babuskuv priklad

Na intervalu [0, 1] uvazujme lebesgueovsky integrovatelnou funkei f definovanou vzta-

hem
| 1, jeli x iracionélni,
fz) = { 0, je-li x racionalni.

Pak ziejmé

1
fla)da =1,
0

3Tyto testy zvefejnéné v monografii [1] provadél Karel Segeth.
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zatimco jakakoliv kvadraturni formule
1 n
f(z)dz ~ Zwif(l’i)
0 i=1

s vahami w; € R a uzly z; € [0, 1] dava na poé&ita¢i nulovou hodnotu integralu, protoze
se uzly aproximuji racionalnimi ¢isly zobrazitelnymi v kone¢né pocitacové aritmetice.

Tento absurdni vysledek, kdy chyba je rovna jedné, 1ze vysvétlit tim, Ze neni splnén
dulezity predpoklad hladkosti funkce f obsazeny ve standardnich vétach o konvergenci
kvadraturnich formuli.

4. Kahanuv ptiklad (viz [9])

Polozme ag = 2, a1 = —4 a uvazujme rekurenci

1130 3000
an, = 111 — + pron=23,... (2)
Gp—1 Gp—10p—2

Obecné feseni rekurence (2) ma tvar

aloon—i—l + ﬁ6n+1 + 75n+1
al00™ + B6™ + v5m 7

ap =

kde «, 8 a -y zavisi na pocate¢nich hodnotach ag a a;.
Jestlize o # 0, pak limita posloupnosti (a,,) je 100. Pokud ale & = 0 a 8 # 0, limita
se rovné 6. Pro ag =2 a a; = —4 vychézi a =0, § = —3 a v = 4. Odtud plyne, ze

a0 = 6.034, aso = 6.006,
ale ve dvojnasobné aritmetice z (2) dostaneme
ago = 98.351, asp = 99.999

v duasledku zaokrouhlovani.
5. Mulleruv piiklad (viz [9])

Necht a; = e —1=1.718281828... a uvazujme naprosto nevinné vyhlizejici posloup-
nost
anp =n(an-1—1) pron=2,3,... (3)
Indukci snadno odvodime jeji explicitni tvar
1 1 1

“":”’(HJF(n+1)1+(n+2)!+”')' )

Pro n = 1 totiz mame a; = e—1, a pfedpokladame-li platnost vztahu (4) pron—1 > 0,
dostaneme

”(%4*1):n((nfl)!(ﬁ+%+ﬁ+...>, (”*1)?) —a,.
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Z vyjadieni (4) okamZité vidime, Ze posloupnost (a,) je klesajici a

lim a, = 1.
n—oo

Avsak po 25 odéitanich a 25 nasobenich v (3) obdrzime dosti podivna ¢isla

dgs ~ —1.306946321 - 1013 v jednoduché aritmetice (6 bytii),
25 ~ 1.201807248 - 10° ve dvojnasobné aritmetice (8 bytit),
Go5 ~ —7.3557319606 - 10° v rozsifené aritmetice (10 byti).

Rozgifme tedy délku mantisy. To ale stale jeSté nemusi vést k uspokojivym vy-
sledkim. V aritmetice s D dekadickymi ciframi totiz vychazi prvnich dvanact cifer
takto:

D ags(D)

20 615990.413139
21  —4457.98859386
22— 4457.98859386
23 195.374419140
24 40.2623187072
25  —6.27131142281
26 1.48429359885

Teprve pro D > 25 se vysledky zacinaji podobat as; = 1.03993872967 . ... Napf. pro
D = 26 dostavame shodu v prvni platné ciffe a pro D = 30 dostaneme shodu prvnich

c e vy

pro D =21 a D = 22 jsou stejné, protoze 21. desetinna cifra Eulerova ¢isla e je nula.
Podobnou tabulku lze nalézt téz ve vynikajicim populariza¢nim ¢lanku [10] E. Pelan-
tové a M. Znojila, kde se uvadi i zajimava aplikace posloupnosti (3) v bankovnictvi.

Podivejme se nyni podrobné&ji na hlavni divod tohoto podivného chovéani. Za-
okrouhlovaci chybu v i-tém kroku oznac¢me ¢;. Pak

ap=e—1+¢ =a1 +e¢1,
dg:2(51171)+52:2(a1+5171)+52:a2+2!51+52,
ag =3(a2 — 1) +e3 =3(ag + 2e1 +e2 — 1) + e3 = az + 3le; + 3ex + €3,

- - 25! 5!
o5 = 25(0,24 — 1) + 95 = ags + 25le1 + ?62 + ?63 + -+ E95.
Celkova zaokrouhlovaci chyba je tedy
o5 = —25! Lt 2 L 5
agss — A9y = — .(€1+a€2+§€3+"'+2—5!625> ()

a jeji velikost podstatné zavisi na nékolika prvnich zaokrouhlovacich chybach €1, ea,. ..

Tento rafinovany priklad ukazuje, jak je dtlezité béhem numerického vypoctu sle-
dovat, abychom od sebe neodecitali dvé témér stejné velka ¢isla (srov. (3) a vztah (7)
nize). Z vyjadreni (5) je patrno, pro¢ je vySe uvedena rekurence (3) extrémné citliva
na zaokrouhlovaci chyby.
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6. Rumpiv ptiklad (viz [13])

Mnohem mensi pocet odéitani nez v predchozim piikladé muze také vést ke zcela
zkreslenym numerickym vysledktim. Uvazujme racionalni funkci

u(z,y) = 333.759° + 22 (112%y? — ¢ — 121y* — 2) + 5.59° + %

Pro z = 77617.0 a y = 33096.0 na byvalém pocitaci IBM 370 vyslo*

(x,y) = 1.172603 v jednoduché aritmetice,
(x,y) = 1.1726039400531 ve dvojnasobné aritmetice,
u(z,y) = 1.172603940053178 v rozsifené aritmetice.

I3

=3

Nad témito vysledky bychom viak neméli jasat.® Jednoduch4 aritmetika nam sice dava
velice péknou shodu s dvojnasobnou i rozsifenou aritmetikou, ale presna hodnota je
pro x = 77617.0 a y = 33096.0 zaporna

54767
u(z,y) = ~ 66192 — —0.827396059946821 . . . (6)

Vite, pro¢ se dospélo k tak podivnému vysledku? Hlavni divod je ten, Ze pfi pro-
vadéni aritmetickych operaci s obrovskymi ¢isly dochézi v pribéhu vypoétu ke ztraté
presnosti nékterych dilezitych cifer. V&imnéte si napi., Ze rozdil ¢isel 22 = 6024398689
a 5.5y = 6024398688 je jedna. P¥i vypoctu —22y% + 5.5y% se tedy opét odeéitaji dvé
témér stejné velka ¢isla.

Detailni analyza Rumpova paradoxniho pfikladu je podana v [3| (viz téz [8]).
Polozime-li z = 333.75y5 + 2%(112%y% — y% — 121y* — 2) a w = 5.53%, pak

z = —7917111340668961361101134701524942850,

w = 47917111340668961361101134701524942848.

Jinymi slovy, z a w maji prvnich 35 cifer stejnych a lisi se jen ve dvou poslednich.
Odtud plyne, ze

z4+w= -2,
a tudiz plati (6),

4Podobné vysledky davé i program MAPLE (verze 12) na b&Zném PC v aritmetice s D dekadickymi
ciframi pro D = 7,8,9,10, 12, 18, 26, 27. Pro jiny pocet cifer vSak vychazeji jiné hodnoty. Teprve pro
D > 37 za&inaji byt numerické vysledky blizko spravné hodnoty (6).

5Jiné programy mohou davat zcela odlisné hodnoty. Nap¥. MATLAB ve dvojnasobné aritmetice
dava uplné nesmyslny vysledek, @(x,y) = —1.1806 - 1021 a teprve od D > 29 za¢inaji byt numerické
vysledky prijatelné. Nékteré programy zase neohlasi ,,preteceni aritmetiky*, angl. overflow.
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7. Problém tri téles

P1i simulaci vyvoje Slune¢ni soustavy na miliardy let doptfedu ¢i dozadu se numeri¢ti
experimentatofi vétsinou nestaraji o velikost chyby, které se pritom dopoustéji. Podi-
vejme se proto, jakd nebezpeci na né ¢ihaji, a do jaké miry lze véFit tomu, co se ve
skutecnosti napocita.

Pro jednoduchost uvazujme pouze problém tii t&les o hmotnostech m; (i = 1,2, 3),
ktera na sebe vzajemné gravita¢né puisobi. Jejich vektorové trajektorie r; jsou podle
newtonovské mechaniky popsany znamou soustavou autonomnich nelinearnich dife-
rencidlnich rovnic

/@:G(W%Ujfrﬂ47mkﬁkfrﬁ> )

' rj —ril? ri =7l

proi, j,k € {1,2,3},1 # j # k # i, s danymi po¢ateénimi podminkami na polohu r;(0)
a rychlost 7}(0), kde G je gravita¢ni konstanta. VSimnéte si, Ze se ve jmenovateli ode-
¢itaji dveé skoro stejné velka ¢isla, pokud se alespont dvé télesa k sobé priblizi, tj. napf.
pro 7; =~ r;. Pfi numerickém FeSeni tohoto problému vznika nejen disktretiza¢ni chyba,
ale i zaokrouhlovaci chyby. Pf¥iklady z predchozich kapitol by mély byt dostate¢nym
varovanim.

Zasadnim nedostatkem pii matematickém modelovani ale je, Ze se Casto ztotoz-
fwje navrhovany model s realitou. Napf. soustava rovnic (7) pfedstavuje matematicky
model s nekone¢nou rychlosti Sifeni gravitacni interakce. Tato rychlost je vsak ve
skutecnosti jisté konefné, a proto newtonovskd mechanika nikdy nepopisuje realitu
naprosto piesné.® Napi. newtonovsky model problému péti téles umoziiuje, aby se
vBechna télesa dostala v konetném ¢ase do nekonec¢na (viz [14]).

K chybam modelu dochéazi i p¥i urcovani pocateénich podminek. Nap¥. Merkur
se pri svém nejbliz§im priblizeni k Zemi posune o vice nez 3 své pruméry, nez jeho
odrazené svétlo doputuje na Zemi. Kdyz se jeho draha pocita pomoci soustavy pro
problém n téles, pak se jeho pocatecni poloha urc¢uje z toho, kde Merkur pozorujeme,
a nikoliv, kde se ve skuteCnosti pravé nachézi, coz vyzaduje predpokladana nekonecna

rychlost $ifeni gravitacni interakce. Vznikla odchylka ¢ini pies pil thlové minuty!

8. Celkova chyba aproximace

Na obrazku 1 je obecné schéma aproximace néjaké fyzikalni reality na pocitaci, kde se
vzdy dopoustime t¥i zakladnich chyb eg, e; a es, které se soucasné snazime udélat co
nejmensi. Pokud by v8ak jedna z nich byla velka, pak i celkova chyba e = eg 4+ e1 + €3
bude velka. Vice velkych chyb se obecné nerusi. Navic nema velky smysl snazit se mit
napf. diskretiza¢ni chybu velice malou, kdyZ ostatni chyby budou velké.

Fyzikalni realita se nahrazuje matematickym modelem, ktery je popsan napf. sou-
stavou diferencidlnich rovnic (7). Vznikla chyba modelu eg = eg(t) pak muze byt
extrémné velkd zejména pro dlouhé asové skaly (viz [4] a [5]).

6Velké chyby modelu se tak dopoustime, kdyZz aplikujeme newtonovskou mechaniku na simulaci
vyvoje galaxii v zakfiveném prostorocasu.
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«——> > Numerické

ey (b

«——{ Matematicky \«—— ¢{ Diskrétni

eo(t) e 1(t)

Obr. 1. Chyba modelu eo(t) je rozdil mezi fyzikalni realitou a jejim matematickym mode-
lem. Diskrétni (nazyvany nékdy téz diskretizovany) model se lisi od matematického modelu
o diskretizacni chybu e; (). Koneéné v ez(t) jsou zahrnuty zaokrouhlovaci chyby (ev. itera¢ni
chyba).

Jiz H. Poincaré v&dél, ze TeSeni soustavy (7) lze analyticky napsat jen v nékolika
specialnich pripadech, ale obecné jej nelze explicitné vyjadrit néjakym vzorcem. Proto
se hleda FeSeni pfiblizné. Nekone¢nérozmérny matematicky model se aproximuje ko-
neénérozmérnym diskrétnim (nékdy téz nazyvanym diskretizovanym) modelem, ktery
lze implementovat na pocitaci. V piipadé problému ti{ téles se obvykle jednéd o néja-
kou numerickou metodu pro FeSeni soustavy (7). Vznikla diskretiza¢ni chyba e; je na
dlouhych gkalach také velka, protoZe soustava (7) neni ljapunovsky stabilni, tj. malé
zmény v pocatecnich podminkach zptisobuji velké zmény v feSeni.

K tomu, abychom zjistili, Zze diskretiza¢ni chyba je mala, se obvykle numerické fe-
Seni srovnava s feSenim s polovi¢ni délkou integra¢niho kroku, o némz se predpoklada,
ze je ,,presné®. Lepsi ale je pouzivat integraci vpfed a pak vzad, coz nam diky jed-
noznac¢nosti “nekolizniho” spojitého fesent soustavy (7) umoziuje stanovit, jak daleko
jsme se vzdalili od ptivodnich pocatecnich podminek.

O ztraté presnosti v disledku zaokrouhlovacich chyb e jsme si toho jiz hodné fekli
v predchozich kapitolach.

9. Zavér

Archimedes pocital priblizné obsah jednotkového kruhu tak, Ze mu vepisoval a opisoval
pravidelné mnohothelniky, jejichz obsahy umél spocitat. Tim vlastné ziskal zarucené
dvojstranné odhady chyby ¢isla m. Pomoci znamé Lehmerovy-Schurovy metody zase
miizeme stanovit libovolné maly kruh v komplexni roviné, ve kterém se nachézi kofen
daného polynomu. Podobné apriorni ¢i aposteriorni odhady chyby se odvozuji i pro
fegeni diferencialnich rovnic (viz napft. [7], [15]). Pokud neprovedeme odhad chyby,
nevime ani, co jsme vlastné spocitali.

Operace s¢itani a nasobeni nejsou asociativni v realné aritmetice pocitaci. Nume-
rické vysledky navic zavisi na typu pocitace, zptisobu naprogramovani apod. Spravné
sestaveny program by mél ohlésit, zda v pribéhu vypoc¢tu nedoslo nékde k odecteni
dvou témeét stejné velkych ¢isel v realné aritmetice.

Podé&kovani. Autor dékuje Ing. II. Balkové, Ph.D., doc. RNDr. J. Chlebouno-
vi, CSc., Ing. J. Mikyskovi, Ph.D., prof. RNDr. E. Pelantové, CSc., Mgr. A. Prav-
dové, Ph.D., RNDr. T. Vejchodskému, Ph.D., a prof. Z. Zhangovi, Ph.D., za inspirujici
diskuse. Clanek byl podpotren vyzkumnym zamérem MSM 0021620839 a grantem [AA
100190803 GA AV CR.
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