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1960 ACTA UNIVBBSITATIS CABOLIKAB — MATHEMATIOA NO. 2. PAG. 51—60 

POZNÁMKA KE SKALÁRU CHARAKTERIZUJÍCÍMU 
KANÁLOVÉ PLOCHY 

3AMEHAHHH K CKAAAPY, XAPAKTEPH3yK>tgEMynOBEPXHOCITIlCAHAAOB 

RBMARQUE SUR CERTAIN SCALAIRE DES SURFACES 

MlBOSLAV PROFANT 

Matematicko-fysikální fakulta University Karlovy 

Tento článek tematicky navazuje na práci dr. K. HAVIÍČKA „Sur pes 
surfaces enveloppes de spheres" (Časopis pro pěstování matematiky a fysiky, 
roč. 74 z r. 1949), v které je sestrojen skaláíiC charakterisijjfcí kanálové plochy. 
Jeho konstrukce se formálně podobá konstrukci skaláru C, který charakterisuje 
přímkové plochy (V. HLAVATÝ: Diferenciální geometrie křivek a ploch a ten­
sorový počet, vydání z r. 1937, str. 343, v dalším prostě Hlavatý). Tato analo­
gie není nikterak náhodná, nýbrž vyplývá z Lieovy transformace v Kleinově 
pětirozměrném prostoru, která Pliickerovy souřadnice přímky převádí v he-
xasférické souřadnice koule. Při sestrojení C1 *zastává důležitou roli gradient 

K,= 1 S K 

к дr 
kde K je Gaussova křivost plochy. Ve výSe zmíněné analogii mezi O' a O stojí 
v C na místě 2r„.jiný vektor Qv, který však obecně gradientem není. Na plo­
chách, kde Qv je gradientem, dá se sestrojit příslušný skalár. V této práci je 
určena třída ploch, pro které je Q9 gradientem. 

I. Všechny naše úvahy budou vedeny v trojrozměrném euklidovském pros­
toru, kde pravoúhlé kartézské souřadnice označíme z? (a — 1, 2, 3). Rovnici 
plochy píšeme ve tvaru 
(1) x« = *•(£), (A = 1, 2). 

Prvý, respektive druhý základní tensor plochy pišme ve tvaru a^ resp. bxM. 
V dalším se bude vyskytovat ještě třetí symetrický tensor plochy Q^ 

&/= Y ^ + M* 
kde kxp = -£, (nu &2,» — «2JI bift) a .á 2 = a^a^ — a12. 

Z teorie ploch je známo, že každým nekruhovým bodem plochy procházejí 
právě dvě reálné' k sobě kolmé hlavní křivky, jejichž diferenciální rovnice je 

V dalším se kruhovými body plochy, tj. body, kde platí 

Q*=QiiQn — Ci« = 0, 
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nebudeme zabývat; když bude řeč o bodu plochy (1), bude to znamenat bod, 
který není kruhový. Poznamenejme ještě, že vždycky je 

Q2 < 0. 
Pomocí Qty můžeme zkonstruovat nový, kontravariantní tensor Px/* defino­

vaný rovnicemi 
QlvP* =d* 

kde d* je známé Kroneckerovo delta. Snadno se ověří následující vztahy: 

pil H>22 pi2 pzi ^ 1 2 p22 ^ 1 1 

~~ Q2 * ~ Q2 ' "" Q2 ' 
Po těchto přípravách můžeme přistoupit k hlavnímu objektu našeho zkoumání, 
ke kanálovým plochám. 

Plochou kanálovou se rozumí obáíka jednoparametrického systémy koulí. 
O kanálových plochách platí následující věty: 
1.1. Plocha je kanálová právě tehdy, má-li za křivky hlavní (aspoň, jedni kon-

grumce} kruínice. 

1.2. Buď. p p =7-= 0. Plocha je kanálová praví tehdy, je-li podél hlavních křivek 
K-J&2 

S2 = const (jež jsou kružnicemi) splněna rovnice -^- -= 0, kde skaláry 

--5—, ----- jsou normální křivosti v hlavních směrech. 

1.3. Nutná a postačující podmínka pro to, aby plocha (1) byla plochou kanálo­
vou, na níŽ hlavní křivky S2 = const (nebo f1 -= const) jsou kružnicemi, je 
platnost rovnice 

3 ж-
a-1 

\д*X° дhŕ ӘXa' ж-
a-1 

д&д^ дpдš1 -Әť*. 

3 

^(дяŕ д*Xa -дhŕ ӘXв 1 

nebo 
3 _ 

kde Xa (a = 1, 2,3) značí směrové kosiny normály plochy. 
, Důkazy těchto vět jsou obsaženy ve dříve citované práci K. Havlíčka. 

V konstrukci skaláru charakterisujícího kanálové plochy se vyskytuje tensor 
byX/4, vzniklý kovariantní derivací druhého základního tensoru 6^ vzhledem 
k metrické konexi. 

Věta 1,4. Výrazy 

VV^^Í2JXW7^¥W ř̂*afi- 9frJ 
• 0 = 1 ••: ' " ' 

jsou složky třikrát kovariantního symetrického tensoru, při čemž platí, že 

(2) v^f, =—byM 

(Viz Mathematical Reviews, Vol. 11, No 5, p. 396). 
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Užitím právě konstruovaného tensoru a tensoru P*'* dostáváme vektor 

Tím jsme dostali vektor Q„ o jehož významu jsem se zmínil již na začátku. 
Ke konstrukci skaláru C je zapotřebí ještě tensoru 

/^M = Kpi — — (QvQ& -f QpQwi + Qi&p)-

Platí potom věta. 
Věta 1,5. Nutná a postačující podmínka pro to, aby plocha byla plochou 

kanálovou, je splnění rovnice (7 = 0, kde 

C^i^frtoP^PVrí. 
Důkaz této věty je podán v citované práci dr. K. HAVLÍČKA.. 

/ II. Určíme plochy, na kterých je Q9 gradientem. K tomu budeme potřebovat 
několik pomocných výpočtů a tvrzení. Při všech úvahách budeme uvažovat 
plochu vztaženou k hlavním parametrům. I v tomto paragrafu podobně jako 
v minulém vyloučíme ze svých úvah body kruhové (tím je vyloučena i rovina). 

Věta 2,1. V hlavních parametrech (a^ =• 612 = 0) platí: 

Q_ *ГДцaii V t »• 
1 OiAг — aaAi Lл l f̂1 

Э-s" ЭX* дяŕ Э-Д- ^ 

(3) Q: 

0 - 1 

8 

í dh  
' ou&22—aJhi/Adpvp af2 BP arai-. 
._ éYã_a,џ Ә-.r- дX' даŕ д*Xa 

Důkaz. V hlavních parametrech je a_ = &_ = 0. Tedy 
P " = P» = Qu = Q„ = 0, 

p i 2 _ p г i _ 1 Ou&ii 

2]fa^ 

pi2 __ p 2 1 _ 

Gł = 4 a 1 I á n 

2 VanOn 
a i l & 2 2 tt22^11 

Protože v hlavních parametrech je vždycky 

Ä i a2t 

1 

«11^22 

&U&22 

a protože předpokládáme --=-— -JÉ ---— (vyluč. body kruhové), je 

Oufta,— a a ^ -£ 0, 

a tedy také Qlt ^ 0, P*2 ̂  0.' 

Nyní s použitím věty 1,4 vychází 

Qx^K-Pr =**__?* = 
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3 

_ áVa^a^ ү f ðhfi _____ д*Xa Л 

o = ľ 

a podobně pro Q2 [čímž jsou vzoroe (3) odvozeny]. 
Věta 2,2. V hlavních parametrech platí 

S 8 

_ _ _ 0 _ ү дзŕ дгxa __ y 
4 Чx~ _ ðl1 Ы*Ы* ~ _ 

a - 1 a - 1 

3 3 

4 v * ~ Z Sf2 3f19f2 ~ Z 3I1 9f29f2 

a = l a = l 

Důkaz. Hlavní parametry jsou charakterisovány podmínkami a12 — 0, 
b12 — 0, jež jsou ekvivalentní s rovnicemi: 

3 3 

\ ____ 3x^ _ V d& dXa __ 

Z dš1 ~W^ ' __WW~~ 
a = l a = l 

Derivujeme-li je podle f1, máme 
3 3 

( ) Z~ww~w~ Z~~~~~~~ww 
0 = 1 o = l 

— ___ дX_ V" дзfi ð*. 
_ дpдÇ1 W ~ _ Әf1 дpд? 
o = l 0 = 1 

Әж° Ә-X-

a derivujeme-li je podle f2, dostaneme 
3 3 

V 1 d2x* 9~° _ V 1 ds" d 2 ^ 
( ' Z 9f19f2 f̂2" ~ L~w WW 

a = l a = l 
3 3 

d& d2Xa V 1 _ _ _ _ дXa _ _ V ӘÍB° 

o = l o = l әw 
Dosadíme-li to do vzorců získaných větou 2,1 a užijeme-li Rodriguesových 

formulí, dostaneme 
3 

• _ VW d2x* dXa dx* d2Xa \ ±ya_a22 _ 
^ ~ Z l 3f*%2 " 3 ^ ^ F 3P351 i a_b_ — a_b_ ~ 

/ 

a_h 
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______( 1 ү Ъ2& дx* . 1 VV Э2^ д&Л 

L622 — a_Ь_ Г Z ә^әi2""ãp" ~Җ __~WW дPľ 



_ éУa^ja^ ( 1 V 1 Ъz* д*z* V 1 Эж- ć f t c y ì 

~ aцЪк—«_Ai Ui Z әi- Эfw Ą Z V awf J 
a = l a = l 

_ 4 Уa__a22 Г 1 1 -j ү дz* ð*x- Л _ 

a__ð22 — a22Ъxx \RX R2)Z д£- âpд? J 
a = l 

3 

4 Уaцa22 ( Ьц _ _ ì V1 Эa? Э2^ 

-1A2 — a__ò__ ta__ c _ / Z f̂2 Bg-дP-
a = l 

3 3 

4 ү fa tV ______ ү___ 
ll"<~~~ Z ЭÍ-Ә" ai8 ~ Уo_o_ Z af1 

Э*ж-
9_-9_- -' 

a = l 

Podobně 

n _ *.У<_<_ V ( Э8»* ЭХ" Эж» Э-Х- ^ _ 
42 ~ a_&_—«_&_ Z l э " э - /др вр аг-эг- J ~ 

_ __4j___3____ r 1 | V 9-~° 9s- . 1 V ffs" 9sM 

~ <_&_—o_t_l i*vZ 3f1^ 3í i+{fiiZ a w aH 
a = l a = l 

3 

4ya n a 2 2 f&u ft^lV- 92.ca <to° 
_ ^11^22 (~_1 6tllV- d h __ 

o__622 — u22blx V <hi «22 J Z 9 f ^ f 2 9 Í 2 

a = l 

3 3 

_ 4 V ^ dx" — 4 ý ^ 1 a-.e» 
7ô a~ Z a w "aF ~ f ^ T Z " - ^ ^ 

Věta 2,3. V hlavních parametrech je 
3 

V í________j_9íra i d8-* 3 a ; 0Y 
a = l 

3 

Z L 9f19l1 " 9 I 2 " " " + 1 9f19f2 J J 
0 = 1 

Důkaz. Derivováním rovnic (5) podle I 1 obdržíme 

y r 9 3 ^ 9â » í d*z° Y\ _ V f d2-* 9 " ^ , 9s- 9 ^ |̂ 
Z L 3f-3f'9Í2 ~W + 1 9í19f2 J J ~ Z V 3ř-3ř- 9-*9_- + ~9~~ 9f19_-9_- J 
a = l a = l 

Z toho již snadno plyne požadovaná rovnost. 
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Pro další výpočty budeme potřebovat vyjádření Christoffelových symbolů 
druhého druhu pomocí Qi^. 

Definice: 
ív\ 1

 n*Ada^ i dai« - da^\ 
U / / J " 2 a { d& "*" d&> d$« J 

Protože a-,2 = 0 

i*\ I ~ \ - " 9"11 / 2 1 - 3aM 
w 111/ I Z 2 " " 8 * " ^ ' 1 2 2 / " " - ^ ^ ^ " a p " ' 

I 2 1 í 2 1 1_ 9aa2 
t 1 2 / ~~ t 2 1 J 2_42 " " 9Í1 ' 

{ l 2 j = l 2 l } ~ y ^ 

l i l / " " 2 „ 2 ^ 1 a f 2 > .\22J 2A*9
a"~W 

Uveďme ještě známou větu, že jedině rozvinutelné plochy mají tu vlastnost, že 
jest na nich * 

K = 0. 

Užívajíce těchto pomocných tvrzení, můžeme dokázat následující větu, což 
je cílem tohoto odstavce. 

Věta 2,4. Vektor Qv je gradientem na rozvinutelných plochách a jen na rozvi-
mUelných plochách (mimo rovinu). 

Důkaz. Podle definice jest vektor Qv gradientem právě tehdy, je-li 

n ) ' < _ _ ! _ < _ _ • . 

ale podle věty 2,2 

Э& Э í V fte^ ðhP 4 1 _ 

д? ~ дţ* l Z W э д а y-~- j ~ 

I 

дh? ï2 4 Әâ  Уж* 4 ftr" Ә2^ ӘíOцag)""^ B Э2^ V 4 д& &X* 4 

Podobně 

j ^ - ^ Эf1 Э^Эf-Әf- y-~- " ðf1 ЭДО Әf-

дQ, ү ГÍ Э»S» V 4 Эaя Э̂aУ 4 _ 

Gf1 ~ Z LІ Әf-ӘfJ j A ^ " + Эf- Ә^Э^Әf- j ^ 

+ 4 
Эжв Э-ж" Ә(auaг2)-ł1 

1 1 9f- 9f*9f- 9f 

Zkoumejme tedy, na kterých plochách platí 

Wi dQt _ n 

9f« o-f1 ~ °-
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+ 

o = l 

дx* Ә 8 ^ 

0 = 1 

98s° ^ 9a0 f 9a? 9(aua22"i , fa* dfoii^)"*)] _ 0 

9^ 9.f19f19|2Ji" 9^9^ Uf1 3P "*" W1 9Í1 JJ ~ " 
Levou stranu rovnice zjednodušíme, užijeme-li věty 2,3. 

3 

V 17 && )2 _ && d*x* y d*x* (dx* 9(aiia22)"i , 
ZLI"9_9~"J dpdš1 d?d? + Vaiia*2 dPd?\dP d£* + 
0 = 1 

+ ðf2 д£ ПH 
Úpravou dostaneme 

3 
VWf ^ )2 (Px* &X* 1 92#* 1 r dx" (dan 

Z \{WdF) ~~ 3 W ~ 9 W ~ ~ T """I2" " " S " ["9""l~9~" a22 + 

^«^)+f(^^^)]}=»-
Použitím Gaussových rovnic (HLAVATÝ, str. 264) 

Jhfi__i a\do^ 

obdržíme 
3 

fjL \ dx" 

0=1 

+И-K.V-S-+ЧKř(^<-+-»*)+ 
+ S O - - + --Џ)hl~h<>-

Protože v hlavních parametrech a12 = 612 — 0, máme 

|fi.yiř+n^r-[{.i.}W(^r+ 

+{.2.}{2
2i(^J+4»^-[W(^)w(*-^.^)+ 

+{.2
2}(*r^(^-+-^)]}-»-
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Dosazením za Christoffelovy symboly z (6) získáme 
3 

1 Y í 3aii Bafl da22 dxaf 

1^^ZAa22~W ^^^ + a"W~W) ~ 
a=l 

1 ( 2 foli fo22 2 fon da22 , » » ] 

~~ 4a2 ,a |2 r 2 2 a i 1 3fV d? ~~- 1 1 *"~W^d? + °llD2?J~~ 
1 |~ fou / fon fo22^ , 

4 a 2 

fo22 f foц fo22 "\ "I 
+ a» -Эp-l"? aи + a" эИЧ~ 

- Ł [g «2 í Э a i l T i a a2 í-^ľ-a2 a Э a ц да* 
- ы\y22 Г 1 1 " 2 2 [ эpJ + a22 " l д? ) аҷаn Әf1 ә i 1 

, „2 n

 даn дак h h „ „2 [ даn V „2 „ даiг Ә ť ~ 
+ a n ° ~ "g | г ~ø£. ° ~ ~ ~~ aиa22 \ђp) ~~ a n м " |2" ~Э|IГ "T-

+ а2а _ - ì - _ _ _ a
2 a i дӣn ľ l - Ъ Ъ 

T И22^11 ўtl g t l a i i a 2 2 І ҙм I J — ° 1 _ ~ -

Tudíž Qv je gradientem právě tehdy, je-li bnb22 = 0-

Protože je K = &i Aг 
a i i a 2 2 

(ana22 ^ 0)> musí být také K = 0. 
Z předcházejícího pak již snadno plyne věta 2,4, neboť rovnice K = 0 

i rovnice (7) jsou nezávislé na systému parametrů (viz HLAVATÝ, str. 97 až 
98). 

III. Složky vektoru Qv lze snadno vyjádřit pomocí invariantů dané rozvinu-
telné plochy. 

Buď dána rozvinutelná plocha 
/Jod 

r.{p) =*(?) +IP —?)3jL 
kde f1 je oblouk křivky sa = sa (I1) (hrany vratu). 

Parametry f1, £2 jsou na této ploše parametry hlavní. Lze tedy použít vzorců 
z věty 2,2, odkud vychází 

3 3 

n - 4 V 3r« 3V . Q __ 4 Vft4 3V 
^'Ifo^Zwww W 2 _ _ 7 S r L w w w 

a=l , o=l 
Protože 

dť> . , _ M , d V , „ _ v „ V r d 2 ^ # * * 1 _/«_£« __*_. a -í«_pv -__ 
i - ^ * ) щгү > _ - <ŕ . í í ^ , tø1) 

a22 = *> a 2 2 = "• 

9 £ 1 V* * > ( á f l ) 2 > " - \ - ^ ' _ (rf .1)2 ( d í 1 ) 2 

9.* dV 
Ә.2 . f1 ' 
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9V» _ ďfr» 

jest 
Q1-ésgn(P — P)k1 

Q2 = o, 

kde k± = 

je první křivost (flexe) hrany vratu. 

V1 <<V d?eP 

a = l 

РЕЗЮМЕ 

Эта статья тематически связана с трудом Д-ра К. Гавличка 
в й&торой сконструирован скал ар С, характеризующий каналовые по­
верхности. Его конструкция аналогична постройке скалара С, кото­
рый определяет линейчатые поверхности. 

Эта аналогия не случайна, наоборот она является еледствем трансфор­
мации или Кляйнова пространства пяти измерений, которое прибавляет 
к лумейным координатам Плюкера гексасферические координаты шара. 
При конструировании скалара С играет весьма важную роль градиент 

1 дК 
~у = 1г ~т~»(причем К — гаусовая кривизна поверхности^. 

В выше упомянутой аналогии между См и С находится на месте Ку 

какой — то вектор ^У9 о котором неизвестно на каких поверхностях 
является градиентом. 

На поверхностях, на которых является ^V градиентом, можно по­
строить скал ар ^ так, что 

Чу~ ^ в?' 

Во втором параграфе этой работы теоремой 2,4 определен класс по­
верхностей, на которых ^у является градиентом. Теорема 2,4 доказы­
вает, что это развертывающаяся поверсность. Доказательство произво­
дится при помощи нескольких лемм, в которых в качестве параметри­
ческих кривых вязты линии кривизны. 

На концу в третьем параграфе, на поверхности, образованной каса-
тельними к пространственной кривой выражен градиент ^V помощи ин 
вариантов этой поверхности. 

RÉSUMÉE 

Cet article prend thématiquement pour le point de départ le travail de 
K. Havliôek (Casopis pro pëstovâni matematiky a fysiky, roô. 74 z r. 1949), 
dans lequel on a construit un scalaire G, déterminant les surfaces qui envelop­
pent une famille de sphères dépendant d'un paramètre. Sa construction est 
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analogue à la construction du scalaire C, qui détermine les surfaces réglées 
(V. Hlavaty: Diferenciâlni géométrie krivek a ploch). Cette analogie n'est pas 
en aucune façon occasionelle, mais elle résulte de la transformation de Lie dans 
l'espace de Klein à cinq dimensions, par laquelle on transforme les coordonnées 
de droites de Pliicker en coordonnées hexasphériques de la sphère. En construi-

1 7)K 

sant le scalaire C",- c'est le gradient Kv = -=- -^7- , qui y joue un rôle impor­
tant (K signifie la courbure totale de la surface de Gauss). Dans l'analogie au-
dessus mentionnée, il y en a entre Cet G au lieu de Kv un certain vecteur Qv, 
duquel on ne sait pas sur quelles surfaces il forme le gradient. Sur les surfaces 

dQ 
avec le gradient Qv on peut construire le scalaire Q de la sorte que Qv -= --------. 
Dans le deuxième paragraphe de ce travail on détermine par le théorème 2,4 la 
catégorie des surfaces sur lesquelles le Qv forme le gradient. Le théorème 2,4 
dit que ce ne sont que les sufaces développables sur lesquelles le Qv forme le 
gradient. La démonstration a été faite à l'aide de quelques affirmations auxi­
liaires, en y rapportant la surface aux lignes de courbure. Puis, dans le troisième 
paragraphe on a exprimé le gradient Qv sur la surface des tangentes de la 
courbe spaciale à l'aide des invariants de cette surface. 
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