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POZNAMKA KE SKALARU CHARAKTERISUJICIMU
KANALOVE PLOCHY

3AMEYAHUMA K CKAAAPY, XAPAKTEPU3YIOIHEMY ITIOBEPXHOCTHUKAHAAOB
REMARQUE SUR CERTAIN SCALAIRE DES SURFACES
MIROSLAV PROFANT

Matematicko-fysikédlni fakulta University Karlovy

Tento &lének tematicky navazuje na préci dr. K. Haviféga ,,Sur jles
surfaces enveloppes de spheres* (Casopis pro péstovédni matematiky a ffsiky,
rod. 74 zr. 1949), v které je sestrojen skalé.go charakterisujfcf kanilové plochy.
Jeho konstrukce se formalng podobé konstrukei skaldru ', ktery charakterisuje
pfimkové plochy (V. Hravary: Diferencidlni geometrie kfivek a ploch a ten-
sorovy podet, vydani z r. 1937, str. 343, v dal8im prosté Hlavaty). Tato analo-
gie nenf nikterak ndhodné, nybr# vyplyvé z Lieovy transformace v Kleinové
pétirozmérném prostoru, kteréd Pliickerovy soufadnice p¥imky prevadi v he-
xasférické soutadnice koule. P¥i sestrojeni C' zastdvé dileZitou roli gradient

_1 K
~ K oF
kde K je Gaussova kiivost plochy. Ve vy&e zminéné analogii mezi C’ a C stoji
v C na misté K, jiny vektor Q,, ktery vak obecn& gradientem neni. Na plo-
chéch, kde @, je gradientem, da se sestrojit piisluiny skaldr. V této préoci je
urdena t¥ida ploch, pro které je @, gradientem.

I. Viechny nade tivahy budou vedeny v trojrozmérném euklidovském pros-
toru, kde pravotihlé kartézské soutadnice oznadime 2¢(a = 1, 2, 3). Rovnici
plochy pifeme ve tvaru .

(1) z* = 3“(5.{'), (1 =1,2).

Prvy, regpektive druhy zikladni tensor pfochy piSme ve tvaru a;, resp. b;,.
V dalsim se bude vyskytovat jesté tieti symetricky tensor plochy @,

K,

1
‘ Qi = 5> (kzp + Kpa),
1
kde kzp =q (@12 by — @23 by,) & A? = ay89 — ay,.

Z teorie ploch je zndmo, %e kazdym nekruhovym bodem plochy prochézeji
prévé dvé reélné- k sob& kolmé hlavni ktivky, jejichZ diferencidlni rovnice je

@i, A& dé* = 0.
V dalsim se kruhovymi body plochy, tj. body, kde plati
Q=0 .Cu—0un=0
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nebudeme. zabyvat; kdyZ bude fe¢ o bodu plochy (1), bude to znamenat bod
ktery nenf kruhovy. Poznamenejme jedts, Ze vidycky je
@ <o.
~ Pomoci Q;,, muZeme zkonstruovat novy, kontrava,rlantni tensor P*+ defino-
vany rovnicemi
QuPi — o

kde 48« je znémé Kroneckerovo delta. Snadno se ovét né.sledu]ici vztahy:
Po téchto phpra.vach mbZeme pf-istoupif; k hlavnimu objektu naseho zkouméni,
ke kandlovym plochdm.

Plochou kanélovou se rozumi obalka ]ednoparametnckého systémy kouli.

O kanélovych plochich plati nisledujici véty:
1,1. Plocha je kandlovd prdvé tehdy, md-lv za kfivky hlmmi (aspori jedné kon-

gruence ) krusnice.
1,2. Bud ——R— # 0. Plocha je kandlovd prdvé tehdy, je-li podél hldzm'ich kfsvek

R,
£ = const (jet jsou kminwcmw ) aplnéna, rovnice a;;‘ ;

1; Ry jsow mormdini kiiuosti v hlaymich smérech.

1,3. Nutmi a postabujict podminka pro to, aby plocha (1) byla plochou lcandlo
vou, na ntZ hlavnt kfivky & = const ( nebo & = const) jsou krunicems, je
platnost rovnice

l2Xe 0%r® ax«] =0
2(851 o0& 85‘ 851 ogt o8 ) 7

a=1

N )
2[352 oF o Jog og )

0, kde skaldry

nebo

a=1

kde X¢ (a = 1, 2,-3) znaét sméravé kosmy normdly plochy.
. Dikazy téchto vét jsou obsaeny ve diive citavané préci K. Havlitka.
V konstrukei skaléru charakterisujiciho kanalové plochy se vyskytuje tensor
b,1, vznikly kovariantni denvam druhého zékladniho tensoru b;, vzhledem
k metrické konexi. _ »

Véta 1,4. Vyrazy
N Bx“ »Xo 0% ax«;]
- Ve = 2 l?? N T I

=1 "

jsou sloiky tfikrét kovariantniho .symetrického tensoru, pti demZ plati, Ze

(Viz Mathematical Reviews, Vol. 11, No 5, p.- 396).
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Utitim pravé konstruovaného tensoru a tensoru Pi» dostdvéme vektor
Q = Vsip P "

Tim jsme dostali vektor @Q,; o jeho% vyzna.mu jsem se zminil jiZ na zaédtku.
Ke konstrukei skaldru C je za,poﬁ-ebi jestd tensoru

Hopr = bypa '—-—4- (@Qu + Q,‘Q,;. + QlQm)~

Pla,ti potom véta.
Véta 1,6. Nutné a posta.éu]ml podminka, pro to, a.by plooha byla plochou
kané,lovou, je splnéni rovnice C = 0, kde

C = /‘vlm“wﬂrp" P MP M

Dikaz této vty je poddn v citované préci di. K. HAVLIORA.

. IL. Uréime plochy, na kterych je @, gradientem. K tomu budeme pot¥ebovat
nékolik pomocnych vypodti a tvrzeni. P¥i viech tvahdch budeme uvaiovat
- plochu vztaZenou k hlavnfm parametrim. I v tomto paragrafu podobn¥ jako
v minulém vylouéime ze svych tvah body kruhové (tim je vyloudena i rovina).

Véta 2,1. V hlavnich parametrech (a3 = by, = 0) plati:

Q ‘ 4 Va,a,, 23[ dz®  9Xs  da* 0°Xe )
1 Gyybas — Ggsbyy 28108 DF 08 oboZ

6=1

C . :
0, = 4 |a,y84 ( P2r* 9X°  da* X0 ]
? T Gy — Gaby 08 082 &2 08 08198
Diikaz. V hlavnich parametreéh je s = by = (_).I Tedy

' Pu:P”=Qn=Qn=O,

(3)

1 @y, | 1 laya
P‘.’ = p2a — I 1n , Q’ — 1928
2 | ayae l“nbas' -  4day0, byybae |

P12 — pPa _ 2 Vauau

@y1b30 — Gaghy,y

Protoie v hlavnfch para.metrech je vidyoky
1 by 1 ba
‘ R, a,’ R, 1)
a protoZe predpokliddme —IIT #* % (vylud. bbdy kruhdiré), je
: 1 3 Lo
Ayybey — Anby # 0,
a tedy také Q4 # 0, P2 £ 0. ,
Nyni s pouzitim véty 1,4 vychézi
Qu = by Prm = 2 b, P11 =
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_  4)ayay 23[ Pz 9X° O a*xa_)
@y3bo5 — @gobyy 4, 0508 o0& 08 08082

a podobné pro @, [¢imZ jsou vzoroe (3) odvozeny].
Véta 2,2. V hlavnich parametrech plati

3 8
Vanas, 0, — ozt 2" oz* 0%
1 4 o0& 080 08 08108
a= a=1
s
Vanam o _ N AN
4 2 08 0808 05 0%%08
a=1 a=1

Diikaz. Hlavn{ parametry jsou charakterisoviny podminkami a,; = 0,
b, = 0, jeZ jsou ekvivalentni s rovnicemi:

3 3
o0z 9t ozt 9X° _
o e v 08 9e T
a=1 a=1
Derivujeme-li je podle £!, méme
3
9 N
( ' oE9E oe Z o oEae
a=1 a=1
) RN <
FEFEE- I 08 08108
a=1 a=1
a derivujeme-li je podle &£, dostaneme
(5) N o*x* O N E 0%
, 050F oF T
a=1
3
z 0% 9X+ =\ 0r* o*X°
008 oe 08 0g2oE

a=1

Dosa,dlme-h to do vzorch ziskanych vétou 2,1 a uZijeme- 11 Rodriguesovych
formuli, dostaneme

o= N (P oxs  om oxe ) 4V an0a
! 2(351652 o0& 081 081082 ) aybyy — Qgebyy

a=1 /
3 . 3
_ 4 Jana, [__ 1 0%x%  Oxt -1 0%x® aa:“
@ybge — Agobyy - .aflagz o0& & 51351 afz
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__ 4Vam B WY R
 Gubas — Gabyy (T{ , OF FOE Ry , 08 o8 ae)"’
3
_;mz_(i_i]zﬁt ad )=
@1ybga — Ageby; | B, R, ~ & ,351351
4 Va'uaaa . )2 0x* %20
- anbu 35‘ X
___ 4 : Pxs ¢ 4 or* %
' Va'uazz ~ 0898 a8 Va'uazz ~ 08 08908
Podobng 7
Q, = 4 Va0, Zs( 0%* 0Xo . ?ﬂ . C ]_
T aubn—awby 40008 08 0p aFoR)
—_ %/0n% lz 0%2x% 0x° + z 0%zs ax"]
a'nbzz—anbn 081982 o0& IR, 35‘3? o0&
_ 4Va11aaz bn _ bza *x¢  Ox°
ay aaa 351352 FIE

anbas — azzbu

_ z 0% Ox* _ 4 a;.;a 0228
Vauazz aslafz 0¢ Vanaa, 4 o0& 0&082
Véta 2,3. V hlavnich parametrech je

5[ oo o | P aa,“)
PEEEEr: ae* FEOEIE JE

- 2 | a?;zaasl, paar + (708 J1

a=1

Dikaz. Derivovanim rovnic (5) podle &1 obdr#ime
. 0% %0

Sl ==
0£10£1052 35’ 661362 651651 0&2082 + 35‘ 0&10820&2

'Z toho ji% snadno plyne poZadovan4 rovnost.

)
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Pro dalii vypolty budeme potfebovat vy]adi'eni Chrlstoﬁ'elovyoh symbolt

druhého druhu pomoci (7
Definice:
{‘V}_i (aa,“,_'_ aa;,“ _.aa;,,)
Auf 0 o&r o0&~
Protoze a,, = 0
1) 1 day, 2 1 08y
(6) {11}*—"2F"'"a—§1’ | {22}"2A= o8’

{122,}={221}=ﬁ““%%?"
{112}={211} 2142 s Za;

{2}___1_ aan_{l} 1 ey
11~ "2 ™p 0 \22f T 24 mam
Uvedme jesté zndmou vétu, Ze ]edmé rozvinutelné plochy ma.]i tu vlastnost, Ze

jest na nich
K =o0.

Utivajice té&chto pomocnych tvrzeni, mitteme dokAzat nésledujfef vétu, coZ
je cilem tohoto odstavce.

Véta 2,4. Vekior Q, je gradientem ma rozvinutelnjch plochdch a jen na rozvi-
nutelnych plochdch (mimo rovinu).

Diikaz. Podle definice jest vektor @, gra,dlentem prévé tehdy, je-li

0 _ 99,
ale podle véty 2,2

3, a(°aza e 4 ]=

g o8\ £, 08 O Yoy
28[( o )a 4 o e 4 e e a(aua,)-%]
213898 Yara,, T 08 EUEE Y 08 08OE o
Podobné
e i 4 de e 4
Q;u - 2 6135’ Vauaas T o0& 0g'0g'og Vauai: +

=1

oz* 0%z° a(“u“zz)"]
o0& 09&ose o0&

Zkoumejme tedy, na kterych plochdch plati
00, 9@,

ot 2 WA R}

o8 Q8

+ 4

56



3

. s P2 1 (dz¢ P2
“-E |(se3z) Vom | Vo (36 smserem +

a=1

ors  08xe 0xt [ 0x° O(@yat axa 0(@y @ap)
+ o8 aeaela?]“" TR (651 e ToE T om ]]—O'

Levou stranu rovnice zjednodusime, uZijeme-li véty 2,3.

3
z v — 0% (02° O(Aydy)
Z [5e9e) +Vontn 5 ¥

 OF0ET 9E02 §108* 98 0

ax“ 0(ay,ag0) _
t o om ]]_0'

Upravou dostaneme
3

Zl{[ 32:365’ ]2— az:;; 3?;52 __;_ BZ:;“E“ aulazz [ga; [ 3;; G +
+ o g)+am (e m G} -0
Pouzitim Gaussovych rovnic (HLAVATY, str. 264) .
obdriime‘ —a;i__;a? { } gg: o
3
S35 +nx T3 x4
| =[{} 55+ n] [ (o + G+

0z ( da,, Oa,, 1 _
t e ( om n T ““—32‘?)] ~20711@} =0

Protoze v hlavnich parametrech a,, = b;,;, = 0, mdme

2 T R ALl N [RATART o ]+

oo (&) + o b2’] [ (5] = (5 o+ )+

+{i 2}(3;],222 (52 an + o Z'Zi’)]}= 0.




Dosazenim za Christoffelovy symboly z (6) ziskdme

1 Oa,; 0x° aa.é o0z \?
s, 0, o8 o+ o am) —
1 [ 2 g a.‘1'11 0as oa,, Oa,

—m a’zzan?&_/'a‘ET_auazz_a?ﬁ + bnbn]—

1 day, ( Oay . 00,5

 daal, [“22 o ( og u T ugp ]““ +
d o 0

+ ay ““—aa;f (——‘aagil Ay + Ay ___aa;z ]a22]=

1 Oa; \? 0ay, \? da,, da
= dan, | (5 ) + ot (G ot T 5

11722

Oy 0y _ 0ay, \? da,; 0
+ a31a22 nglﬁ 7;2—2 - bubzz - auaﬁz ( aagzl) —_— afla22 —a—gzl— ai';: -+

Oy, Oy, —a?.a (aa%)?] = — byybss.

Ot g g e
Tudi Q, je gradientem prévé tehdy, je-li by,b,, = 0.
Protoze je K = Ouba
11025

(@pu@se # 0), musi byt také K = 0.

Z predchédzejictho pak jiZz snadno plyne véta 2,4, nebot rovnice K = 0
i rovnice (7) jsou nezavislé na systému parametrt (viz Hravary, str. 97 aZ
98).

III. Slozky vektoru @, lze snadno vyjadiit pomoci invariant-dané rozvinu-
telné plochy. '

Bud déna rozvinutelnd plocha

(g =0 () + (B — 8 T

kde £ je oblouk kiivky s = s (&) (hrany vratu).
Parametry £!, &2 jsou na této ploSe parametry hlavni. Lze tedy pouZit vzorci
z véty 2,2, odkud vychézi

Q—'4 367“ azw.Q__ 4 36_"“%
T V11000 a=1 aé:l opoe” T Vana a=1 o8 orog
Protoze
dre d2se , s ds
=~ E = gap  wm=E—) TEmy GEp
ot ds

ay = 1,a, = 0.

FERE
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Lo s

0819 (d&)’
Q= 4sgn (82— &)k
Qz =0,

jest

d?ss d%ss
kde dél)z (dfx)z

je prvni kiivost (flexe) hrany vratu.

PE3SIOME

dra cTathA TeMaTHYeCKM cBA3aHa ¢ TpyAaoM [I-pa H. M'aBinuka

B HOTOpO#t CKOHCTpyHMpoBaH ckasap C, XapaKTepu3yloIuii KaHAOBLIE NO-
BepxHocTH. Ero KOHCTpYKIMA aHaJormyHa mocrpoifke ckamxapa C’, korto-
PHIit onpenendAeT JINHelYyaThe IIOBEPXHOCTH.

dra aHATIOTUA He clyYaitHa, Ha000POT OHa ABIAETCA ClIeICTBeM TpaHCHop-
manuu wiu HisliHoBa mpocTpaHCTBa NATH N3MepeHuit, KoTopoe npubaBiiser
K JIyMeiHbIM KoopauHaTaM ITmokepa rexkcacepudeckue KOOpAMHATH IApa.
ITpu xorcTpympoBaHum ckamapa C’ urpaer BechbMa Ba:KHYIO POJIb IPagHEHT

B =%a%
B Buime ynomsaHyToit anamoruu Mexny Cm n C HaxoxuTCA Ha Mecte K,
KaKo#t — TO BEeKTOp @,, 0 KOTOPOM HEHW3BECTHO HA KAKHX II0BEPXHOCTAX
ABJISIETCA TPAANEHTOM.
Ha noBepXHOCTAX, HA KOTOPHX ABIAETCA (), TPATMEHTOM, MOKHO IIO-
CTPOHUTH CKalap @ Tak, 4T0
Q, — 1 9Q

i

Bo Bropom maparpage aToit pa6oTh Teopemoit 2,4 ompefeneH Kiacc Io-
BepXHOCTeil, HA KOTOPHX {, ABIAercA rpagueHToM. Teopema 2,4 MoKa3bi-
BaeT, 4TO 3TO Pa3BePTHIBAIOMAACH NOBEPCHOCTE. Honaaa’renbcmo IpOU3BO-
JKUTCA NPU [IOMOIIM HECKOJIBKHUX JIEMM, B KOTODHIX B KadecTBe napame'rpn-
9eCKNX KPUBHIX BA3TH JIMHUN KPUBH3HEI.

Ha ronuy B Tperbem nmaparpage, Ha moBepxHoCTH, o6pasoBaHHOM Kaca-
. TEIbHUMH K IPOCTPAHCTBEHHOMU annoﬁ BHIpaKeH IPafiMeHT @, moMouy UH
BapHMAHTOB 3TOH MOBEPXHOCTH.

, (mpnyem K — raycoBad KpUBU3HA noaepxnocn&)

RESUMEE

Cet article grend thématiquement pour le point de départ le travail de
K. Havlidek (Casopis pro péstovéni matematiky a fysiky, rod. 74 z r. 1949),
dans lequel on a construit un scalaire C, déterminant les surfaces qui envelop-
pent une famille de sphéres dépendant d’un parameétre. Sa construction est
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analogue & la construction du scalaire C’, qui détermine les surfaces réglées
(V. Hlavaty: Diferencidlni geometrie kiivek a ploch). Cette analogie n’est pas
en aucune fagon occasionelle, mais elle résulte de la transformation de Lie dans
I’espace de Klein & cinq dimensions, par laquelle on transforme les coordonnées
de droites de Pliicker en coordonnées hexasphériques de la sphére. En construi-
sant le scalaire C’; c’est le gradient K, = KL g—fv , qui y joue un role impor-
tant (K signifie la courbure totale de la surface de Gauss). Dans I’analogie au-
dessus mentionnée, il y en a entre C‘et C' au lieu de K, un certain vecteur Q,,
duquel on ne sait pas sur quelles surfaces il forme le gradient. Sur les surfaces
Q
& -
Dans le deuxiéme paragraphe de ce travail on détermine par le théoréme 2,4 la
catégorie des surfaces sur lesquelles le ¢, forme le gradient. Le théoréme 3,4
dit que ce ne sont que les sufaces développables sur lesquelles le @, forme le
gradient. La démonstration a été faite & ’aide de quelques affirmations auxi-
liaires, en y rapportant la surface aux lignes de courbure. Puis, dans le troisiéme
paragraphe on a exprimé le gradient @, sur la surface des tangentes de la
courbe spaciale & 1’aide des invariants de cette surface.

aveo le gradient @, on peut construire le scalaire  de la sorte que @, =
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