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0 BASICH CELYCH CISEL V‘OBECN‘YCH TELESECH
ALGEBRAICKYCH

O BABMUCAX IEJBIX YACEJI B OBIIINX AJITEBPANYECHKUX
IMOoJNAX

UBER DIE BASEN GANZER ZAHLEN IN ALLGEMEINEN
ALGEBRAISCHEN KORPERN

Ivax Fris
(Doklo 13. ledna 1960)

Prof. KAReEL PETR vyslovil v prdci [1] bez dikazu fadu v&t o basich
oelych &isel v obecnych algebraickych télesech, pomoci nich% lze numericky
vypotitat tyto base. Na podnét akademika Vladimira Kofinka se autor to-
-hoto ¢lénku pokusil doplnit chybé&jicif dikazy tim Z%e pFenesl n&které véty
z teorie algebraickych ¢iselnych téles na jisté okruhy. Touto metodou se
podafilo dokézat viechny uvedené véty s vyjimkou dvou, jejichZ zn&ni bylo
tfeba opravit. Mimo to obsahuje price jeité n&které dalsi nové vysledky.

ZAKLADNI DEFINICE

K bude znadit t&leso raciondlnich &isel,

J obor integrity celych raciondlnich &isel.

K[x] resp. J[] je obor integrity polynomiu jedné neurdité = nad K
resp. nad J. ,

J'[x] je pak ta podmnoZina J[x] polynomi, jejichZz vedouci koefi-
cient je rovny jedné.

K, oznaduje okruh K[z]/{f(x)}, podilovy okruh K[x] podle hlav-
niho idedlu vytvofeného polynomem f(x). O polynomu f(x)
budeme pfedpokléddat vidy, Ze f(x) € J'[x] a podinaje paragra-
fem 2 jesté navic, %e f(x) mé pouze jednoduché koteny.

4;  necht oznaduje diskriminant polynomu f(z) a

Exp,a znadi nejvyssi moeninu prvodisla ¢, kterd dgli a:

Q‘E"’a“ / a, qEzpqa+1 % a.
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I.ZAKLADNI VLASTNOSTI OKRUHU

§1. Definice K;.

Df. 1.

68

K; je komutativni okruh obecné s déliteli nuly.

Pismenem @ (nebo presnéji &) oznaéme tiidu, kterd obsahuje prvek 2.
Prvku @ budeme fikat generitor K;.

V K, existuje mnoZina prvki isomorfni s K. Tuto mnoZinu pro jedno-
duchost s K ztotoZnime. Je tedy K;D K.

Plati
() = 0; v(0) = v'(0) & f(z)/v(x) — v'(x) ap.
Kaidy prvek z € K; da se jednoznaéné psit ve tvaru
' 2=ay+a,0 + ... + &0 a,€K, k < n.

Prevedeme-li viechna racionélni &sla na spoledného jmenovatele, lze
psét

o+ a0+ ... +a,_,00?

d ’
pridemz aed; (ag, ..., 0,4) =1,ded, 0 <d.
Zévérem lze ici, ze kazdy prvek z € K; lze jednoznaéné psat ve tvaru
z= id@l p(t)eJ[t], ded, 0 < d, ¢ je primitivni. '

K; je algebra hodnosti » nad K, proto kazdy prvek z € K, je kofenem
né&jakého polynomu nejmensiho stupné z K[t] s vedoucim koeficientem
rovnym 1. Ozna¢me tento polynom P,(). Ziejmé plati

Q(t) € K[t], Q(2) = 0 = Py(t)/Q(?).

V obecném piipadé, tj. pro f reducibilni, neni minimum polynom nutné
ireducibilni.

" Bud A(®) = /@) f(@); @) € Sl G = 1,2, 3); (h@); fu@) = 1.

Potom plati
Kh = ‘Kfl 'i_ ‘K’:'

Dikaz:
Budte 0, generatory K;,. Najdéme polynomy k(x), h(x), Ze
| (1) fo(@)h(x) + fo(x)k(z) = 1.

Pro kazdé dva polynomy ¢(z), y(x) € K[x] definujme zobrazeni ¢, ¢,
vztahy



Df. 2. .

u@(©,) = [9(8,), #(6y)],
ulp(82); 9(O)] = POIA(OK(G:) + YO )(G,)K(B)).

i, je ziejmé homomorfismus. Spodteme
‘1‘2[‘77(92);‘ ¥(05)] = 4(9(0,)f3(O:)k(6;) + v(01)(0,)k(6,)) =
= [@p(Ox)fx(O)k(0y);  ¥(Oy)fx(O3)k(O5)] = [9(0n);  (Os)],
nebot 12(@s) = [5(0;) = 0

a dosazeni @, resp. @, do (1) dé f,(0,)k(0,) = f,(@3)R(O;) = 1. Stejnd
14,2 = z pro kazdé z € K;,.

Je tedy ¢, identita na K, + K, a stejné iy, je identické na K, . Obé
zobrazeni proto jsou navzajem inversni a jsou isomorfismy.
Analogicky plati '

Je-li fy(z) = H fi(x) a pro kaidé 2 < #5475 < n je (fi(x); filx)) = 1,

i=2

3

pak taky | K; = aK"'
=2

Ditkaz se provede indukei.

Isomorfismy sestrojené ve vété 1,1 budu vidy znadit pismeny ¢y, ¢,.

§2. Celd éisla.

Df. 3.

V 2,1.

V 2,2.

Bud f(x) € J'[#]. Polynom f(x) m&] jen jednoduché koteny. Oznaéme I,
mnozinu téch prvkia z € Ky, jejichZz minimalni polynom mé celoéiselné
koeficienty a vedouci koeficient rovny 1.

Tedy '
=& (ye Ky, Py/t)eJt).

Prvky z € J; nazyvime celé prvky.

Prvek z € J; je cely pravé tehdy, je-li kofenem n&jakého, ne nutné mini-
mélnfho polynomu @Q(t):

, Q) =0, Q)eJ.

Dukaz plyne ihned z Gaussovy véty o primitivnich polynomech.

Bud f(x) = f,(x)f,(x), oba polynomy nesoudé&lné as jednoduchymi ko-
feny. Oznadme ;2 = [2,, 2,]. Pak plati

zedJi o>z €dy, 2,€J;,.
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Dikaz:
1. Necht z € J;. Pak P,(t) € J'[t].
V okruhu Jj, + J;, plati
[Pu(2)), Pe(z,)] = Pul[2y, 2,]) = Py(112) = ,Py(2) = 4,0 = [0; 0];
tedy Po(2)) = Py(2,) =0, tedy 2z, < Jy,2z, < Jj,.
2. Budz, € J;,, 2, € J}, . Poloime P(t) = P, (t)P,,(t). Je ztejmé P(t) € J'[t].
V okruhu J; plati | ;
P(2) = P(ulz; 2]) = 6P([%1, 2]) = 6[P(2), P(2)] = 1,[0, 0] = 0.

A opét podle véty 2,1 je z € J;.

Poznamenejme, Ze véta 2,2 ndm umotziiuje dokéazat, %e J; je okruh
i v piipads, Ze f je reducibilni.

Déle budeme vidy o polynomech f(x), pro né tvotime K;, predpoklé-
dat, Ze maji jednoduché kofeny.

§3. Pfidruené vektory.

V3,1
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Oznaéme A, direktni soudet n séitanct
A, =A+ ... + 4,

kde A je t&leso viech &lgebraickych (komplexnich) é&isel.

Bud f(x) € J'[x] a bud @ generator K.

Bud ¢(z) € K[x] a kone¢n& budte 191, By, . . . ¥, kofeny rovnice f(z) =
v télese A. .

Zobrazeni x definované rovnici
- x@(0) = {p(d,), p(B), . .., p(P)}
je isomorfismus K; do 4,.
Dikaz:
@(0) je ovSem obecny prvek € K;.
Budte ¢, y dva libovolné polynomy. Je ziejmé
#(@(O) + p(0)) = xp(O) + xy(O)
%(@(0).9(0)) = %p(0).xp(0).
Necht plati

x#p(@) = xp(0), tj. podle definice zobrazeni ¢ (¥;) = y(&) pro kazdé
1 <1 < n. Pisme (p(x) — p(x)) = k(x).f(x) + g(x), kde stupeii g(z) <
< n. Dosazeni &; za z d4 g(9;) = 0 pro kazdé 7 < n. Oviem nenulovy
polynom stupné mensiho nez n nemuzZe miti n» raznych kofent (po-



Df 4

V3,2

znamendvém pro tplnost, Ze od §2 stile bereme f bez vicen4dsobnych
kotentt). Jeg(z) = 0, & tedy f(x)/9(x) — @(z), neboli dle pozndmky za

Df1 _
. 9(0) = 9(0).
Tedy zobrazeni je prosté.

Bud z€ K; a necht z = ¢(0). Prvek xz = {¢(191), .. ., @(9,)} nazveme
vektorem ptidruZzenym k prvku z.

Bud f(z) = g().h(z), f, g nesoud&lné. Je I;ak

- Ky =K, } K.
Je-liu € K,, v € K, a oznaéime-li ,,[u, v] =z, pak o pfidruZenych vekto-
rech k prvktim u, v
{wy - oo on}y {@1, - o, Pm}
plati
%2 = {Wy, Wy, « ., Ony Pys Poy ++ +» P}

nebo piipadné jsou éisla w;, ¢; jinak uspotddéna.

' Dikaz:

Ozna¢me ¥, ..., 3, kofeny’ polﬁomu g(®), Fnyi, ... Onim kofeny
polynomu A(z). R
Jsou tedy

By By - . ., Onym koteny f(x).

"~ Oznadme 2z = @(0), u = p(R2), v = X(P). Je

wy= (%) pro 1 <i < n .
= X(di,s) pro 1 < ¢ < m (po vhodném piedislovini &).
Déle je z véty 1,1

q)(a:) —g(x)k(x)X(x) + h(z).l(z)p(x) pro k, 1 takové Ze k(z)g(x) +'
+ h(@)l(x) =

Je tedy

xz=1[.. .., g(i?;)k(z%)X(z%) + h(ﬂ;)l(ﬁ,)ww‘), ...J.Bud hejprve>},< 1< n.

Je g() =0 a k(3)g(%) + h(@)() = 1, tj. h(&)(d) = 1, neboli

giﬁ )Ic(ﬁ;)X(ﬁ‘) + h(z9¢)l(19 Yp(d) = w(&) = w,; & stejné pro n + 1 <1 L
m

gDV X () + RBNUB)p(D:) = X (D) = pi-n, cO% dé, vétu.

Vektor xz ve skutednosti nezavisi na prvku @, nybr pouze na prvku z.
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Df 5

V3,3

"V 3,4

V3,5
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Bud z € K;, z = ¢(0). PoloZme

Pyt) = Pt;my, ..., 2) = [ [ (¢ —p@) € KTts i, ..., 2]

i=1
Bud o néjaké permutace prvki z,, ..., ,. Je zfejmé
Po(t; 0%y, 0y, . . ., 0%n) = Py(t; @y, ..., x,), a tedy podle véty o syme-
trickych funkeich plati
Py(t; @y, ..., Zn) = Py(t; &, . . ., an); kde jsme oznadili
& = (— 1)y e, ... z; t-tou elementarni symetrickou funkei.
Je-li fx) =2" + a2* ! + ... + a,,

poloZme konedénd

Pz(t) = P:):(t, al) a2’ ce ey aﬂ:)'

Pi(z) = 0.
Dikaz: _

Jo Pz w0 @) = || 0(6) —o@) =

-JJuer—a + he— —a=) +...1 = [[ (0 —2) (6,20 =
i=1 i=1

= (0—2)(O—2) ... (0 —2)5(60, 7 ..., 7) =
= (0" + 01 4 ... 4 )30, a, ..., o).
Tedy Py(z, a,, ..., a,) = 0, nebot f(@) = 0.

Bud ze K;, pak . :

(1) Pt)y=0—08)(t—0C) ... (t—1Ca), kde {&, &, ..., La) = 2.
Dikaz: ’

Je §; = (%), je-liz = (@), pondvad f(9;) = 0. DokéZeme jako v pred-

- chéazejici vét& P,({;) = 0. Rozklad (1) je rozklad v 4 a je jediny.

Oznaéme pro z € K;
%z = {2}, %, ..., 2} Plati

zeJ;, pravé kdyZ viechna z; (1 < 1< n) jsou celd algebraickéd é&isla.



V 3,6

Dikaz:

1. Bud z € J,. Existuje polynom P(t) € J'[t], Ze P(z) = 0. Je v¥ak
P(z) = 0, nebot zobrazeni z — 2; je homomorfismus.

2. Jsou-li z; cela algebraicks, je

P(t) = (t—2) (t—2) ... (t— 2z,) € J'[t], ale podle V 3,4 je P(z) = 0.

Z toho specialné plyne:

P,(t) e J'[t], pravé kdyz z € J;.

§4. Diskriminant.

Df e

Df17

V4,1

Budte w,, w,, ..., ws € K; libovolné prvky. Bud
{wgn, o®, ..., wg"’} ptidruZeny vektor k w;. PoloZzme

(1) ,5(1) (1) |2
601 (1)2 DRI ()

W@ o ... o
D(w) = D(wy, . . ., 0) = ,
w™ w(zn) w™

Cislo D(w) € A zveme diskriminantem n-tice w.

Je-li w1, wg, . .., w, jind n-tice a plati-li
n

L wi= 2 caw, ¢y € K, pak matici
k=1
€11 €2 - - Cim
C1Can - - - Can

Cni Cng - « « Cpn

oznadime D(w’, w) a nazveme maticf pfechodu.

Jeji determinant oznadeny D(w’, ») pak nazveme determma.ntem pte-
chodu. -

Plati
Dfw') = D¥w', w) D(w) pro ty n-tice, pro né% plati (1).
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Dakaz:
Plati-li w; = Zci wx, pak z vlastnosti isomorfismu » je
[oh 0, .. ]=Zcal...,00, ...] =[..., Zegol,...],

tedy w9 = Zcgol?, a proto

‘a "(1) o 1) a w
o®. . o chkwk ...Zc,.kw‘k Cn---Cm| |0 ... &
’ k k
w. ™ w' ™ Z Cik w;c'n) Z Cnk ™ | Cny Cnn o™ ™
: A
Véta pomocné

V4,2

| 1. D(w) =

Bud & generitor J;. Je
D(1,0,6 ...,601) = A,

Skuteéné je D(w), jak byl definovan, étverec Vandermondova deter-
minantu a ten je, jak je zndmo, pravé roven diskriminantu polynomu

().

Bud ; = "’;(l_@) , pi(x) € J[z], dieJ. Pak je

dz & 4y, pti ¢em? a € J. Tedy specxa,lné
2. D(w)e K pro kazdou n-tici w,, ..., w. € K.
3. Jsou-li viechna w; € Jy, je

D(w) e J.
4. D(w) = 0 pravé tehdy, jsou—li\ prvky w; linedrn& nezévislé nad K.
Dikaz:

n

© 1. Bud gi(z) = Zcqx,-‘l , ¢ €J. Zvolme (w’) = (1, 6, ..., G 1),
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i=1
Je podle 4,1 a pomocné véty
D(w) = D¥w, »') D(w’) & zfejms

: Ciy +e - Cin |
Cu G Cin .
dy d d,
Cny - - - Con
D(w, CO') =] ece e e e et oo = —d—d——
1. n
cﬂ] cﬂ2 cﬂﬂ
dn d, dn



Df8

V 4,3

Je ovéem (cx) € J. Oznadime-li (ca) = a, jo 1. dokdzano.

3. wieJ;= o je celé algebraické a D(w) je cehstvy polynom v o,

4. Je li w linedrné nezévisly, existuje D(w, w) a je z pomocné véty
= D(w') = D¥e', w).D(w), a ponéva,dz f je dle ptedpokladu bez
vicenasobnych koi‘enu je 4; =+ 0, tedy i D(w).

1. Bud (@, ..., o) = () njaké n-tice prvki e K;.

Mnozinu v&ech prvki z € K; tvaru _

2= Z Aw;, kde 4,, ..., A, jsou libovolna &isla €J, oznadme [w],

-tlcl (w) tikejme base [w]. ,

2. Bud (w’) druhé takové n-tice, pak definujme

(') ~ (w), je-li [w] = [w'], a Fikdme, Ze (w’) je ekvivalentni (w).
3. (@) > (w), je-li [0] D [w] a Hkéme, %o (»') je jemnéjsi (w).
Poznidmka.

Je zfejmé [w] modul nad J s basi w,, ..., w,.

Plati

1. (w) ~ (") = D(w) = D(w’)
2. {w) > (') = D(w)/D(w'), ptitem? dé&litelnost se rozumi ve smyslu
. délitelnosti ra.clonalnich disel. :

Dikaz:
DokéZeme nejdiive 2. Je-li (w) > (w'), tedy pro kazdé 1 <1 < »

w; € [w], tedy podle def. v} = 2 ciw; pro néjaks vhodnd c; € J.
- j=1 . )

Aviak V 4,1 dé 4 :
(1) D(o') = D¥e’, w).D(w), & ponévadi D(w’, w) = (cq) €J, 2. plati.

Dokézeme nyni 1. Je-li(w’) ~ (), je (w) > (') i (w’) > (w), jsou tedy
D(w) a D(w’) asociovany; protoZe viak D¥(w’, w) > 0, d4vé (1) rovnost.

Piiklad. -
Bud f(z) = 2* — 2. VySetfujme K.

~ Oznadme J/2 generator K, a oznadme

() = (2,)2)
(w'y=(1,2)2)
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Spoéteme D(w) = 32 = D (w'), aviak snadno nahlédneme, Ze
1 ¢ [w].

Tento ptiklad ukazuje, Ze implikace ve vété 4,3 nelze obecné obratit.
Plati viak

V44 ,
Bud D(w) = D(w’) a soudasné (w) > (w’). Potom jiz
. (@) ~ (o).
Nebe, coz je totéz :
Bud (w) 2 ('), potom D(w) | D(&') a D(w) < D(w’).
Dikaz:
Pidme w; = Zcyw;, ¢y € J. Jo podle predchoziho D*e’, ») = 1, neboli
D(w', ») = + 1. Aviak v tomto ptipadé mé matice D(w’, ) inversni
v J a tedy, oznaéime-li
D Yo', w) = (di), je dwed a
Wi = Edk.;w.;, éili (w) << w').
Véta 4,3 ukazuje, Ze ¢&islo D(w) zavisi vlastné na modulu [w] a ne
pouze na jeho basi (w). Skutedns, zavedeme-li si jinou basi, vytvatejici
tyZz modul, je (w) ~(w’) a tedy D(w) = D(w'). To nés pfivadi k de-
finici :
Df9 :
Bud R podmodul nad J, R D K; a bud () jeho base (pokud existuje).
Poloime D(R) = D(w) a nazvéme &islo D(R) diskriminantem R.
Véta 4,3 pak zni
V 4,3b
R D S = D(R)|D(S).
Existuji oviem v K; podmoduly, které nemaji basi a tedy ani diskri-
minant. Neni té#ké ukézat, Ze napiiklad K, sam je takovy modul.
Poznamenejme, Ze kdybychom chtéli kazdému modulu ptifadit diskri-
minant, musely by okruhy bez basi mit D(R) = 0.
Nasim dal$im tkolem bude ukazat, Ze J; m4 basi.
§5. Base J,. '
Df 10

76

Bud M D K néjaky modul nad J. Necht existuje &islo d € J tak, Ze pro
ka¥dé ze M,z = %@), () primitivni polynom e J[z], a € J, plati

normalisaéni podminka,
ald.



V5,1

Potom modul M nazyvéime ohraniteny modul nebo kratce o-modul
a piseme ¥ CC K. Cislo d nazvéme hranici M.

Nutna a postaéu]wl podmmka aby modul mél basi, je, a,by byl o-mo-
dulem.

Dikaz:
1. Postaditelnost.
a) Bud 4 hranice M. Pak kazdy prvek z € M lze psat jednoznaéné

(1) z:bl+b2@+l']"+b"@"- bed, 1 <i<n.

b) Pro ka#dé 0 < ¢ < n znatme M; modul vSech prvkﬁ zeM ta.kovych
Ze jsou (ra,clonalm) linedrni kombinaci pouze 1,0, , &1, tedy
plati-li (1), je

ZGMinH.l = bi+'2 = ... = b'n-1 = 0.
Dale je ,

O =MCcMC...CM.,CM,=M

¢) Ozna¥me w; ten prvek € M; (resp. jeden z téch prvki), (5 > 1), ktery

mé u 6! nejmensi kladny koeficient. V piipadé, Ze M;-l = M;
a takovy prvek neexistuje, poloZime w; = 0.

Je wy, ..., w, basi M.

d) Lema.
"~ Bud z € M;, potom existuje celé &islo 4 € J tak, Ze
(2) Z—AiwiEMi_l.

Rozeznévejme dva ptipady:

a) z € M;_,. Pak polozme 4 = 0 a (2) plati.
B) z ¢ M,_,. Pak ale w; + Oav(l)]elb 0.

PiSme
w; = —:T(e,-_-l_i_l + €i1,i-2 @ + ... + €i_1,o @2).
A déle pisme :
bi =Ai€icg.o+ 1, 0 < < €4y,
Je z — Aw; € M,. Jeho koeficient u @1 je i a jé 0L % < 34211.0 ;

tedy podle- definice w; plati u = 0, neboh z—Awy € M;_,, coi je
tvrzeni pomocné véty.
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V 5,2
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~ Ze soustavy (2) miZeme tisla

e) MuZeme nyni oviem najit &islo A;_, tak, Ze (z — Aiw;) — Ai_wi—, € M;_,

a tak dale, az z— Awi— Aiywiy— ... < Ao, € My, neboli
2z = Ao, + ... + A, kterazto relace ukazuje, Ze w,, w,, ..., w; jo
base .M{. -
Stadi nyni poloZit ¢ = n.

2. Nutnost.

-Bud w,, ..., w, base M. Bud w; = tp.(_il—(Q) a bud 4 nejmensi spo-
. .
letny nésobek dy, dy, . . ., du_y, '
4 =1d,, ..., 0] Z¥ejmé je A hranici M.

—

Pozné;mka,.
Je vidét, Ze vypustime-li z n-tice w,, . .., w, nulové éleny a ponechdme
ostatni w;, ..., w;, bude opét M = [w;, ..., w;]. Tedy modul M

mé hodnost n, pravé kdyZ jsou viechna w; & 0. -

Bud f(x) = 0 polynom s jednoduchymi kofeny. Potom modul J;,C K;
je omezeny.

Jeho hranicf je diskriminant 4;.

Dikaz: o

Bud @ generator J; a bud {#,, ..., #,} pfidruzeny vektor. Bud z € J;
a {2, ..., 2, pfidruZeny vektor. Lze psat

a - z'=b1+b2@+l;..+b,,@"-1’

kde ¢&isla b, by, ..., bs jsou nesoudé€lnd s b. Podle V 3,1 je pak

@) = —bl—(b1 4 byt .. + b proj = 1,2 ..., n.
b 7
b
Je (v t&lese algebraickych &fsel): -

16, ... 0720 ... 001

vypoditat.

1 1
" b VI |10 B0 0
b A |
16, ... 052z, ... gn
LT o
nebot V4, = Va, =
o1, .. e

je determinantem soustavy.



V 5,3

V54

Z rovnice (3) v8ak plyne, Ze — b > Ay je celé algebraické, tedy celé racional-

b
ni &slo. Tj. b/ b;4; pro kazdé 4, neboli b/4; (by, . . ., ba), avlak b je nesou-
délné s (by, . .., by), tedy b/4;, coZ jsme chtéli dokézat,

Je tedy pfimym disledkem vét 5,1 a 5,2

J; mé basi.

Bud f(x) = g(x).k(x), (g, k)= 1. Potom
D(J)) = D(J,).D(J)

Dikaz:

Bud (w) base J,, () base J;, a budte n, m stupné postupné g, k.
~Oznaéme

¥i = 4y [wi; 0] pro 1<r <,

¥i = 13 [0; @iyq] pron+l<z n + m.

Potom je (y) base J;.

Je podle V 2,2 y; celé.
Je-li z € J; a oznadime-li ¢,z = [,, 2,], jsou 2,, 2, podle téZe vty celé.

Tedy
2, = Zhwf 24 = Z Ainpi.  Je viak
i=1 i=1 -

2 = 13[2), 2] = [ hiwi; Zhiapi] = o[ ZAivi; 0] + 15 [0; Zhijagi] =
= X Afwi; 0] 4 1, 24, [0; ] = Z'Aty[i, 0] 4 Z'Aiynts [0, ] =

n+m

= z Ay + Z AiinWPisn = z Ayi.

Podle véty 3,2, oznaéime li pi‘ldruiené vektory

wo; = {0, ..., oM},
wpi = {@P, ..., g™},
je
/{w“’,... o, 0, ..., 0} i<n
=N ) (m) ' ’
O 000, gy T sy
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Spoétéme

PP ... o0 0

oPo@ ... om0 0

oV w® . o™0 0 0
D(J)) =Dy =| " " " =

0 0 ...0 o@g®. . . gm

0 0 ...0 ¢l ...p¢m

0 0 ...0 ¢)g2. . . gm
D w™ (p(ll) ' (p"")

T N = D(w).D(¢) =D (J,).D(J,).

Protoze okruh J; je nejdulezit€jsi ze vSech podmodula K;, uvedu
specidlni disledek véty 4,4 jako vétu.

V5,5
Bud (w) base M CC K; a budte w; celé prvky. Je-li D(M) = D(J)),
je jiZ (w) basi J;.

§6. @-base.

80

Base, kterou jsme sestrojili podle véty 5,1 pro Jy, bude mit nékteré
zajimavé vlastnosti, které jsou pro dalsi dulez1te Zachovame-li zna-
geni V 5,1, totiz

(W) = {wy, ..., w,) base Jy,

w; = —Z:— (€ig ic1 T+ €i1.i-2 @ + ... €i_y.0 @), pak plati, jak za chrvili
i

dokaZeme

(1) e,ofeir pro 0 Kt <n—1, 0Lk s,
(L)  e.o/d; pro 0<i<n—1. Lze tedy po vhodném kricenf

pséat
w; =1
O +4cy
“= g
_ @2 + 621@ + 022
Wy = 4,



Df 10

V 6,1

@n—l + c”_l'lI@”"’ + .« + Cn—1,n—1 .
dn——l

Basi tohoto tvaru budeme tikat @-base. Tedy definujme.

Wy =

Bud M CcC K; a bud (w) base M. Bud «; = (p’:ll( ) , @i—1(%) primi-
i—1

tivni polynom. Je-li navic

L. gi(z) e J'[z],

2. stupen gi(x) je ¢,

pak (w) nazyvéme @-basi, a modul M @-modulem. Presn&ji, nebot M

‘mé razné base, M CC K;je @-modul, existuje-li v M base, kterd je

O-basi.
1. JiZ z definice je jasné, Ze je-li M ©-modul, pak pro 0LiLK<n—1je
(1) @ e M, tedy [1,0, ..., 0 1CM.

2. Také je jasné, Ze ©-moduly maji hodnost n, tedy jejich base je
line4rné nez4visl4 a moduly M,z véty 5,1 jsou proto viechny rizné.

Podminka (1) [a z ni vyplyvajici podminka (2)] v8ak neni postadu-
jici pro to, aby M mél ©-basi. ,
Tak napiiklad neni téZké ukazat, Ze je-li @ generdtor J;, kde f je
libovolny polynom druhého stupné s 4; = 0 a zvolime-li

M- [_;_ 39{_1_], pak M nemé ©-basi, a8 obsahuje 1 i 6.

Plati viak

Necht [1, 0, ..., 011 C M CC K, a necht M je okruh. Pak M mé
@-basi (M muZeme nazyvat @-okruhem).

Dakaz:

UkézZeme, Ze base sestrojens ve vété 5,1 je v nafem p¥ipadé ©-basi.

1. Jak jsme jiZ poznamenali nahote, je M;_, C M. o8 tedy w;= 0. Lema.
d) ve vé&té 5,1 neiika v tomto piipadé nic jiného ne% to, %e znadime-li

1 1
(l) zE Mi, 2= Z (bl +.. . +b,'@‘—1), w; = Z— (ei—l.l'—l +...+ q_l,o@"l),

potom b; = Ae;_y,o; tedy Ze A .nejvyssi koeficient u libovolného
prvku z € M; je délitelny e;_, .
2.Je @e M, wi, € M, M okruh = w;_,0 € M. Tento prvek je stupné

€i—2.0
7 tedy

i v 6, a proto w;_,0 € M, ,. Koeficient u & je
(2) €i1.0/ €i-.0-

81.
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3.Je & e M, ,,, tedy existuji &isla
}»i.l; 2-4.2; coos it di, Ze O = j'45.1(»91 + oo 4 Ao + diwiﬂ-

Porovnanim koeficientd u & je

1= d*j’“ , tedy
(3) _ dieio = A4, coZ je (1,).
4. Indukei podle ¢ dokdZeme
(4) o/ Pro 0 <i<n—1,0<Lk <.

Bud ¢ = 0. (4) se redukuje na €, ,/€,.1, coZ je trivialni. Necht (4) plati
proi=0,1,... e

(5) Oznaéme 4 = d,,; Eﬂ— = Ci,k
€0 €0
pPro0 <t L e, 0 < k < 4. Z(3) a z indukéniho pfedpokladu plyne,

%e &isla dy, cix€J. (2) dava 4 -
di—1 di—z

neboli di_y/di_y. Jo tedy
(6) dy|dy]...|ds.
Dosadme (5) do vzorce pro w; z (1):

1

,ah:a:

0]
(7) Wy = '_—-jl_-c‘ll
. 1

O 0 07t gy
We = ey

Z tohoto vyjadieni specidlné plyne, Ze, je-li

e—1
o — ¢,0 —|—c... + ¢, e M,

je vzhledem k (6) w.d,—, polynom s celistvymi koeficienty v €, to jest

(8) d—‘%’—c"-erro 1<kl

'Oznaéme

€e—1.0

W = Wey1 — @we =

e, 0



V 6,2

V6,3

[ﬂe&o_ dA ]@c+ +[e¢—10 o — dA! cc—l.k)@e-k'i"--
do_y )

€e,0 e-1 €e.0

= A

€e_1.0 4
Je 20 g o — ——— = €pg.0— ——
€. 0 oy doy

tedy w € M,, a proto podle (8)

=0,

€e—1.0
) €e,x— a_- Ce—1 .k
: -1k
Dy = —=20 A” ey € J.
Upravme jej
€e-100 ey
Z-k = ee.k — T_ Ce—1.k
(N}
: vee de—l e,k
VyuZijeme vztahu = a dostaneme A; + Co—y,x = e J.

€e—1.0 il €e,0

Tim jsme dokézali (4).
Tedy rovnice (5), (7) plati pro 0 < i < n—1, coZ je odvozeni véty.

Poznamene]me, Ze ptedpoklad, Ze M je okruh, lze nahradit zfejmé
piedpokladem, Ze w,® € M pro kaidé k.

Ani v tomto piipadé nestane se ta,to podminka. nutnou pro to, aby
M byl ©-modul.

J; ma ©-basi.
Bud M @-modul a () jeho @-base. Bud w; = ';( ). , potom je
. : i1
A, :
DI = gz @
Ditkaz plyne z véty 4,2, nebof oznadime-li (') = (1, O, ..., O1), je
1 0 ... 0
Ci 1
- 0
, d d, 1 1 1
Dlan ) =1 EA AR
Cn—1.n-1 Cn—1,n—2 1
L

Jiz tato véta ukazuje vyhody ©@-base oprati obecnym .Ba.aim, nebot
je vidét, Ze jmenovatelé prvkia @-base jsou nejmensi moZni; v basi
mohou byt vétsi.
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V 6,4

V 6,5

Bud M @-modul a (w) jeho @-base. Bud w, = 92(0)

‘ di_
Bud y(x) € J'[x] polynom stupné 7 — 1 a necht '
() )
A €EM,;
potom je jiZ (wy, ..., Wi, 0, Wiy, ..., @) O-base, nebot m4 stejny

diskriminant jako ma (w) (viz V 4,4).

Tedy opét véta, kters neplati pro obecné base. Ukazuje, Ze lze za-
ménit prvek base libovolnym jinym, jen kdyZz patti do modulu a je
délitelny stejnym &islem. Presto je ©-base, jak za chvili ukdZeme,
v jistém smyslu né¢kdy jedina.

Bud M O-modul, (... w; = #4(0) ...) jeho O-base a (w') =

’ d"_l
(... 2O i 0-base.
di—l

Pak plati d; = diprot =0, 1, ..., n— 1.

‘Skutedns je

w; € [w],
tedy wi = 4w, + ... + Aw;; srovnani koeficienttt u €1 da
1 A

’ b
i—1 di—1

tedy di—i/di—, a stejné naopak (je d; > 0, d; > 0).
Piedchazejici véta ukazuje, Ze jmenovatelé d; nezdviseji na volb&
@-base, ale pouze na modulu M.

Znadme proto
d‘I(M ) = di )

kde d; maji vyznam jako v piedchéazejici vété. Specidlné polozme jesté
di(Jy) = di(f).

Véta pomocna

V 6,6.

84

Bud R ©-okruh. Pak plati
di(R) / di+1(R)‘

Dikaz plyne ze skuteénosti, Ze w;.w, € R a lze tento 8len vyjadFit
jako linearni kombinaci w,, w,, ..., wiy;. Porovnanim koeficientd do-
staneme dokonce d;_,d, /d;.

O jednoznadénosti.
Bud R @-okruh a budte {w), (w’) dvé jeho @-base. Oznaéme



V 6,7

_ea® o 9ia®) |
' @ di—1 ’ di—1

Pak plati

, di
¢.,,(x) = (pi(x) [mod d ]'
i-1
Dikaz:
Existujf &isla 4,, ..., 4, €J, Ze

i—1

 @i(0) — 9i(0) )
(1) D) =zzf 22

i=0

Stupné viech polynomiu v rovnici (1) jsou mensi neZ n, & proto miZeme
od rovnosti v @ ptejit k rovnosti ¥ z. Vyndsobime-li pak rovnici d;_,,

dostaneme (@;(z) — @i()) . % je celistvy polynom. Odtud véta.

BI;(I f(x) = g(z).h(zx). Bud R(g, k) resolventa polynomu k(x), g(x). Je
pak
d\(9)da(g) - . . duy(g).|R(g, h)[-_dl(hf)-dz(h) o dpy(h) =
= dy(f)do(f) ... Anim(f).

Dikaz:

Vidy pfedpokladdme f(x) s jednoduchymi kofeny, tedy g, - jsou ne-
soudélnd.

Véty 5,4 a 6,3 davaji

4
L dE(f). ..

Je viak

= D)) = D(J»).D(J,) = - .d,f(;z). L ...d;(;). o

4y = A,R%g, k) A,
jak se zjisti porovnanim ko¥enovych vyjadieni 4, R.

§7. Base vzhledem k prvoéislu.

Budte ('), (w’’) dvé O-base postupné modult K’, K” cC K.
Bud

o — PO

(1) a
o = P5(6)

i d;l
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Je-li pro kazdé 1 < 1 < n (d;, di') = 1, fikdme, Z%e obé& base (Ize Fikat
i oba moduly [®], [w']) jsou nesoudélné.

Budte K’, K" dva nesoudélné moduly. Bud K nejmensi modul, ktery
oba obsahuje. Potom K mé @-basi. Modulu K se ¥{k4 nejmensi spole&né
zjemnéni K', K''.

Dakaz: .

Podle definice nesoudélnych moduli maji K’, K’* @-basi; oznaéme ji

(w'), {(w"") a necht plati (1).

Oznadme ¢, e’ ta &isla, pro néZ plati ed;’ + e/'d; = 1; je ei, i’ € J pro

kazdé 1 < i < n. Oznalme ew; + €/w;’ = w;. Jo w; € K;. Spoéteme
v — GHPi(O) + ei'digi'(0)

v T d: d;l
Piseme-li eid;'pi(x) + ei'digi () = qi(x) a didi’ = d;, je

1. w ('Di(@)

(2

2. gi(x) € J'[x]
3. stupeni ¢i(r) =¢— 1.

(2) Je tedy (w) @-basi néjakého modulu C K. Je viak

17 37 7 2 i’ 17 U R4 7 37 1
eidigi — ei'dipi’ + edi'pi + ei'dipi

&/ (gi(0) — i (O)) + di'w ;= s
= (efdi + edy) %@’— = of
4

a podobné ei(pi(O) — ¢i(O)) + diw; = w;'.

Ponévadz ¢i(@) — ¢ (0) je celistvy polynom v 0, lezi zfejmé v K, K",
nebot oba moduly maji @-basi, a tedy wi € K, w; € K;'vzhledem k (2)
je pak [w] = K.

Konstrukce ve vété 7,1 je pomérné jednoduchd a umoziiuje tedy
snadno sestrojit basi J,. Jsou-li totiz K, K,, ..., K, po dvou nesou-
délné moduly, takové, Ze dohromady vytvareji jiz celé J;, médme ve
vété numericky mnohem snaz§i prostiedek ke konstrukei ©-base J,
nez ve vété 6,1. '
Celkem nejjednoduddi nesoudélné moduly K; jsou ty, jejichZ base
maji za jmenovatele prvoéisla p;, a to samozfejmé pokud mozno
v nejvyssi mocniné.

Je proto pfirozené definovat

MnozZinu v8ech &isel z € J; tvaru



V1.2

Vi3

(1) zzbl@“‘1+b2@"—2+...+b",,

P
kde @ je generator J;, p prvoélslo agq, by, by, ..., b, jsoulibovolna &isla
celd, nazvéme J;”.
Je ztejms J;” okruh pro kazdé prvodéislo p. Poznamenejme, Ze pfiro-
zené zobecnéni df 12 by bylo J{™*?***? kde bychom uvaZovali ¢isla
tvaru (1), ale jmenovatel by byl tvaru pi'PZ . .. pyr pro celd nezdporni
92 -5 qr

J? mé O-basi.

Dikaz plyne sice ihned z véty 6,1, ale uvedu jiny, nebot potfebuji pro

vétu 7,3 i metodu, jak basi vytvorit.

Bud o; = q;(@), bud d; =dip% a ptdi. Je wi= %@ base J.
-1

Skute&nd je oviem ¢;(x) € J'[z] a stupett g;(x) =i — 1. Déle je w; € J;*.

Stadi tedy ukézat, ze [w]C J7".

Bud zeJ}”, 2 =%?). Je ze J;, tedy z = X Aiwi. Je zpe celistvy poly-
nom v O, proto lze psit

z2.pt = X upi(O)
a z linedrni nezavislosti ¢;(®) plyne

vy B
g:: = s, 8ili di_ypti_y/Aipe.

A protoze d; ++ 0 (p), je i di-,/A; a oznatdime-li =9, je

A
diy

_ (@ A (Pi(@) .
2 Zl,i_-zl A @ zv,w,.

Poznamka:

Basi J{” se v literatuie dasto ¥iké base J, vzhledem k p.

D(J;D)) — A! -
pEzppTJ’)
Dikaz:
Je-li D(Jy) = dA“;q, kde p ¢ d, je podle V7,2
’ Al (D)
— = D(J{").
= (1)
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Budte p; prvoéisla délici diskriminant f, 4, (+ =1, 2, ..., r). Potom
moduly J{, J, ..., JP vytvateji J, &ili postupnou aplikaci vty
7,1 dostaneme basi J;.

Dikaz:

Jsou-li K’, K" dva nesoudélné moduly a K jejich nejmensi spoleéné
zjemnéni, pak ziejmé

D(K').D(K") = D(K)4;.
Je-li tedy J{7 % (k < r) zjemnéni J{, ..., JI%, je
S
AR
piitemz kazdé prvoéislo se podle V 7,3 ve jm'enovateli vyskytuje pravé

4

"

D’(J;Dh... .Pk,)) —

v té mocning, v jaké se vyskytuje ve jmenovateli d, nebot Dy(J;) =

Je oviem d/A; a odtud véta.

Poznamenejme, Ze nemusime brat, jak uvidime dale, vEechna prvo-
¢isla dglici A;. Napiiklad hned dikaz véty 6,7 ukazuje, Ze staéi brat ta
prvodisla, jejichZ étverce déli 4;. Vétu 7,4 jsem jen proto uvedl v tomto
paragrafu, abych ukézal vyznam ,,base vzhledem k p*‘.

(»)

Déle si uvédomme, %e J;” opét charakterisuje jednoznaéng D(J;”) ve
smyslu véty 4,4. Cisla p®, p*, ..., p™-1 jsou opét jednoznadn& urdena
JP.

Definujme tedy opét

&) = dP(f) = dJ") = p%.

Bud f(x) = g(z)h(x) a budte h(z), g(x) nesoudélné modulo p. Pak je

d2(f) ... dminaa(f) = d0(g) ... da(@)d7(R) .. . dus(h).

Diikaz plyne z vét 6,7 a 7,3, uvédomime-li si, Ze p ¢ R(g, k).
Disledkem této véty je

Budte A(z), g(x) nesoudélné mod p a f(x) = g(x).hk(x), potom
4,
(@2(g) - . . d2a(g)d(R) . . . da(h))’

Poznamenejme, %e jsme ve vété 7,2 dokazali vic, ne jsme vyslovili.

Dokézali jsme nejen, ze J. ¥ m4 basi, ale dokonce, %e tuto basi ziskdme
z O-base J; tim, Ze ve jmenovatelich potladime vi¥echna prvodisla
kromé p. Této skutednosti pozdéji vyuZijeme.

D(J)) =




II. VLASTNOSTI BASE

§8. Pomocné véty.

V8,1

Budte #,, ..., 2, neurdité. Oznadéme 2 ¥ =g a

k=0
Sivtiy Sitdy -+ -+ Sitig
Sf _ Sfl---tk _ | S Siptiy + v+ Sigtig
i P A
Sty Syptiy + - o Sigti
PolLk<Ln 0L, <n—1,0Lj, <n—1.
Koneéné " '
' Ay, ooy Zn) = (g —2y) (T3 — ) - .. (Tn — 2y).
(g — ) ... (X0 — ).
(Tn — Tny)-

Existuji polynomy s celistvymi koeficienty F, ;(z,, . .., ), tak, %e plati
S’l; 'k =IZ Az(x,l e x,k) F.;,-(x,l . e x,k) )

kde soudet se bere pies v8echny kombinace k-té t¥idy z 1, 2, ..., n.
Dikaz:

Plati nésledujici véta (viz DioksonN: Modern algebraic theories, Chi-
cago 1926, str. 49):

Budte 4, B dvé matice typu nXn nad J, néjakym t&lesem. Bud
M2 m t4dkovy minor soutinu obou matic A.B. Pak plati

Det (2, ") = > Det (4, ""\") Det (B, ),

kde soudet je pfes vSech ( )vybéru 8y, -y tm2 1, 2, ..., nbez zmény
potadi.
Poutijme této véty. Je

n—1 (2
89 8 ... 8 lz, ... 2]
0 8 8 Sp
So1...n—1 = = B
01 s S
n—1
Sn—18n>- + + Sgn-g la, ... 2
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Je téz S? ziejmé minor determinantu S v obvyklém znadeni. Oznadme

jest& na ’chvili

o .
xll xl' e x'k

. . 1
Ay, Xy, - Tas by, ., ) =

k
(1) Sy =ZA(%,’-”¢-, cen Tty ey ) A (e
Jieee Ig

Je viak (viz KoRiNEK: Zéklady algebry, Praha 1953, str. 282)

i 4y i

Je tedy

-)xek; 71’ :-

'77'k)

ATy, o ooy e )[A(Zeys o s Toys by, - .., 1) PO kaZzdé 0 < 4, <m — 1.

Je tedy v (1) moZno z kazdého &lenu vytknout A%(x,,, ..

Bud « € J;, potom, piseme-li

n—1

(2)  f(O)a=), bi& jsou &sla b; € J, (f'() je derivace f(z).

Dukaz:

Vzorec (2) rozhodné plati pro é&isla b; € K. Budte {«,
piidruzené vektory k «, @. Pak podle V 4,1 plati

n—1
(3) F@a =) bidh.

To je soustava rovnic pro b;.
Cramerovo pravidlo da

s oo Ok {0, - .

19 ...97 @)y &t ... 97"
b — Ce _
19, ... 8 ... 9"
19, ...o07 e, . o
4 it i n—
(4) 10, ... 9 ottt g
10 ... 81901 ... Oer
) 19, ... 9. ..ot
=D al'9). A0, 00 =

.5 Tgp)-

- On}
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=D £ WF @By Oy, ey By By D),

kde shodné s predchézejici vétou je F(z,, . .., ;) n&jaks celd funkce.

Z rovnice (4) je oviem vidét, Ze b; je celé.algebraické ¢islo, a ponévadz
je raciondlni, tedy je celé raciondlni.

Plati
i—1,i+1 1
la, ...z 2t ) (lxl...x;”—
P I I B
—1 _i+1 t
1, ... 00 ™. ah ‘lx,....x',f—
Dikaz: _
1 1 i+1
Je 1@,2e ... €y @oxe ... 20
1 4 _i+1
lxle Ll At
— i i
la, 22 ... 25 lx,, xitt Zn
k—1 k 1
" la,...o0 2i™ ... ot
k_k
=Z(_ 1), . =(2 — %) (B3 — Zo) . . . (T —Zo)
= —1 k —
k=0 1lx, wi". x,f”l ... X ! (T — ). . (%0 —2y)

(X — Tpy) =

= (g— ;) (g — ) ... (Tg—Zn) A(Zy, ..., Ta).(— 1)* =

= (— 1)"21:022:1 o Tpg(— 1R A (g, L, ) =

a4z, ... xn)Z(—lkx"Z cos Tnoks

kde Xz, ... Z._; je elementédrni symetrickd funkce n — k-tého stupn&
neurditych z,, ..., z,. Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin z,
mame vétu. ’

Déle budeme potiebovat jeden trividlni disledek tvrzeni o ddsted-
ném déleni.

Méme-li dva polynomy h(x), k(x) € J'[x] stupiit r > s, pak, jak zndmo,.
existuji polynomy »(x), e(x), pro néz

h(x) = k(x)e(x) + r(z),
pfidem? stupeii 7(z) < stupenl k(z) = s.
Pottebuji viak jesté ukazat, Ze e(x) € J'[z]. Proto dokédZeme
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Budte k(x), k(x) € J'[x] polynomy stupiiti » > s. Pak existuje polynom
e(z) € J'[x] stupné r — s, Ze

h(z) — k(z)e(x)
je polynom stupné nejvyse s — 1.
Diikaz:
Pisme h(z) =2 +hat 4 ...+h
kz) =2* + ko' + ...+ k  a poloZime-li
ex) =t 4 el 4+ .. 4 e, jO
kxle(xr) = + 2y + k) 4+ ... + 2 (ers+ raski + ..2) + e ik,
Zvolime-li ¢isla ey, e,, ..., e._, tak, Ze
e +k=n
€ + ey + ks =hy

s+ €rsky + ... = he,,
coz lze, bude polynom e(x) vyhovovat pozadavkum véty.
Neptedpoklddame-li, Ze k(x) € J'[x], ale pouze k(x) € J[x], je podobn&
k() =kt + ... + k, e®) =ex+ ...+ e,

k(z)e(x) = koegr® + 2 koo, + kiey) + x*2(koe, + kye, + kaeg) + ... +
+ (koer—o + k1er—a—1 + )+ s+ ek,

*Poia,dujeme—li opét, aby

koey = Ry
(1) ‘ koe, + kieg = by
koer—a + k1er—a—-1 + cee = hr-s )
1ze rovnice pro e; opét vidy vytesit (k; == 0), ale &isla e,, e, ..., €,

nejsou nutné celd. Je-li v8ak polynom h(x) délitelny kt—+1, je podle
prvni rovnice (1) e, celé &islo délitelné k%, podle druhé je e, celé &islo
délitelné ziejmé k5——! a tak dale, aZ z posledni rovnice dostanu, Ze
s je celé &islo délitelné kf——t— = k. Plati tedy

Budte h(z), k(z) € J[z] dva polynomy stupiiti r > s. Oznalme k,
koeficient u a* v k(x) a ¢ =r —s. (Je ky + 0, ¢ > 0.) Je-li h(x) déli-
telny k2+!, pak polynomy e(x) a r(x), pro néz plati

(2) h(z) = k(z)e(x) + r(x), stupeni r(z) < s, jsou prvky J[z].



Dikaz:
e(x) € J[x] podle pfedchoziho a r(x) € J[z] podle rovnice (2).

§9. Podminky pro d;.
Vo1 . »
Bud J; okruh generovany prvkem @ a bud {9, ..., #,} pfidruZeny
vektor k ©. Potom plati (zachovame-li znadeni §8)

a(Nds(f) - - - Bea(NADs, - . -, Bi)

pro ka?dou kombinaci &isel 4,, 45, ..., %2z 1,2, ..., n. (Definici di(f)
viz za vétou 6,5).

Dikaz:

Zavedme determinant
Po(Ps) (D) Pe1(94,)
dy d T diy

Po(Pi,) @i(H,) @r-1(D,)
D,=| d, di—y

‘Po("?qc) (pl(ﬁik) L. (Pk_l(’l""k)
d, d, diy

Jeho prvky jsou celd algebraicks &isla, tedy je i Dy celé algebraické
¢islo. Poditejme: :

1 P, + ey '19?, + €D, + Con ?9{—1 + Ci-1a 0?1_ ... + ck—l.k—l[
A A ce de -

D, = e e
1 19ik + Cyy 1912,"*' 621191,‘]‘ + Coo ’0:‘;—1—*- Cr—1.1 19:,:_2-{— ..+ Ck—1.k—1

dl dz dk—l

Vytkneme z druhého i"édkudi a odeétem\é od ného prvni fddek naso-
beny c¢,;: '

19, 19?‘ + cuth, + Ca

. A .
Di=—t| ...
d, .
19, Bt omdutom | o
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Z ttetiho sloupce vytkneme 1 a odedteme (cy,.prvni sloupec + ¢, .
2

.druhy sloupec):

.92 ‘Pz('ﬁi.)
19,00 BT

3

1 1
Dkzd—l'—d—z PR .(0.)
Pa\Vy;,
1982 &
a tak dile, aZ dostaneme
19, ... "
p_11 1 : bl A@ By
A dy T diy T 'k_l d...dpy
1y ... 9

nebolidd, ... di_,D; = A(S;, ..., ), coZ jsme chtéli dokazat.
Tato véta poskytuje tedy horni hranici pro velikost &isel d;.
Specialné z ni plyne, Ze

(1) dydy . . . Ay [(ABys - D), AP -« o Pt Fita)s -+ or APrtisrs - - -+ O)),

totiz, %e d, ... dy_, déli nejvétsiho spoledného délitele viech &isel
Ay, ..., 9,). Nebo, polozime-li d; nejvétsi celé raciondlni ¢&islo

A, ..., D
takové, Ze , 3 )
k

je celé algebraické éislo pro véechny kombi-
nace ;, plati
(2) dd, . .. dx_/0:, nebot &isla d; jsou racionalni.

Ale zadna takovato véta nema velky prakticky vyznam, nebot vypodet
gisel A%y, ..., &), jejich nejvétsiho spole¢ného délitele nebo &isla
0 je numericky znadné slozity, a to i pro polynomy nizkého stupné.
Lze v8ak odvodit praktiétéjsi, ale patrné hrubsi omezeni. Z (2) plyne

(3) | & ... diy/82.

PouZijeme nyni pomocné véty 8,1, v niZ dosadime za z; ;. Protoze
plati

6,'/[1(‘!951, ooy 0ik)’ je zV 8,1

k
0#/84--- % pro viechna i,, ..., ,. Tedy plati
Grees



V9,2

So 8 ... 8n1)
Bud § matice | 5, 8, ... 8 , bud A4, nejvétsi spoleény délitel viech
Sn—18n - - - Sn_s

minord matice S fadu k. Potom plati
d?d? ... di_,/Ax a specielné
did? ... d: /4, = Det S = 4;.
Poznéimka.

Nepodatilo se mi zpstit kdy plati A, = 6%, tj., kdy véta 9,2 dava ste]né
silné omezeni jako V 9,1. (Plati to napi. tehdy, jellid, =d, = .
= dy = Ay, = 1.)AvSakaniV 9,1 nedava piesnou hranlcl Naphklad

J o ma basi (1,V_), tj. d1 =1,
adkoliv A@B, 9,) = (J2— (—V2)) =2)2, tj. 6, = 2.

Jsou-li viak koeficienty rovnice spolu nesoudélné a nesoudélné s n!,
pak alespoli pro n = 2,3 je odhad presny, jak lze bez obtiZi spotitat.
(Pro n = 3 viz piiklad ‘dale. )

§10. Dalsi omezend.

V10,1

Oznaéme

(—2(,(90) =1 .

Qux) = ZA42(Sy, ..., %) (x—D,) ... (x— &) k=12, ...,n
Soudet v definici se bere pies vSechny kombinace z ¢isel 9, ..., Jn.
Plati

898 ...8 1
Q_k(x) _ 88 ... 8 x
Sk Skyy -+ - Sy TF|
Dikaz: A
Rozvineme @(x) podle posledniho sloupce:
S 8 . - Sk—1
8, oo Sk~
Q@)= e ([ B e )
8it18i42 ¢« Sk4i
Sk_l “ e Szk_z

Sk Skyy- .- Sak—y
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k 1
=z(_._1)1'+kx1'2 o

=0 e | 1y L 00| | L0y B O o)
kde soudet se bere pfes viechny kombinace 4¢,, ...,% z 1,2, ...,
(srovnej s dikazem V 8,1). Druhy determinant je vSak rovny (viz
V 8,3)
18 ... 9"
L e
R ’

tedy Q(z) = Zk (— 1),-+k;,-z By oo Diy D ABy, . By) =

=0

: k
- Z 2B, ... 9%,) Z (— 1)i+kgs Z Dipoo B, =
i=0
=,Z ABy .. D) (@ — D) ... (@ —By).
0zna<‘§me jests
Rux(z) = Z 2By, .y 0) (@ — D) .. (@ — D),

kde soudet se bere pfes viechny kombinace k + 1 t¥idy z &, ..., da
a ptes dopliitkovou kombinaci v druhém faktoru. Poéitejme

Q) (9) =Z2D,, ..., 0) B —Dy)...(9—). (B—D)... (B—D) =
=T8S, ..., 0% D) (0 — Dia) (@ — Bhso) ... (B — ) = Rarr (9).

Méme proto (vyraz je psin jen symbolicky, rozumi se, Ze v soudtu
nahote i dole chybi vyraz (§ — 9)):

V 10,2
Qu(@)f (&) — Proy@)f() = Ruoiv(2),

kde Pi(z) je vhodny polynom stupn¥ nejvyse k.
Pro prakticky vypodet odvodime vétu

V 10,3
Plati

;rzv—lf(x) — S_(l)(x)f’(x) =— En—z(x)
72_of (@) — S®(2)Ru_g(x) = — r2 1Ry _4(2)
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(1) 12 1Ry 142(x) — S®(2) Ry i(2) = — 1211 Rni(2)

72Ry(x) — 8@—(2)R,(x) = — riRy(x)

kde S%(x) je jednozna¢ng urdeny polynom prvého stupné a 7 je
koeficient u z* v Ri(x), rn_y = n.

Poznamka.

Vzorce (1) jsou v podstaté Eukleidiv algoritmus provedeny na f(z),
f'(%) (aZ na koeficient 7, coz miZe byt nékdy nula) a ddvaji nim tedy
moznost Ry(z) skuteéné vypoditat.

Dakaz V 10,3.
Je, jak vyplyvé z definice R, z.; pro k = 0,
R,._,(x) = f'(x) a poloZme jestd R,(z) = f(x).
Pak véta 10,2 v této symbolice d4
(2) Rui1(®) = Qu@)Bacy(#) — Piy(#)Ru(2).
Je postupné (argument x pro jednoduchost vynechdvam):
0 = Ruy[Piy(Q:Q; — QQr) + Py (@@ —@i@)) + Piy(Q0:—Q:Q)] +
+ E,.[@,(I_) k—1E—1 - E—IE—I) + @(E—lﬁl—c—] - E—IE—I) +
+ Qk(E—IE—l - E—IF i-1)] =

= (le—-{nﬂ - -Fk—lR—n) (?ifl-Q_f - E—I—Q_i) +

+ @Ry — Pi-yRy) (Pus@i — PiQi) +

+ (Umﬁn—l - E—IE) (E—l@; - E—;Q_f) =

= E‘*k—l(ﬁi—lgf —T)iﬂ@) + ﬁn—i—l (_Fk-q@ - gbﬁ—l) +
+ Roirs(Piy@i — QP

Dosadme jesté

®) j=k—1

1=k—2. Je

(4) En—k+1(E—2§k - ?k—lak-—l) + Fn—k(ﬁk—q@c—z - E—g@k) =
= (E—a_Qk—l - Fk—z@c—z)ﬁn—k—l .
Dokézeme-li jests, e '

PioQr — PiyQr—y = 12, dé (4) ihned vétu.
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Podle (2) je

. §i+1l—3n—1 - ER—» = R—n—i—2

Qi+2E—1 - Fi-ﬂE = El—i-a-

Bud zatim determinant soustavy rizny od nuly. Pak je

Qﬁ-l - Fn—i—z
(8) R.= Qs — Roicy

Qi+1 - Pi

an - ?H'l

Polynom v ditateli je stupné nejvyse n, proto je jmenovatel stupné 0
a Citatel stupné pravé n. Ozna¢ime-li koeficienty u nejvy&8i mocniny

v Q; resp. P, ¢, resp. p;., plyne z (6) porovnénim
;'l—i—Z—q—i+2(——Q_i+IE+1 + PQiy)t = ra.
Je ovSem r, = 1, a z definice ﬁ,._k, Qx plyne Too = Ek, tedy
(7) ?iéi+2 - _—i+1@.i+1 Z_;rzw-a,—z .
Je-li v8ak determinant soustavy roven nule, pak je oviem prvni rov-
nice (5) nasobkem druhé (R, = 0), tedy
Rn—i—z = an—e’—a ’

a tedy R,_;_, je stupné n — ¢ — 3, ¢&ili 7,._,-_.2 = 0 a rovnost (7) plati,
nebot levé strana (7) je determinant soustavy). K dikazu véty je nyni
tfeba ukazat pouze, Ze S%(x) je prvniho stupné, to viak plyne z rov-

- nice (1) bezprostiedné.

Algoritmus (1) je numericky snadno upotiebitelny. Jedind jeho vétsi
nevyhoda je snad v tom, %e koeficienty u polynomi se dasto dosti
zvétsuji. Tuto nesndz mozno odstranit. Polozme

E_k(x) =eket1 ... g Rui(x)(k=1,2,...,n),

kde &islo f, = €& ... e, je nejvétsi spoleény délitel koeficient poly-
nomu R,_;, tak¥e R,_; je primitivni polynom. Cisla f; jsou tedy celd a
_ fk+1fk;1

e = 7 jsou obecné racionalni (napt. pro f(zx) = 2 + 222 4 22 + 2
k .
je e = —2—)-
Zavedme jesté r,_; = r—}'“—" je koeficient u n — k-té mocniny v R,_;.
k
Je pak z (1)
(8) . riaf(®) — SV(@)Ruy(x) = — e Ruy(x)



V 10,4

V 10,5

(8) ot Bopn(x) — SO(@)Ryi(2) = _ekr;zb-kﬂRn—k—l(z)
r3By(x) — 8"V (2)Ry(2) = — en_y7 3 Ro(%).

Zde je R, = 1 a 8%(z) je vhodny polynom svézany s S®(z) vztahem
S
So(z) = T S9@) |
(8) je opét Eukleidﬁv algoritmus (se stejnymi vyhradami jako'pi'edtim.
Jsou totiz v ptipadé r, = 0 nékteré Fddky ve schématu navic proti
obvyklému schématu Eukleidova algoritmu). Z véty 8,6 plyne, Ze
koeficienty polynomu S® (x) a &islo e;rZ 4, jsou disla celd.
Ve vété 9,1 jsme zavedli &islo &, které délilo v8echna A(d;,, ..., &4,).
Je, jak plyne okamzité z definice R, (), '

0F/ f-

Proto z véty 9,1 plyne

d2d? ... dia/fr.
Dale plati

Al = f» .
Dikaz:

Podle definice je By = ZA%D,, ..., Bs) = A%D,, ..., 8s) = 4
Vratme se nyni k polynomim @(x). Jest podle definice

Q@) =242, ..., %) (@—3) ...(x—&) k=1,...,n

Tedy protoZe &;/A(dy, ..., 9%), plati 62/Qi(x) a dokonce ze stejného
- divodu plati :
(1) 814104/Q(9), kde & je kterékoli 9;.
Z toho oviem plyne podle V 3,5, Ze

Qx(0)

Jy.

Bk

Bud my, nejvétsi spoleény délitel koeficient v Qy(x) a oznaéme
z
&) _ gy e ol

Bud m;, dislo, které dostaneme z my, tim, %e v ném potladime viechny
prvodiselné faktory, jez nejsou v 6;0;,, & sni%ime exponent téch, které
tam jsou, na exponent v tomto soudinu. PoloZme jedté

my
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Je podle piedeslého
Qx(9)
Ny

celé algebraické &islo.

Posledni formuli 1ze jesté trochu zlepéi-t. Oznaéme na chvili 4 nejvét-
stho spole¢ného délitele &isel A(d;, ..., d; ). Potom plati nejen (1),

ale dokonce A 11| QD). Poloilme pak Ak;:Ak Ni- Najdeme-li jest&
k
Qk(@)

ny, nejveétsi celé racionalni éislo, které déli ny, 1ze (2) nahradit ¥ ed;,

pfitem?% obecn& my/n;, takZe posledni vztah je o néco sﬂnéjél Ale
oviem prakticky sotva pouZitelny pro nesnadny vypodlet 4;. Pozna-
menejme jesté, Ze &islo 4, je totoiné s dislem A;, jak je zavedl prof.
PETR v kapitole ITI citovaného referatu. PETR vzal prvoéisla p,, p,, . .-
délici diskriminant 4;. Pak hledal nejvétsi racionalni ¢&islo a;, aby
Pi/A(Dy, ..., %), nadez polozil A, = phip%h. ...
Tedy zname-h Qx(x), zndme né]aka dasto netrividlni, cels ¢isla z na-
Seho okruhu. To ndm déva ztejmé odhad pro velikost ¢isel dy,a to odhad
s druhé strany, nez diva véta 10,4, nebot ukazuje, Ze d; musi byt
alespoii tak velké, aby prvky
- QuO)  @i0) Qn—1(0)

ne T omg T ey

leZely v modulu vytvoteném na¥i basi.

Z téchto omezeni vychazi koneény a zpravidla nep#ili§ znaény podet
systémi pro &isla d;, d,, . .., d,. Kromé toho plati jesté dalsi omezeni,
a to

Budte r; celd nezdpornd takové, Ze r, + 2r, + ... + ir; < k, pak
dy.dy...d | di.
Dikaz plyne z toho, Ze
¢ (0) ?,(O)
ARt

1 ]

€ J; je polynom stupné < k v 6,

a proto'ho Ize napsat jako linedrn{ kombinaci prvnich % élenti base:
) 0 i @ k )
(pl(r)(p;,():zll(pl(@).
T ¢
Porovnani koeficient u nejvyssi mocniny &% da

b A
& di &

i=1

z &ehoZ plyne tvrzeni véty.



Pro vypodet polynomu Q plati analogické formule jako pro vypoéet R.
Skutedéné zjistili j ]sme jiz (V 10,2), Ze
R i = Qus1Boy — PiR,
Ruiy = QuBoy — Pk-1
Rn—k = Qk—l n-1" P, k—z
Vynédsobme prvni rovnici 72, druhou — S®*+1 g tf‘etl r2_i—1. Sedtéme
a dostaneme .
72 3 Ry gy — S®VR, 4 | + 72 4 1Rnz =
(2) - = By (rieQeia — 8% Qe 4 18 aQe) +
+ Ry(r2_+ Py + §k+l)}71c -1+ - I_Jk—z)
Leva strana. se vSak podle (1) z V 10,3 rovna nule. Tedy

(3) R'n—lqk+1 - npk ’
kde jsem pro jednoduchost polynomy v zévorce u (2) oznadil i,
resp. pi. Polynomy R,_,, R, jsou nesoud&lné, a proto (3) ddva.

R,/ k415 _
protote stupeil gi,, je nejvyse k + 1 a stupeit R, je pravén >k + 1,
je qr1 = 0 identicky a tedy '
(4) ;,z,_k_l ak-l -—g(k'*'l)@_k = —;Lk§k+1 pro k= 2, 3, ey — 1.
Polozime-li @_, = 0, plati (4), jak lze spotitat i pro k = 1.

Polynomy - Qk( ) —~nam dasto poskytuji dokonce bdsi J;; obecné viak lze

tiei pouze, Ze da,vajl jen basi né)ékého podokruhu J;. Bylo by dilezité
zjistit, kdy basi ddvaji. Domnivam se, Ze podminka pro to zéleii
pouze v tom, jak velkym &islem jsou délitelny koeficienty polynomu
Q«(x) a na jeho vedoucim é¢lenu. Piklad, ktery uvedl prof. PrTR
ve svém referaté [1] a piiklad, ktery uvedu dal, tuto domnénku po-
tvrzuje.

Velkého ZJednoduéem v nasem piikladé se dosahne, bude-li base tva-
rul, O,

V&imnéme si proto, ieg € J,;, pravé kdyZz i-ty koeficient v f(x) =
=z"+a, 2" 1+ .., + a, je delitelny of : af/a;. Nastane-li tento piipad,
snadno se z rovnice zjisti a substituci{?— = @' se odstrani. Ale i pak

O +a

se muze stat, Ze d

- € J; pro n&jaké a. Proto tento pfipad bliZe

vysetfeme.
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Kaidou rovnici mizeme celistvou linearni substituci (nz = y — a,)-
prevést na rovnici, jejiz koeficient u " je roven nule. Uéitime tak.

pomocna.

O+ a

Bud f(x) = 2* + a2 ...+ an aeJ. Bud € J; pro né&jaké

‘celé ¢islo a a pro prvoéislo p. Pak je bud

(1) _ pila; i=1,2,...,n nebo
(2) p[n
Dikaz:

Necht (1) neplati, tedy podle ptredchoziho % ¢éJ ,.»Ozhaéme r+a=z
a g(z) = (z—a)* + ay(z—a)* 2+ ... 4 a,. Je-li @ generitor J,, je
ziejmé % € J,, a tedy pi délii-ty koeficient u g(x). Tedy specidlné druhy

p [ na.
a

Ovéem p ¢4 a, nebof z 9 eJ ¢+ by pak pl)’rnulo—g + % eJ;, tedy
% € J,, coZ jsme vylouéili.

Ptiklad.

Méjme rovnici tietiho stupné f(x) = 2® + ax + b. Oznadme soudet
k-tych mocnin kotent 8. Je

8 =3
8 =0~
8 = —2a
8 = — 3b
8 = 20 —4a a tedy
_ 31 o 3 01
Qi(x) = 10 xl =3z, Q,z)=| 0 —2a x| =— 6ax® + 9bxr — 4ad.
- —2a —3b 2?

Je podle tohoto paragrafu

6202 — 9O + 402
‘ 4,45

Bud nyni p prvodislo nedélici 6a. Bud ¢ = Exp,4,4;. Pak, zavedeme-li

2 2
w = 626 2}2@ + 40 , je (1, @, w) base J;”.

ed;.

w =




Skutednd:

1. Podle pomocné véty 10,7 neni Z4dné &islo tvaru o ;l; % cels.

2. Bud nyni (I} 8, ») base J;”. Bud w = .%_%O——Lﬂ .

Dale plati podle 10,4, nebof f; = 43,
P/ dy [ 4, tedy s < q

Je také w = A, + 4,0 + A4, z teho¥ srovninim koeficientu u @2:

%f = % , tedy 6a = A,p?%, ale p / 6a, proto ¢ = s. Spoétéme
O bas o — (6ac + 90)0 + (Gaﬂ‘-—' 4ad) _
P '

Oznadme 0 < r nejvyssi mocninu p, ktera déll 6aa + 9b. Bud’ zatim
r < q. Je oviem

(6ax + 9b)O -+ (6apf — 4a?) € J, a tedy (6ax + 9b) o+ 6ap — 4a?
P P

ed;,
p,. b

z ehoz plyne 9 [ 6aff — 4a?. Oznadime-li

bax + 95 6af — 4a?

eleJ, =ezeJ5.

7

€J; a podle predpokladu je jesté& p ¢ e,, tedy

(pe,e) =1. Nalezneme tisla z, y, aby e,z + p?—ry = 1. Pak lze tvrdit, Ze
(e, + p*y)O + xe, _ O + wey

zo' + YO = = = —— €J;, a tedy vzhledem
k bodu 1, je ¢ = r, neboli p¢/6aa -+ 9b a pa/Gaﬁ 4a2. Je-li vak r >

« + 9 6aﬂ 4a2
méme hned p¢/6aa + 9b, atedy z relace — O+ o € J

plyne opét Ze p?/6af — 4a?.
Je tedy o' =¢e,0 4 e, a protoze 1i & lezi v obou basich (1, 0, w),

(1,0, ), lezi v obouiw’ a relacetl) dokazuje, %e (1,0, w) ~ (1,0, w).
Znéme-li v8ak basi (1, @, ), sestrojime snadno @-basi (vzhledem k p).

§11. Podminky pro ¢(x).

Bud jako obvykle f(z) = 0 rovnice s jedneduchymi koreny, J; okruh
ji vytvoteny a @ jeho generator.

Bud (0®) = (0P, ..., ©®) O-base J; vzhledem k prvoéislu P a
{(w) = (wy, ..., wn) O-base J;. Posledni budeme nékdy pro jedno-
duchost znadit (w©®).
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Bud

() ¢;c‘-7)—1(@ ) \
(l) ’ wk. = -—pa::l—-‘, <p§f(:v) -—-Zcfﬂx‘, Crx = 1, k= O, 1, ceey M — 1.
Je-li'p = 0, nutno oviem prvni rovnici v (1) rozumét
o — Z2(0) _ 9a(6)
dr— di—y
Toto oznadeni zachovdme po cely tento §.
V111 : '
Pro exponenty g plati

@+ ¢ < qise Pro k+eLn—1,
a analogicky dids/dy . pro k4+eLn—1.

Dikaz je dusledek véty 10,6.
Je tedy specidlné

difdy ... [dny 8 0<Lq << ... <¢sy Lze proto zavést ;—"— =
k—1

=cx€J a psit

d, =¢

dy = ¢,Cy

dy = c,c, Ci

dn_y = C1Cq - .. Cney.
Plati oviem jestd, jak se snadno zjisti, ¢,C; ... CefCkyy - - - - Ckye PTO

kaZdé k, e, k + ¢ < m — 1, ale to nés nebude tak zajimat.
V11,2 )
Bud ¢, ptirozené éislo. Plati

f@) .
L. g(@)/f(x) (mod ¢) a (@) /f'(2) (mod c),

2. @e(x)/@p(x) (mod ¢,) pro 1 < r<k<n—1c¢+1.
Diakaz: '

Podle pomocné véty 8,4 existuje polynom P,_.(x) stupné n —r, Ze
3(%) = f(x) — Pa_r(x)p:(x) je polynom stupné mensiho nez r. Je

- () — Py_(O)p:(6O)
d,

Po_r() ""f) - ey,
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r—1 )
a tedy ‘(@) z hess = E plowrT (P‘(@)
i=0
. Vynésobenim d,
: r—1 :
5(@) = [z liciﬂ e cr—l‘p‘(@)] - Cr
&~ A

Je tedy kaZdy koeficient u @ napravo, tedy i nalevo délitelny c,,
jinymi slovy

(L) 3(@) = f(@) — Pn_s(@)pe(x) = O (cr), tedy
(1) er(@) [ f(x)  (cr).

Tim je 1. dokdzdno.

Podle V 8,2 je-li

"”(@) #(6) = Eb;@‘ jebed.

Oznadéme Xb,0¢ = y,_(0), pa.k

(2) - f'(@)gr(@) = diypn_(0), tedy (viz §1)

®) ['@)pi@) = {(2)@21(%) + dripny(2)- _

MuzZeme najit polynomy le(x), QP —a(z) stuptih r —1, n —r —1
- tak, Ze _

(4) f '(x) ,._f(x)le(x) + Qs ().

Dosadme (4) do (3):
1 (@)pr(@) = Par(@) QZ2(@)pr(@) + Qura(@)pr(z) =
- = [(@)Q21(%) + dipn_y(2).
Odtud pouzitim (1,)
@) (@2a(2) — Q2a(x)) = f.‘lf-l(x)wr(z') (mod ¢,).

ProtozZe polynom vpravo je stupné ne]vyée n— l kdezto f(x) stupné n,
je nutné

2y = QR (x), tedy Q. i(x) =0 (c),

nebot ¢, je nedalitel nuly mod c,.
VEimnu-li si rovnice (4), mdm

(G @) =PusA2)@(),
- tedy P.—(2)/f'(x) mod ¢,, a to je pravé (1,), jak ukazuje (1,).
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Zbyvéa dokizat 2. Dikaz se povede analogicky jako u bodu 1., a proto
ho provedu méné podrobné.

Lze psit () — () Pr—r(®) = 3(2) & jo 5519) &Jy,

2 ¢ehoz, nebot opét je stupeti 3(x) < stupeit <p,(5:),
¢-/3(x), neboli gu(x) = q;,(x)pk;,(x) mod c,.

Poznamenejme, Ze véta nic netikd, ]e-ll ¢» = 1. Pak ale lze, jak plyne
z V 6,4, ¢,(x) pfedefinovat

or(x) = x.@r(x). Pak 2. plati.

Nyni dokédzeme analogii véty 11,2 pro basi vzhledem k prvodislu.
Bud tedy p prvoéislo a

o
{ (@) > O-base JO. °

- ‘ \- .o pa‘
Je ovéem (V 7,2 nebo V 6,6)
; \
/. . L@) ..., také @-base J, a proto (V 6,6)
N T/ P

P(&) = p”(a) (mod g%,
Je ‘
%/ d; & Pl f di, proto p% %/ c;, tedy
L. /@) = g@)Pacr() = gV @ Pu (@) (p70)
(5) 2. Poy(@)/f'(®)  (p7) »
.97 @) 9k (@) (@) (@r > o)
V tomto piipadé je vSak vyhodné psit vétu jesté jinak.

Bud f(x) = wy(x)™. wy(x)™ . .. wy(x)" (p) rozklad polynomu f(x) na mo-
dulo p ireducibilni faktory. Budte 1 < r, < r, < ... < mty indexy,
pro né% ¢, > ¢r,—, . Pro tato r plati rozklad .

¢ = (@) ... wz)sr (mod p),

pri¢emz plati 1 < ¢i,r, < @ir, < ... < v pro viechna 1 <17 < 8. Je-li
kromé toho stupeii w;(x) rovny n;, je oviem

2 n;;q,-,, = 1.
Dikaz: L

Véta je celkem jasnd, je snad jen t¥eba ukizat 1 < qi,,.



§12.

V12,1

Je totiz f/(z) = w, (@) ... wy(X)" Wy (@) ... Weyn(X)erh

a Pooi() = 0} 75(@) .. er(a).

a proto (5,) dava

vi— i <vi—1prol z,<s,zéeﬁoil<qi_,.

0 prodloutent rozkla,du

Véta 11,3 v mmulém paragra.fu znaéné omezﬂa. moznosti pro ¢ (x).
Tak naptiklad, je-li f(z) =w,(x)... wy(z)" (p), jsou prvni &leny base
vzhledem k p zfejmé .

-kde ¢ =Zn;

i=0

(p) @)
1,0, 6, ... o 90
7

a dokonce je ¢®(x) bud z* nebo je kongruentni s w,(z) ... ws(%).
Vzhledem k v&té 11,2 je v8ak V 9,3 trochu zeslabena. Abychom mohli
vétu 9,3 vyslovit obecnéji, je tfeba piejit od kongruenci modulo p
ke kongruenci mod p% “-1. O tom pojednévéa nasledujici véta.*)

Necht
a(2) =wy(2)"w,@)". . . w, ()" (mod p)

je rozklad né&jakého polynomu a(z) na modulo p ireducibilni faktory.
Potom plati, at b je jakkoli velké, také rozklad

a(z) = Py(2)Py(2) ... P(x) (mod p),
kde P;(z) jsou vhodné polynomy takové, Ze
Py(z) = wi(2)"i (mod p), stupedt P;(z) — stupeti wi(z)% a Pi(z) € J'[z].

"Pak jsou polynomy P;(z) uréeny jednozna¢né mod p*.

Dikaz:
PiSme a(z) = H wi(2)"% + le(z)
i=1
a poloZzme
&(2) = wy(2)" ... wi1(2) Wi (2) L w(2) E=1,2, ..., 7).

*) Podle [2].
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* Polozme jests

Polynomy &,(2), ..., &(z) jsou nesoud&lné mod p, a proto existuji celé
polynomy #;(z), ..., na(2) tak, Ze plati

a) Zni(2) &(2) =1 (p).

77(2) = ni(2) V1(2) a dostaneme
() Zni(2)&(=) = V1(2) (p).

. r
Pritom jest stupenn V,(z) < stupeii a(z) =n = z vg; , kde jsme pisme-
. - ,
mnem g; oznaéili stupen w;(2).
Je mozno nalézt polynomy @, (z), 5., (2) tak, Ze 11 (2) = w,(2)"Q,(2) + 9y (2),
pFidem? stupeii 7,,(z) < v,9;.
Polozme 73(2) = — w,(2)"Q,(2)+ 712(2) a dostaneme dosazenim do (2)

(3) Nu(2)61(2) + n1e(@)6a(2) + ... + 7:(2)é:(2) = V,(2) ().
Je-li stupen 51, > v,9, — 1, poloZime opét '
Me = — WeQy + 71,, stupeti 7, < Vof2
Nis = — ws@Q, + 733 a dosazeni do (3) di
111(2) £1(2) +112(2)Ex(2) + Mis(2)Ea(2) + 1a(2)Eo(2) + . . . =7, Ex(2) = V4(2) (p),

kde stupné prvnich dvou &leni jsou jiz mensi nez v,g, resp. v,g,. Postu-
pujeme-li takto dale, dostaneme

r—1

D miDEE) + nil@)Edz) = Vi) (p),

piitem? stupeil 7,(2) < vig; pro ¢ =1, 2, ..., r — 1. Jest ale stupefi
&i(z) = n — vig; a ma tedy suma vlevo stupeil nejvyse n — 1; také
V.(2) mé stupen nejvySe n — 1, proto ma tyz stupen i posledni élen
n.&r, tedy stupeil 71,(2) < v,g, a poloZime-li 53, = 7,,, je

@) ) @) = Vi) (p), stupeli 7 < vgs.

Dosadme tuto kongruenci do rozkladu a(z):

a(z) =w,(2)" . .. wl(2)"r 4+ p Znu(2)&i(2) (), neboli

(5) a(2) = (wy(2)" + PN (2) . . . (w(2) + Prae(2)) (P?).
UkéaZeme, Ze polynomy 7,; jsou uréeny jednoznaéné (mod p). Bud tedy
(6,) R\(2) ... Bi(2) = a(?) (p°)

(62) Ri(z) = wi(2)" (p)



(63) Ry2) € J’[z] i=1,2,

Polynom Ri(2) —w¥(2) mé podle (6,) viechny koeﬁcxenty délitelny

prvodislem p. Protoﬁe nejvy&si koeficient u obou polynomi je 1, plyne
z toho, %e jsou oba stejného stupnd. Je proto polynom

Ry(2) — w}¥(z) . .
&(z) = ————T——— stupné < v;g; s celymi koeficienty.
Protoze Ri(z) = ivfi(z) + pei(2), je

wy(2)" ... w(2)" + pZe2)éi(z) = ITR(2) = afz) =
= wy(d)" ... wl2)" + pVi(z) (mod p?),

z &eho Zei(2)&i(2) = Vi(2) (p)-
Odettenim od (4) je Z(n.(z) — &i(2))&i(z) = 0 (p)-
Protoze viak w;(z)" d8li kazdé &;(z) kromé &(2), s nim% je neso_udélné.
(mod p), je wi(2)"/ms(2) — &i(2) (mod p); z eho plyne ihned 7;(z) —
—éi(2) = 0 (p), nebot stupeil polynomu vpravo je mensi neZ wi(z)3.
Necht nyni plati rozklad ,

r

() ae) = [ 0@+ prue) + Pra@) + ..+ asi2) (mod )

i=1
a nechf je stupeni 7;(2) < vg; pro 1 <1 <a—1,1<Kj<Lr a pi'-e'd-. -
pokléddejme koneéné, Ze oznadime-li : :
()" + pnu() + 2. + P neail2) = Pi),
pak je jiz P.(z) urdeno ]ednozna,éné mod pe. -

Vezméme jako difve jiZz nalezené polynomy n.(z), pro né&Z plati (1),
a oznat¢me

®) a(2) — PyAPy(2) ... P2) =p"Va‘(z)
Definujeme-li . '
‘ m(z) 7i(2)Va(2), plati

@) Zni"(2)&(z) = Va(2) (mod p).

SniZime jako d¥iv stupeii u %’’’ pomoci vztaht 47" = wl(z)"le(z) + 7961(2)
apod., aZz dostaneme

@) EnadE() = Va(2) (p), stuped nu(z) < s,  tedy
() a@) = D@+ pnu@)+ ... + p*1a(2)) (2.
Bud V
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(61) a(z) = Ry(2) ... By(2) (p*)
(62) Ri(2) = wi(2)" (p)
(63) Ri(z) € J'[2].
Z (61) plyne specidlng '
a(z) = By(2) ... Ri(2) (p%),
a proto d4vé (63) a (65) a indukéni pfedpoklad
j Ri(z) — Py(2)
P°
je &(2) celistvy polynom, o ném% d4 se stejnd jako d¥iv ukézat, e
je stupné mensiho vg;.
Je tedy Ri(z) = Pi(z) + p%: (2),
a tedy a(z) = II, Ri(z) = I1Pi(z) + p* X ei(z)&i(2) (p**1)
a z druhé strany

a(z) = I1,(Pi(z) + pai(z)) = I Pi(2) + p*Z n44(2)Ei(2).
Z téchto dvou rovnic jiz snadno ukazeme, Ze
Na, ’i(z) = 81‘(2) (p)’
a tedy Ri(2) = Pi(2) + p%ai(z) = Py(z) + pei(z) (mod patl),

co% jsme chtéli ukazat.

Konstrukee prodlouZeni rozkladu vyloZens ve vété 12,1 je nume-
ricky dosti naméhavd. Poddm zde jesté jednu metodu, kters je jedno-
dussi hlavné v ptipadech, kdy r je malé. Tato metoda mohla by téz
slouZit za dukaz véty 12,1.

Bud a(z) = w,(2).wy(2) (p), kde w,, w, jsou sice nesoudélné (mod p),
ne viak nutné ireducibilni. Pi§me

a(z) =2 + a2t + ... +a~
wy(z) =2m + vt 4 L+ v,
wy(z) =27 +uzrt + ... 4 .

Ri(z) = Pi(z) (p*), neboli, znad¢ime-li = &(2),

A . _
CPlati m+r =mn, b= Z v = ai (), klademe-li @, = vy = uy = 1.
L i=0
~ Pidme
Py(2) = 2m + (v; + pA)e™ + ...+ (Vm + PAn)
Pyz) = 2" + (uy + pu)zt + ... + (u + pus),
a poditejme '

Pi(2)Py(z) = 2" + 2*Yuy + v, + P4 + ) + ... +
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+ 2 k(uy + Up—y¥y + O + PAe + Ay + o P )+ .+
+ Uty + P(Ompr + Urkn) + PHAp).

b — ax

(1) - Je =’l’k€J.

Lze tedy psat .
Py(2)Py(z) = 2" 'p(v; + A + ) + - - - + 02" F(0e + A +‘u1;~k—1 + ..o+
+ weahy + oo+ Vg + e e e+
+ P(vm + prom + Antr) + a(2) (mod p?).
Zvolime-li nyni &isla 4;, u; tak, aby

(2) vk—{—lk—{—ul).k_l—}—...—}—uk_l).l—{—...,—}—ykEO(p),

bude , P,(2)Py(2) = a(z) mod p2. _

Je viak diskriminant soustavy rovny R(w,,w,), a tedy inkongruentni
s nulou mod p. Soustava mé FeSeni. NefeSme ji v8ak pro », urdensd
rovnici (1), ale povaZzujme 3, za neurdité. Po vypodétu teprve dosadime
a dostaneme tak rozklad mod p2?. Nahradime ziskané koeficienty
v; + pA; = v; za v; + p*A; a sestavime rovnice (2)'. Budou se od rov-
nice (2) lisit pouze pravymi stranami a mame je tedy vypoétené. Mize-
me postupovat timto zpiisobem, jak daleko chceme.

Dostaneme tedy vysledkem

PO (2)P{(z) = a(z) (mod pi).
Je podle konstrukce '
w,(2) = P¥(z) (p) pro kazdé s,
wy(z) = PP(2) (p)
Je-li nyni w,(2) reducibilni modulo p, je

w,(2) = wy(@wy() (p)
a tedy i wa(z).zb‘(z) = P¥(z) (mod p)
a pokra,‘éujem.e jako diiv, az dostaneme

PY(2). PY(2) = P(2) (mod p),
tedy PY@)PY()PY(z) = al2) (1.

Poznamenejme, Ze tato metoda je pro velky podet ireducibilnich
faktord w velmi zdlouhav4, ale nep#ili§ naméhava. Mohli bychom nyni
vyslovit vétu 9,3 v siln&j§i formé tak, Ze bychom kongruence mod p
nahradili kongruencemi mod p* pro néjaké vhodné a. Neudé&lame to,
protoZe pozdéji odvodime jesté siln&jsi v&ty. Viimneme si viak hned
jednoho dusledku véty 9,3.
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Zvolme prvotislo p a ptejme se, pro které polynomy f,(z), f,(x) maji

J4..J4, stejné base vzhledem k p, $im# rozumime, Ze je-li\. .. %ﬁl) .. .\
" base Jy,, ]e< 1(9 2) . > base J,, a naopak. Je ziejmé, Ze k tomu

je nutné, aby f;(x) = fy(x) mod p.

(Priklad ukazuje, Ze tato podminka nenf postadujici: 22+ 1 =22+ 3 (2),
ale prvni mé basi (1, 6,), druhd < 1 + 6, > ukaZe se ale, Ze stadi
jiz kongruence p, je-li a jiZ dost velké.) Ma]i li okruhy stejnou basi,
muzZeme ji hledat u toho, u néhoz ji lze nalézt snadnéji. To udéldme
v piisti kapitole.

III. ROZKLAD BASE

§13. Stejné okruhy.

Df 17

V13,1

112

Budte f,(z), f.(x) € J'[x] dva polynomy stejného stupnén;J,, J;, jim
odpovidajici okruhy a @,, 6, jejich generatory. Bud p prvoéislo a ¢
plirozené ¢islo, p(x) € J'[x]. Necht plati pro kazdy polynom ¢ stupné <n

(1) ;@ ) ¢ J), = "";92) e J,, pro kazdé r <

Potom Fikdme, Ze J;, je vétsi J;, vzhledem k p? a piSeme
Iy, > Iy, ().
Plati-li (1) pro ka#dé r bez omezeni, je piirozené psat
Jy, > Jy(p) - nebo prosté JP > JP.
Plati-li v (1) implikace téZ obracens, je J;, stejné s J 1, vzhledem k pe

‘a znatime

J’x Z J’l (pq)'
/1 ..

Poznamenejme, Ze je-li\ ey #n2(61) > base J“”, pak je oviem

Pl
Jy, > J;, (p%-1) ekvivalentni s J;, > J;, (p®).

Nutnéd a postadujici podminka pro to, aby J; a J;, mély stejné base
vzhledem k p, je aby

J, = J;, (p).



V 13,2

Dikaz:
1. Nutnost je celkem jasna. Skutednd budte

\..., e ...,/,\..., 2 s

n—1
9(6) #(6,) _ ) @(6,) . _‘Pi(gz)_ _
Bud 2% p J,:—_ZJ.,——. Je_véakZl,——pq —

(1) / #4(6y) \{ 9:(6y) .. .>base Jy, respektive Jy,-

' P P

T= (p(p?z) eJ,, tedy J;, > Jj, a stejnd naopak.

2. Necht nyni je Ji, = J;, a necht (1 1) ie base J;. Pak ziejmé pro
ka#dé 0 <i<m—1 (p}()@ 2) € J,,. Bud s druhé strany ——2- ( 2)

stupeil g(z) < n; pak ale (p? )

e ﬂ;%—) e[%q@z)], tedy<...3%q_2—)...>jebase.

GJ/,,

€ J;, a ivahastejna jako v 1. ukaZe,.

Bud a ptirozené &islo. Plati-li pro n&jaké dva polynomy f(), g(x) € J'[x]
stejného stupné n kongruence -

(1) @) = g@) (mod pm),
pak je o : ‘

(2) 5= J, ).
Dukaz:

Bud z, =_q7(32), oznadme z, = ?(31) . Bud 'zzle,’” a bud »r <L a.
Spodéteme P, (t) (viz df 5 v §3). Je, oznadime-li
f@) =ar +a@ '+ ... +a,, Py, () =Pyt ay, ..., a)

Je oviem, je-lig(z) = 2" + bya* 1 + ... + bs, Pr., (t) = Pg(t,by,. .., by)-
Aviak b; = a;(p™) ¢ =1,2, ..., n, tedy
(3) Py, (t) = Pyr, () (mod p).

Protoze je viak 2 € JP je, zavedeme-h
P, () =tr + vt 4 .. +V| (t=52),

D2z
p’/ Yo pzf/ Yoz -« o pnr/ Yan s
a tedy vzhledem k (3) a r < a, je i

Plyg =12 ...,n tedy zeJP.
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V 13,3

114

Ze symetrie predpokladii plyneiz, € Jj” = z,eJ.”.

Ve vété 13,2 neni obecné mozno snizit v kongruenm (1) exponent an
u prvoéxsla P, aby platﬂo (2)

Dikaz: )

Bud f(z) = a* + plaant + poasnt ...+ p""'a;. Pak zfejmé
F} € J; a ma-li platit (2), % € J,, tedy koeficienty b, polxnomu g(x)
musi byt délitelny pe*. Nestadi tedy f(x) = g(x) (mod pa»-1).
Poznamka 1:

Zaroven je vidét, Ze kongruence polynomi neni vhodné relace pro
tyto tcely, nebot museli jsme vzit kongruenci podle tak vysoké moc-
niny prvodisla pouze kvili poslednimu koeficientu.

Poznimka 2:

Prof. PETR uvadi mylng, ze staéi vzit ve vété 13 2 kongruenm mod p*
(viz [1]).

Vratme se opét 'k vété 13,2. M&jme pevne dén polynom f(x) a volme
pro rizné a polynomy g,(x) tak, aby

f(x) = ga(x) (p™).
Pak podle citované véty je specialné J; > Jo, (p°). Budeme-li a zvét-
9(0) :

Sovat, nastane jednou piipad, Ze € J,jiz pro z4dny primitivni po-

lynom stupné < =, a tedy pro toto a plati jiz
Jy > Jo, (p®) podle poznamky za vétou 13,1.
Véty 10,4 a 10,5 ukazuji, Ze takové ¢islo a skuteénd existuje, a Ze stadi

polozit
o> [Fom]

(Lze také ukdzat, %e existuji polynomy f(z), pro néz je ¢islo b nejmensi
takové, aby jiz J; > J, (p%) = J; > I, (p%).

Tedy lze Fici

Exp,,A,

Buda>b= [—§—~], potom z f(z) =g(x) (p**) plyne J;> J,(p®).
Chceme-li, aby bylo dokonce J; = J, (p®), stadi podle predeélého a

[Ewpp 0

je8té natolik zvétsit, aby platilo @ >¢ = ] Tato nerovnost

je viak pro m» > 2 jiz splnena automaticky. VSImneme si, Ze je-li
flx) =ar + a @t + ... 4 a,, je Af = Zciabal ... ar, kde ¢; jsou
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n&jaka celd ¢isla a soudet se vede pfes viecka 4, ..., ¢n, pro néz

Z ki, = n(n— 1). Je tedy
k=1

LY
n
Bude-li déile g(x) = a* + ba* 1 4 ... + b,, pak z f(x) = g(x) (p%)
plyne a; = b; (%), a tedy 4; = 4, (p™=19) a je-li n> 2, je 4; = A4,(p*).
Je, jak bylo zvoleno, p?/4;, tedy p®/4, a p**2 ¢ A, tedy p¥*2 4 A4,
nebot vzhledem k a > b plati 2¢ > 2b + 2. Tedy celkem lze Fici, Ze
p»|Ag, p*®+h 4 Ag, neboli b = c. Platf proto véta

n—1= +%+...+@”<zl+zz+...—}—z".

Pro néjaky polynom f(x)‘e J'[x] stupnd n a pro ndjaké prvotislo p

polozme
Exp,A;
2

o

Bud g(x) € J'[x] druhy polynom takovy, aby g(z) = f(z) (mod p"),
potom je

a:[E—“;M]+1 a J,=J,

§14. Base reducibilnich okruhi.

Bud f(z) = g(x)h(z), kde {, g, k jsou stuptili n, n,, n,, a budte g, k nesou-
délné mod p. Déle budte 0;, ©;, O, resp. generatory okruhti Jy, J,, Jy
resp. Necht jsou

, . i(0;) .
wi(i)l =wd+1="¢—pq:—0<"<n1

®-base vzhledem k p okruhu J, a

0P = = ¢§'(?2) 0

=W, = <t < ny O-base JP.

Pisme jesdte ¢y, (x) = g(x) a @n,(x) = h().

Oznaéme ry; = min (g;, 8;), kde ga, = 8,, = o (nebo, chceme-li, v&tii
neZ n,—y, Tesp. 8n,—;). Déle oznadme

o — Pi(@y)gi (@) 1 =0,1,..., m
I Pris F=0,1,...,m ¢t +jFn
(v poslednim pifpads ¢ + § = n lze chdpat oviem w,, ., = 0.) Je
Wi = 1y [0ig (O)P% ;5 wi'p'(Oy) P u].
Oba faktory v zavorce jsou &isla celd, tedy podle V 2,2 je w; € J;.
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Polozme 7, = max r; = 7,,,, kde k,, k, jsou ty indexy, pro né&% se
i+i=k
maxima nabyvé, to jest, pro néz k, + ky = k, 74,1, = %.

Polozme jesté
_ 9u(O)pk(0) _ ¢(0)
P Pk

WDk, = W1

b

kde jsme polozili gi(x) = ¢i.(%)gi,(x). Ptitom plati w, € Ji a
1. gu(x) € J'[x]

2, stupell gu(x) = k

0L K<< . ... KMy

Tedy (w) je O-basi vzhledem k p n&jakého okruhu K C Ji. Spoétéme

..

D(K) = D(v) = T f"_ p,;_l)z jak plyne z V 6,3,
DokazZeme nyni, e ¢&isla '
(1) ‘ Toy T1s «+ v Tncy
dostaneme z &isel
(2) 90> 915 -« > Iny—15 Sos 81; cees Sng

tim, %e tato uspofddame podle velikosti (pfidemZ stejnd tam dame
tolikréat, kolikrat se vyskytuji v obou posloupnostech ¢ i s). Nejprve
pro teohnické zjednoduseni dodefinujme

g =845 =—1,

Gt = Qnpz = -0 =Qn = Spyyy = ... =8y = 0° (nebo vétsi nez g, _,
i 8y,—,). Jakmile Jsme toto uréili, miZeme bez ]akychkoh omezeni na-
16zt ke kazdému &islu r indexy &k, > — 1, I, < n,, Ze plati

(3) U, < < q

a indexy k, > — 1, l, < m,, pro néz analogicky
(4) &, < 7 < 8,
Nyni mazZeme dokézat

Lema.

1. Z nerovnosti g, <r a &, <r plyne 7 4, <7 8
2. z nerovnosti r < g, a r < s, plyne r < r,4,.

Dz“ck_az:
1. Necht tedy
(5) T, < T & 8§ <7,



pak pro i =0,1, ..., & plati ¢ < qk, <r, a tedy pro tato ¢
min (g, 8k, 4x,41-) < r-Dale plati pro ¢ =k, + 1,k +2, .. ., by + ko +1,
S 41y 41—+ Sty 4y 41—y +) = S, < 7, & bedy pro tato ¢ min (Q»Gk.+k.+1-@) <r;
¢ili nerovnost min (g;, Sk,1x,41-i) <7 plati pro viechna 0 <1 <k, +
+ ky+ 1, a tedy podle definice

Fepkysr = AX  MIN (G, Spikyiais) < 7
0<i<k,+ky+1
.2. Necht plati
(6) ~ r<q, a r<e,.

ProtoZe maximum z ndkolika vyrazu je alespoii tak veliké jako né-
ktery z nich, plati :
LAREA > min (qll’ 81') >r.

Tim je lema dokézéno.

Vratme se jesté jednou k nerovnostem (3) a (4). Neni-li  24dné ¢&islo
z posloupnosti (2), miZeme indexy %, a I, zvolit tak, Ze I, =k, + 1.
Stejné pro index I, = k, + 1.
Tedy plati (), —k,— 1)+ (I3 — k;— 1) = 0. V tomto piipadé lema
tvrdi

Ttk <r< "h+l. = Thytky+2s

tedy Ze r lezi mezi dvéma sousednimi tleny v posloupnostl (1); ]myml
slovy, %ddné &islo posloupnosti (1) nerovna se 7. :
Nyni obecné. Necht ve (2) je pravé a ¢&isel rovnych r. Pak indexy
muZeme zvolit tak, Ze

(7 Lh—k—1)+ (l,—k—1) = a.
Lema opét dé 7 x,01 <7 < P41, = Thyskyrase (POUZitim (7)).

MiuzZe tedy byt nejvySe a ¢&isel v posloupnosti (1) rovnych r. Ob& po-
sloupnosti viak maji n = n, + n, prvkid, nemiZe byt tedy podet
stejnych ¢isel v posloupnosti (1) mensf a je tedy stejny. Prvni posloup-
nost vznikla tedy prerovninim posloupnosti druhé. ProtoZe (1) je
monotonni, plati:

Posloupno.st Yoy Ty, ««., Tney dostaneme 2z posloup'nostz Qo Qs -+ +» Iy 1>
80, 81, -+, 8my—y, uspofdddme-li tato Eisla podle velikosti s pfisludnou
ndsobnosti.
A také plati ,
n,—1 © ng—1
Z ¢+ Z 8 = z Ty
=0 =0
Oznaéme Xp; = a X'q; = f; je
4y
D(K) = s+ -

Je viak podle V 7,6
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D) = D(K),
tedy podle V 5,5 J;, = K.
Nasli jsme tedy metodu, jak najit ©-basi J;, zndme-li @-basi J, a J;,
pro néz plati f = g.h. Vétu vyslovime trochu obecnéji a spojime ji
ihned s vétou 13,4.

Hlavni véta.

Véta.

Bud f(z) ) € J'[z] polynom s jednoduchymi koteny. Bud p prvodislo
a necht .

pM”/A/, pm%ﬂ)/df.
Polozme b > na,. Pak existuje pravé jeden (ve smyslu véty 10,1)
rozklad f(x) = P (x)Py(x) ... Ps(x) (mod p’), pfitem% Pi(z) jsou na-
vzajem inkongruentni polynomy stupné n;. Budte

/@ 97 (05) \

\....w,~+1 pm .../,

j=1,2, ..., n base Jﬁ;‘;) pro: =1, 2, ..., s, pfitem% O; je genera-

tor J,,. Polozme (pm( ) = Pyx) a r, = max min q,) Cisla k,, k,, ...,
Ea,l—k 0<<i s .

k, budte takovi, iez ki =k ar, = max q(k') Bud @ generator .J,;.

Potom, poloZime-li

8

[[#@©

Wiepy = Hi'k’k =0,1,...,n—1, je (w) base J".
4
Na zavér zbyva sestrojit base vzhledem k p okruhi Jp, Zde plat;

Bud P(x) = w(x) + pO(x), prlcemz w(z) je ireducibilni mod p. Bud
stupeii w(x) rovny m. Pak

/l @ @2 e @m—l (pl(@) @ ‘PI(Q)

\ ) ) ) . ’ pq‘ ’ pax 5 v ey
0) @(0) _1 Po-1(O)\
@m—-lL’ P27 gm $ei7)
p!h p(h pq -1 /

je base J;”. PFitom z¥ejmé& je ¢(x) € J'[x] polynom stupnd m — i.
Véta je dusledkem V 11,3.

Zsvérem bych chtél pod&kovat akademiku Vladimiru Kofinkovi za
jeho podnéty a udinnou pomoe, kterou mi poskytl p¥i mé prici na tomto

¢lanku.
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BBIBOObI

B nacrosmeit paGore, KOTOpOA UCXORUT U3 paboTE [1], paccmaTpuBaloTcA

MeTORH 3PeKTHBHOr0O HyMepUYECKOro UCYUCIeHNA 0asuCoB ILedBIX 4Ynces
anre6panyecKux IoJei.
Ecau mbl o6o3naunm GykBoit K moje panvoHAIbHHIX 4duced, GykBoit J
0671acTh LETTOCTHOCTM LEJBIX PAallMOHAJIBHBIX 4uCesd, TO, KaK OObIYHO pa-
aymeercs, ainrebpamdeckee mnoie K[@] monyuurca amioHKuueil kopHA @
ypaBHEHHUsA \

fl@)y=2+ a2t + ... +a,=0, (¢;€J).

IlomesnrM oKa3ajoch u3y4aThb Cciydailt pegynuOMIBLHBIX YpaBHeHHU. .
B 3ToM ciiyyae BO3HMKHET KOJbl0 K;, KOTOpOe B NallbHeilllleM HAa3bIBAeTCA

KOJIBI[OM alireGpanyecKux sieMeHToB. MOKHO mOKa3aTk, uto K, ABIsAerca

anreGpoii panra » Hag K n 4to cyuiecTByeT 3i1eMeHT &, Ha3nIBaeMEIil reHe-

paTtopoM, Takoro BHWAAa, YTO Kammubiii Apyroit asaemeHT u3 K; BO3MOMKHO

nucarh Kak noiuHoM Hag K B O,

Ecan orpaHnunThCcA YPaBHEHUAMHA TOJIBKO C IPOCTHIMU KOPHAMN, TOMOYHHO
onpepenuth B K; moganre6py J; Tak Ha3bBaeMbIX LEJHX 3lemMeHTOB. OHU
umelT 0asuc, 3TO 3HAUMUT, 4YTO CYIIECTBYIOT I[€JIbI€ 3JIEMEHTH Wy, Wy, . . ., Wy
TaKkue, 4To II000i IeJbLIil 3IIeMeHT ABJIAETCA UX JuHelHol KoMOmHauumeil
Han J.

Mo:xHO BBeCcTH cBoeoOpasHBIli (asuc, TAaK HasbiBaeMblit @-Gazuc Buga

O + ey, _ :(0) wn = O2 + €,0 + e _ 95(O)
d, d, > ?® A d, ’

dToT 6Gasuc ABIAeTCA B ONpefeleHHOM CMHICIe eIMHCTBEHHHIM. [laiee
MOKHO BBeCTH 6a3¥c OTHOCHTEIBHO IIPOCTOrO YUCJIA M BO3MOKHO AOKA3ATH
60IBIINHCTBO TEOpeM 3HAKOMBIX U3 Teopuu aireGpamyeckux yucen. Oxa-
3BIBaeTCA Jajke, 9TO IOYTH BCe JAOKA3aTeIbCTBA 3HAKOMBIE M3 TEOPUM all-
rebpandecKux TIojiell BO3MOKHO IIepEHECTH Ha alreGpanvyecKue KoJbla.
Heo6xonuMo Toabko MOMUPUIHMPOBATh IOHATHE CONMPAKEHHOr0 YHUCIA. ITO
MOHATHE HEIOCPEeACTBEHHO IIEPEHeCT! Hellb3d.

Pacmmpennio HanGojee BajKHBIX -TeopeM 06 3THX KOJBLAX MOCBAIIEHA
riaBa I Hacroameit paGoTsl. Cirenyiomue riaBel HOCAT yiKe HyMepHUYeCcKuit
xapakTep. Bo BTopoii riiaBe goxaseiBaercd (Teopema 9, 1), 4ro 3HaMeHa-
Tenu d; ©-6azuca yROBIETBOPAIOT COOTHOUIEHUIO

didy ... &y [(0,—6,)(0,—6;) ... (0,—6,)(0,—6;)...(0,.,—0O)

0, =10y, =

maa k=1,2,...,n, rae ©@; — 4ucaa conpakeHusie K 6.
Hanee cornacuo Teopemst 9,2 d2d? ... df_; menuT KaKAEI# MUHOD paHra
k maTpuims . '
8 8 ... 8
8 83...8
Sp—18n ... San—g
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rae 8; ABIAITCA CyMMaMH ¢-THIX CTelmeHell KopHeil ypaBHeHus f(z) = 0.
OGe Teopembl 0YeHb BAKHBI AJIA NePBOHAYAIBHOM IPUKIANKA NP NOCTPOE-~
Huu Gasuca.

B § 10 onpenenensl IOMMHOME IoXoKue Ha ["aHKeleBsl moauHoMbl. C ux
IIOMOIII0 MOKHO BO MHOTUX CIIyYafX IOJIYYHThH Gasuc.

CaMBIM BaKHBEIM cillefyeT cuuTath § 14, B KOTOpOM IOKa3aHa OCHOBHAs
TeopemMa

Iycrs fe)=a* + a1+ ... + a, =0

HOJINHOM C LeXBIMU KoedduuueHTaMmu ¥ npocThiMu Kopuamu. Ilycts p —
IIPOCTO€ GHUCI0 M oy — TAKOE YUCIIO, YTO MMeeT MeCTO

P[4y, PtV 1A,
[4; — nuckpumunatr f(z)].
Ecuu b > na,, To cymiecTByeT cllefyioniee pasioKeHne IoJINHOMA
f(z) = Py(2). Py(a) ... Pi(@) (),

rie Pi(z) ABIAIOTCA IONAPHO MPOCTHIMA Mod P LETBIMH [IOJIMHOMAMH C Be-
nymum KoedduiuenToM paBHEM 1.

Ecuan Belpamkenus

()
i _ 9 (6:)
w; = q(i) ’7=1’2,---1ni
P
ABnAwTCA 6asucamu Jp, OTHOCUTENBHO p IaA ¢+ = 1,2 ..., 8, TO TOrma Bhi-

pamkeHusn

8

H 95,(0)

o=t k=0,1,...,n—1,

pk

rne @ — remeparop J;, 7, = max min ¢}, aBnAOTCA Gazucom J;.
Sj=ko<i<s

ZUSAMMENFASSUNG

In der vorliegenden Arbeit, die sich der Arbeit [1] ankniipft werden Methoden
zur effektiven numerischen Berechnung von Basen ganzer Zahlen algebraischer
Korper angegeben. '

Wir bezeichnen K den Korper .der rationalen Zahlen, J den Integritats-
bereich der ganzen rationalen Zahlen. Dann erhalten wir den algebraischen
Koérper K[@] wie iiblich durch Adjunktion der Wurzel © der irreduziblen
Gleichung '

fx)=ar+ a1+ ... +a, =0, (aied).
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Es zeigt sich als vorteilhaft, auch den Fall von reduziblen Gleichungen zu
untersuchen. In diesem Falle entsteht der Ring K;, der im weiteren Ring der
algebraischen Elemente genannt wird.

Wenn wir uns auf Gleichungen mit ausschliesslich einfachen Wurzeln be-
schrinken, ist es moglich, in K, die Teilmenge J; der sogenannten ganzen Ele-
mente einzufiihren. Man kann beweisen, dass ein Element. 0, ein sogenannter
Generator existiert, solcherart, dass sich alle Elemente aus J; als Polynome in
@ iiber K schreiben lassen. Diese Elemente bilden eine Algebra vom Range n
iiber J und haben eine Basis, d. h. es existieren ganze Elemente w,, w,, . . ., wn, 80
dass jedes ganze Element eine ganzzahlige lineare Kombination dieser Elemente
ist. , ) ‘

Es ist moglich, eine.spezielle Basis, die sogenannte @-Basis-der Form

O + e _ ?:(0) ©n — G 4 6,0 + e, - P2(0)
d, d ’° d, d, 77

~

o, =1 0w, =

einzufiihren, die in einem bestimmten Sinne die einzige ist. Weiter kann man
eine Basis im Bezug auf eine Primzahl einfiihren und die Mehrzahl der Sitze
beweisen, die aus der Theorie der algebraischen Zahlen bekannt sind. Es zeigt
sich sogar, daf praktisch alle Beweise der Theorie der algebraischen Korper
auf die algebraischen Ringe iibertragbar sind; es ist nur notig den Begriff der
konjugierten Zahl zu modifizieren, der nicht unmittelbar iibertragbar ist.

Mit der Entwicklung der wichtigsten Sitze iiber diese Ringe befaf3t sich das
Kapitel I. .
In Kapitel II ist bewiesen (Satz 9,1), daB die Nenner d; der @-Basis der Be-
dingung

didy . .. diy/(01—6,) (0, —O;) ... (0,— 6) (0, —6y) . .. (O — Oh),
Ek=1,2,...,n

geniigen, wo 0; zu 6 konjugierte Zahlen sind. Weiter behauptet Satz 9,2, daBl
did? ... d{_, jeden Minor vom Range k der Matrix

8 8 .« 8ny
8 85 ... 8
8n—18n + -« Sgn—g

teilt, wo s; die Summen der n-ten Potenzen der Wurzeln der Gleichung f(z) = 0
sind. Beide Siatze sind fiir die Konstruktion der Basis von Wichtigkeit.

In §10 werden den Hankelschen Polynomen ahnliche Polynome eingefiihrt,
die in vielen Fillen die Basis angeben. In § 11 werden die Sitze iiber

7i@) | f(z) mod -2
X -1

verstarkt.

Die wichtigsten Ergebnisse sind im § 14 enthaltn wo der Ha,uptsa,ti bewiesen ist:
Es sei f(xr) = a* 4 a,2» 1+ ... + a, =0 ein ganzzahliges Polynom mit
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lauter einfachen Wurzeln. Weiter sei p eine Primzahl und «, eine solche Zahl,

daB
P2 | Ay, PRtV A,

(4yist der Diskriminant f(x)). Wenn b > na, besteht, so existiert eine Zerlegung
f(@) = Py(x)Py(x) ... Py(x) (p), wobei P;(x) inkongruente ganzzahlige Poly-
nome mit dem ersten Koeffizient = 1 sind. Wenn :

wf-=—¢(;)(#, i=12 ..., n,
P
Basen von Jp, in Beziehung zu p fiirs = 1, 2, .. ., s sind, so ist
‘ 8
[[#©
wk="=lT,k=o, ,...,n—1

eine Basis von J; (wo @ der Generator J;ist und 7, = max min qﬁ-?).
2=k 0 <i<<s
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