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Построение кубатурных формул для многомерных 
областей с гладкими границами 

М. Д . Р А М А З А Н О В 

Башкирский Государственный Университет, Уфа 

М. ^ . Ката2апоV: Оп *пе сопзттисиоп о!" *пе сиЪагиге Гогти1ае 1*ог 
тиШсНтепзюпа! с1отат8 \укп з т о о г п ЪоипёаНез. — 1п йиз \*гогк зиШаепг соп-
с1топ8 аге Гоипс! Гог азутриэис орйтаШу о1* сиЬаШге Гогтике ЛУП:П рошгз т 1пе пей*. ТЬе 
сиЬаШге !огти1ае аге §гуеп Гог сопзгхисТюп оГ а'отатз \укп зтоотЪ Ъоипс1апе8. 

1. Приближенные вычисления интегралов ) /(х) сЬг, где х е&а Кп

у про-

водятся по квадратурным (кубатурным) формулам вида У ак/(х№), где 

точки х№ называются узлами, а коэффициенты ак весами формул. Погреш­
ность вычисления удобно рассматривать как значение обобщенной функции 
1(х) = Хл(*) — 2 <*кЬ(х — *<*>) на заданной функции /(х). 

Здесь хп(*) = I о' * | д 8 (*) — 8-функция. 

I /(*) <Ь- 2 а*Кх{к)) = «Ю, /(*)> • (1) 
.а *<*>еп 

Мы кратко описываем результаты того направления теории приближен­
ного интегрирования, в котором 1(х) рассматривается как линейный непрерыв­
ный функционал над некоторым подходящим банаховым пространством основ­
ных функций/(Л:). Ставится задача минимизации нормы 1(х) по различным 
весам и узлам при заданном их числе. См. работы [3], [1], [4], [5]. В более узкой 
постановке задачи узлы кубатурной формулы берутся на некоторой решетке: 
*(*) == АкНу где А — матрица п х п, Лег А = 1; к = (ки ...- кп), 
к) = 0, ± 1, ± 2 , . . . ; к — малый параметр. 
Для простоты в нашем описании будем считать А единичной матрицей, то-есть 
возьмем прямоугольную решетку. Положив ак = кпСк> запишем формулу 
(1) в виде 

//(*)<!*-*» 2 ск/(кк) = <хп(х)-п" 2 ск8(х-кк),/(х)у. (2) 

Сформулируем один из основных, принадлежищих Соболеву С. Л., ре­
зультатов. 
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Определение 1. Функционалом погрешности кубатурной формулы 

кп 2 ск/(кк) называется последовательность по к при к -> О обобщенных 
ыеа 

функций вида 

' Р ( * ) = ХП ( * ) - * " 2 скЬ(х-кк). 
кнео. 

Рассматриваются функции /(*) , заданные на ограниченной области Я 
и образующие банахово пространство В (сопряженное — Б*), вложенное в про­
странство непрерывных на Я функций. 

Определение 2. Оптимальным функционалом погрешности называется 
функционал погрешности 1н'^(х), веса с°к(к) которого при каждом рассмат­
риваемом к реализуют 

тП\Хп(х)-кп 2 скЬ(х-кк)\В*\\ = 1(к). 
с к ььеа 

Определение 3. Асимптотически оптимальным функционалом погреш­
ности называется функционал погрешности 1%. (х), удовлетворяющий 
условию 

Пт\\1а

н&(х)\В*\\11(к) = 1. 
й-*0 

Определение 4. Функционал погрешности /р(х) обладает регулярным 
пограничным слоем порядка т , если он может быть представлен в виде суммы 

/Р(*)= ^ Х(~1Г^) + 2 Х*°°' 
к3р(кк3СП) > Ьлк к3 д (кк3С&) < Ьгк 

Причем отдельные слагаемые суммы обладают свойствами 

1) Х(*) = хОЦх) — 2 ЪкЬ(х — к), ^ = {x\0<x^<и У=1,. .-, л}, 
т^г 

2) ь>к=\x\xе^^у^ — ке^\, 

Ы*) = ХюЛ*) ~Ъп 2 Ък8(х-кк), \Ьк\<Ьг, 
\ь\$^^ кнео. 

3) <Х(*), х«> = 0 , <Х*(х), х«> = 0 , |а | < т . 

Постоянные Ьх> 1,2, ̂ г не зависят от к. 

Определение 5. Гильбертово пространство .Ц т )(Д) СОСТОИТ ИЗ определен­
ных на Я функций /(*) с конечной полунормой 

ц/(*) | цг\а)\\ = ( $ 2 ^ г ^/С*)!2^) "• 
П |а|=»» 
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Теорема (Соболев С.Л.) Функционал с регулярным пограничным слоем 
порядка т асимптотически оптимален над пространством /4т)(Д) 

Для многогранников с рациональными вершинами Соболевым С.Л. были 
предложены эффективные способы вычисления интегралов с помощью куба-
турных формул с регулярным пограничным слоем. Эти результаты были 
обобщены и развиты в работах Войтишек Л. В., Половинкина В. И., Шойн-
журова Ц. Б. и др., в которых были рассмотрены различные нормировки 
й^,т)(Я) пространств, а также произведены численные построения на ЭВМ 
кубатурных формул для некоторых многограников — см. [6], [7]. 

2. В наших исследованиях за основное мы взяли понятие ослабленно ре­
гулярного пограничного слоя. 

Определение 6. Функционал погрешности /р(х) обладает ослабленно 
регулярным пограничным слоем, если существуют две не зависящие от к по­
стоянные ^\и ^2, с которыми выполняются свойства 

зир тах \ск(Н)\ ^ ^\ то с к = 1, 
н к 

и, если р(кк, СЯ) > ^2Н . 

Один из главных результатов можно сформулировать в следующем виде. 

Теорема. Пусть 52 — область с кусочно гладкой границей. Если 1н(х) — 
функционал с ослабленно регулярным пограничным слоем, норма которого 
над пространствами И7[т)(Д) имеет порядок Нт(Н -*> 0) для всех т е [М\, М2], 
то 1н(х) асимптотически оптимален над банаховым пространством 

Вт(Л) = И^т)(П) или О ( Й ) для ш е [М1у М2] . 

Замечания 

1. Норма пространства С т(Д) при целых т определяется с помощью 
вторых разностей от производных (т — 1) порядка. 

2. Пространства берутся в одной из эквивалентных норм. 
3. Для краткости мы не останавливаемся на аналогичных результатах, 

например, для пространств функций, обладающих разной гладкостью по раз­
ным направлениям. 

Достаточные условия последней теоремы позволили применить к по­
строению асимптотически оптимальных кубатурных формул локальные мето­
ды из теории линейных уравнений с частными производными. А именно, 
распрямление границы области в малых окрестностях некоторых точек, по­
строение вспомогательных «локальных» кубатурных формул у плоских границ, 
построение полной кубатурной формулы из набора «локальных» формул. 

Для примера и первого опыта реализации предложенного метода была 
составлена программа вычисления интегралов по кругу на ЭВМ БЭСМ-4. 
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