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O princezné a pidalce
Lubos Pick, Mirko Rokyta, Praha

~ oy

Tento ¢lanek je rozsifenim prispévku [5], ktery byl uréen stfedoskolskym studentiim.
Proto prosime laskavého ¢tenafe, pro kterého by snad nékteré pasaze byly prili§ jed-
noduché, aby tyto preskocil.

1. Uvod do problému

Budeme se zabyvat tlohou, v niz vystupuji nasledujici dvé bytosti:
e princezna (homo sapiens), stadium: mlad4, krasna, svobodna,

o pidalka angrestova (abrazas grossulariata), stadium: t&sné pred pfeménou v mo-
tyla.

Popis situace. Princezna probéhne dveimi, které se za ni zabouchnou a priskiip-
nou jeji zavoj. Princezna si toho nevsimne a béZi dal rychlosti V. Zdvoj je nekonecné
pruzny a pri béhu se neustdle rovnomérné natahuje. Na zdvoji mezi dvermi a princez-
nou sedi pidalka a pohybuje se po ném smérem k princezné rychlosti v. Predpokldddme
0 < v <V (za jakychkoli jingch okolnosti se stdvd iloha velmi nezdZivnou,).

Otazka: Dozene pidalka princeznu nebo ne?

Nez se pustime do analyzy tohoto problému, zkusme si predstavit, jak by to mohlo
dopadnout. Odpovéd mitize napiiklad znit: ,,ano, pidalka princeznu doZene za vSech
okolnosti“. Nebo by také mohla znit: ,ne, pidalka neméa za zadnych okolnosti Sanci
princeznu dohnat“. A¢ se to na prvni pohled nezda, existuje jesté tfeti moznost, a to:
,Vvysledek zavisi na velikosti rychlosti v a V*.

Jako prvni bod programu, nez zacnete ¢ist dale, si zkuste na zakladé intuice tip-
nout, kterd ze tfi odpovédi je spravna. Podle zkuSenosti, které jsme pri podobném
vyzkumu vefejného minéni nasbirali, se zd4, Ze intuice mize byt ob¢as trochu zavadeé-
jici a v mnoha pripadech vede k nespravnému zavéru. My budeme na tlohu nahlizet
z ryze matematického hlediska, coz mimo jiné znamena, Ze rychlosti princezny i pidalky
budou nepatrné ve srovnani s rychlosti svétla, ze nikde nevznikne zadné tfeni, Ze obé&
bytosti Ziji (teoreticky) nekonecné dlouho a podobné.

V tomto ¢lanku ukdzeme dva zcela odlisné zptsoby, jak se s problémem vyporadat.
Prvni je zaloZen na teorii nekone¢nych posloupnosti a fad realnych ¢isel, druhy na
ponékud pokroéilejsi teorii obycéejnych diferencidlnich rovnic.

Prof. RNDr. LuBoS Pick, CSc., DSc.; doc. RNDr. MirRkO RoKyTA, CSc., Katedra matema-
tické analyzy MFF UK, Sokolovska 83, 186 75 Praha 8, e-mail: pick@karlin.mff.cuni.cz,
rokyta@karlin.mff.cuni.cz
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Problémy, prfi jejichz feSeni je tfeba matematicky popsat jakykoli pohyb nebo
zménu, spadaji do matematické discipliny, zvané matematickd analyza. Matematicka
analyza se hodi ve v8ech oblastech zivota. Jako motivaci ke studiu tohoto oboru uve-
deme jeden ptiklad z politické scény, ktery hovoii za vSe. Jedna se o citat Richarda
Nixona, ktery béhem kampané za své znovuzvoleni do prezidentského ufadu USA
v roce 1972 prohlasil: ,Rychlost rustu inflace se zpomaluje®. Tento vyrok byl den
nato komentovan v tisku takto: ,,Jde o prvni historicky dolozeny ptipad vyuziti tfeti
derivace ve vrcholné politice.*

2. MiiZeme se spolehnout na intuici?

Nez se pustime do FeSeni nasi tlohy, pFipomeneme si nékolik dalsich matematickych
problému zdanlivé fyzikalni povahy, které kdysi zamotaly hlavy mnoha slovutnym
védcum. U nékterych z nich také Casto vede intuice k nespravnému zéavéru. Jejich
spoleénym jmenovatelem je to, Ze k feSeni potfebujeme matematickou analyzu.

2.1. Carrollova opice

Lewis Carroll, slavny autor neméné slavné Alenky, ktery pusobil jako profesor mate-
matiky v Oxfordu v 19. stoleti, popisuje v jednom ze svych denika fyzikalni ulohu,
ktera v roce 1893 vyvolala bouflivé dohady mezi ucenci své doby. Popis jsme
prevzali z [3, str. 23|, ilustrace (obr. 1) je z [4].

Uloha: Opice 3plhd po lané, které je pripevnéno ke kladce. Na druhé strané kladky
je na lané zavéseno zdvazi stejné hmotnosti, jako je hmotnost opice. Kam se pohybuje
zdvazi, nahoru nebo doli?

Problém sam snad nenf ani tolik zajimavy jako spiSe diskuse, které vyvolal. Carroll
je zapsal zcela pfesné i se jmény jednotlivych diskutért a pfipojil poznamku: ,Je
velice zvlastni, jak rozdilné stanoviska zaujali k této otédzce nékteii dobii matematici
a fyzici.“ Postupné se totiz objevily nésledujici nazory:

e zéavazi sméfuje nahoru s rostouci rychlosti (Price),
e zavaZi sméfuje nahoru se stejnou rychlosti, jakou $plha opice (Clifton, Harcour),
o zavaZi sméfuje doli (Sampson).

Spravné feSeni bylo posléze odhaleno, samoziejmé pomoci metod matematické analyzy.

ReSeni: Zanedbame-li tieni, pak se zdvaZi nachdzi neustdle ve stejné vysce jako
opice, a to bez ohledu na to, jak a kam opice Splhd, dokonce i v pripadé, kdy se opice
lana pusti a jesté pred dopadem na zem se jej znovu chyti.

Chcete-li vidét demonstraci tohoto feSeni na praktickém pokusu, zajedte si do
Muzea védy a prumyslu v Chicagu.

2.2. Bernoulliova dloha

Nyni se zaméFime na jiny, avSak neméné pozoruhodny problém, ktery také kdysi davno
zamotal hlavu nékolika véhlasnym matematikim a fyzikim.
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Obr. 1. Carrollova tloha s opici

Obr. 2. Bernoulliova tloha

Uloha: Dva body A a B jsou spojeny dritkem, po kterém klouze kulicka. Kulicka je
na pocdatku v klidu a nestrkame do ni. Po jaké kiivce tvorené drdtkem sklouzne kulicka
z A do B v nejkratsim mozném case? (Viz obr. 2.)

Tuto otazku zformuloval §vycarsky matematik Johann Bernoulli, a to v roce 1696.
Formulace tlohy by mohla svadét k domnénce, Ze spravnou odpovédi bude pfimé
tsecka mezi obéma body. To je samoziejmé nejkratsi spojnice obou bodt, kupodivu
to ale neni kifivka nejkrat$iho ¢asu. Bernoulli feSeni své ulohy znal a korespondenc¢né
vyzyval své kolegy matematiky a fyziky, aby problém vyresili. Reakce se zna¢né lisily.
Napiiklad Bernoullitiv pfitel a amatérsky matematik Markyz de 'Hospital (po kterém
je dodnes pojmenovan jeden znamy princip z teorie limit realnych funkci — i ten v8ak ve
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Obr. 3. Vznik cykloidy

A A

Obr. 4. Obr. 5.

v ive

skute¢nosti vymyslel Bernoulli) mu obratem odepsal: ,,To je snad nejkrasngjsi problém,
jaky jsem kdy vidél a moc rad bych se do n&j pustil, pfevedte mi jej ale prosim
do Tedi ¢isté matematiky, fyzika mne totiz nesmirné otravuje.“ Dalsi z recipienti na
Bernoulliové seznamu, Sir Isaac Newton, idajné reagoval na vyzvu s mnohem mensim
nadSenim a dokonce pry pravil (citujeme z knihy [1]): ,,Nebudu pro blazny cizédkim
jakymsi, ktefi si mne pomoci matematiky dobirat chté&jil*

Resenim Bernoulliovy tlohy je (zanedbame-li tfeni) oblouk cykloidy, tedy kiivky,
po které se pohybuje ventilek na jizdnim kole pii pohybu kola po rovné podlozce (labo-
ratorni podminky pro tento pokus se na Ceskych silnicich hledaji pongkud obtizng) —
viz obr. 3. Stadi sestrojit cykloidu vhodné velikosti, obratit ji vzhiru nohama a nasta-
vit tak, aby prochéazela body A a B. Na celé véci je nejpodivuhodnéjsi fakt, ze k¥ivkou
nejrychlejsiho skluzu je cykloida i tehdy, kdyz vede chvili pod 4rovn? bodu B, a pak
se obrati smérem vzhuru (viz obr. 4 a 5).

2.3. Starovéky provokatér

Na zavér této kapitoly ucinime malé historické varovani: osoba neznalad matematické
analyzy miZe ob¢as tvrdit nesmysly. (Ale pozor, neznamena to, Ze osoba matematické
analyzy znalé tvrdit nesmysly nemuze.)

Prikladem nam budiz prosluly Zenon z Eleje, ktery se ve tfetim stoleti pfed nasim
letopoétem proslavil svymi paradoxy pohybu. Tvrdil mimo jiné, Ze jakykoli pohyb je
nemozny, nebot mame-li se pfesunout z bodu A do bodu B, pak musime nejprve urazit
polovinu vzdalenosti mezi obéma body, pak ¢tvrtinu, pak osminu a tak dale, a protoze
tato posloupnost tkont nikdy neskonéi, do bodu B se nikdy nedostaneme. Jina verze
Zenonova paradoxu popisuje povéstny zavod v béhu mezi feckym rekem Achillem
a Zelvou. Zavodi se na 100 mér a pomalejsi Zelva dostane 10 mér naskok. Zenon tvrdi,
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ze Achilles Zelvu nikdy nedoZene, protoZe se nejprve musi dostat na misto, odkud
startovala Zelva, jenomze ta se mezitim o kousek posune, a tato situace se neustéle
(donekone¢na) opakuje. Pozoruhodné je, Ze provokatér Zenon samoziejmé dobie védeél,
Ze to, co tvrdi, prosté nemuze byt pravda, ale nepokusil se to nijak vysvétlit. V jeho
uvaze Achilles pfibiha stéle jenom do bodi, v nichz Zelva byla, ale uz v nich neni. To,
ze Achilles Zelvu dohoni, plyne ov8em napiiklad z pfedstavy, Ze Zelva stoji a Achilles
k ni bézi rychlosti zmenSenou o pivodni rychlost zelvy.

Zenonuv paradox v sobé& skryva chybnou tuvahu, Ze nen{ mozné secist nekonecné
mnoho ¢&isel a ziskat koneény soucet. Teorie limit nekoneénych posloupnosti a souétt
nekone¢nych fad, ktera byla poradné vybudovana az v 19. stoleti, tedy néjakou dobu po
Zenonovi, paradoxy pohybu vyvraci velmi snadno. V pfipadé zelvy si sta¢i uvédomit,
Ze jeji naskok postupné tvofi (méfeno ve starovékych miréch)

1 1 1

10, 1, —, —, —, ...
10’ 100" 1000

Stadi tedy sec¢ist nekone¢nou (geometrickou) fadu
1 1 1
S=104+1+—+—+—+... 1
115 " 100 T 1000 * M)

To muZzeme provést napiiklad tak, Ze ji nejprve vynasobime deseti, tedy

1 1 1
105 =1 1 1+ —4+—+—+...
0S5 004+10+1+ 10 + 100+ 1000+ ;

a pak vyfeSime rovnici
105 — S = 100.

Vyjde nam, Ze Achilles nejen Zelvu doZene, ale dokonce vime presné kde, totiz ve
vzdalenosti S = 11% mér od startovni ¢ary.

Je ovSem tieba si uvédomit, ze podobné kejkle nemuzeme provadét s libovolnou
fadou. Podivejme se naptiklad na fadu

S=1-141-1+1—1--- (2)

O takto (nekorektné) definované veli¢ingé S pak mizeme dokazat prakticky cokoli, co
nés napadne. Naptiklad

—S=—141-1+41—-141---=-1+5,

tedy
1
25 =1 S =—.
= 2

Nebo
S=1-H)+(1-1H)+(1-1)---=0.

Piipadné dokonce
S=1-1-1))-1-1)-(1-1)---=1.

Takze ,,souctem® uvedené fady by pfi této interpretaci mohlo byt vice nez jedno ¢islo.
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Vysvétleni spociva v tom, Ze na rozdil od fady (1) fada (2) wibec Zddny soucet
nemd. Abychom Fadu (1) uvedenym zptisobem secetli, museli bychom nejprve odnékud
védét, ze soucet mé — v tomto smyslu jsme se na ¢tenafi dopustili malého podvodu.
Ale vzhledem k tomu, Ze je to geometricka fada s kvocientem, jehoZz absolutni hodnota
je mensi nez jedna, bude ndm to snad odpusténo.

Tyto avahy zde nejsou uvedeny nadhodou. Naopak, budou se nam velice hodit pfi
FeSeni tlohy o princezné a pidalce. Proto se v nasledujici kapitole budeme tomuto
tématu vénovat podrobnéji.

3. Nekoneéné posloupnosti a fady

Prace s posloupnostmi a fadami ndm skyta rozlicné kratochvile, a to zdaleka nejen
v matematice. Psycholog, bazici po zméfeni naseho 1Q, ndm casto dava hadat nasledu-
jici ¢len jisté posloupnosti na zékladé znalosti nékolika zadanych ¢lent predchazejicich.
Dobra, vyzkousejme si to.
Uhodnete nésledujici ¢len posloupnosti, je-li zadano nékolik prvnich ¢lent?
Zacfneme s né¢im jednodussim:

1,2 3 4,5,...

Kolik je ag?
Tvrdite, ze ag = 67 No dobfe, tak miZzeme pfistoupit k téz8im otazkam. Co tieba

1, 1,2, 3, 5,8, 13, 21,...

Kolik je ag?

Ano, ag = 34. Jde o takzvanou Fibonacciovu posloupnost, ve které je zadano a; =
az = 1 a kazdy dalsi ¢len je souctem dvou piredchazejicich. Jeji autor, zvany téz
Leonardo di Pisa, k ni dospél na pocatku t¥inactého stoleti pii studiu vyvoje krali¢i
populace za jistych predpokladi na jejich obdivuhodné rozmnozovaci schopnosti.

Tteti priklad patii k té&m obtiznéjsim:

1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, 13112221, 1113213211,...

Kolik je ag?

Kdyz vam prozradime, Ze ag = 31131211131221, poznéate z toho princip, na némz
je tato posloupnost zaloZena? Jde o posloupnost v anglicky psané literatuie nazyvanou
look-and-say sequence, kterd je definovana takto: a3 = 1, a pro kazdé n € N dosta-
neme hodnotu ¢lenu a,; prectenim posloupnosti ¢islic v ¢iselném zépisu ¢lenu a,,.
Napiiklad ¢len ag ziskdme pre¢tenim numerického zapisu ¢lenu as = 111221 ve formé
,»tI1 jednicky, dvé dvojky, jedna jednicka“, takze ag = 312211.

Za ¢tvrty priklad nam poslouzi posloupnost

1, 2, 4, 8, 16,...

Kolik je ag? Nez odpovite, prostudujte si napovédu: a9 = 256.

Spravna odpovéd zni: ag = 31 (viz téz [2]). Tém, ktefi ofekavali jinou hodnotu,
dluzime vysvétleni. Uvedena posloupnost je definovana jako pocet oblasti v kruhu roz-
déleném spojnicemi n bodi. Méame dokonce k dispozici i vzorec. Ten ale nezni

ap =21

222 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 57 (2012), &. 3



jak by si mozna leckdo mohl pomyslet, nybrz

Qn, n* —6n° +23n% — 18n + 24) .

A jak to bylo s tou napovédou? Ta byla v poradku. Jen je t¥eba si neplést

1, 2, 4, 8, 16, 31, 57, 99, 163, 256, 386, 562, 794, 1093, ...

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, ...

V prvnim piipadé totiz skuteéné plati a;g = 256, ale ve druhém mame ag = 256.
(Tento chytak, zvany téz ,trojsky kii“, jsme do napovédy propaSovali schvalné.)

7Z toho je vidét, Ze nékteré psychologické postupy jsou zalozeny na velmi chatrnych
zékladech.

Kdyz uz zde zaznélo slovo psychologie, pokusime se naznacit, Ze nékteré zdanlivé
matematické problémy maji blizko pravé k postuptim zminéné discipliny.

Co kdybychom vam napiiklad sdélili, Zze Sesty ¢len vySe uvedené posloupnosti

1,2 3 4,5,...

miuze byt ag = 20127 Jisté byste okamzité chtéli védét, jestli takové necekané tvrzeni
umime zdtavodnit. S pokréenim ramen bychom vam pak nabidli vzorec

(n—=1)(n—2)(n—3)(n—4)(n—>5)
5! '

Zahy jisté prijdete na to, co je jeho podstatou: pro prvnich pét ¢leni posloupnosti
(tedy pro n = 1,2,3,4,5), na jejichz zakladé se ma hadat ¢len Sesty, je vzdy ¢ast
vpravo od znaménka ,,plus nulova. Toto pozorovani umoznilo vytvofit vzorec, ktery
pron =1,2,3,4,5 dava hodnoty a,, = n, zatimco pro n = 6 poskytne libovolné realné
¢islo A, jehoz hodnotou miZzeme ¢tenaie piekvapit (napiiklad volbou A = ), tedy
vzorec tvaru:

a, =n—+ 2006 -

(n—=1)(n—2)(n—3)(n—4)(n—>5)
5! '

anp=n+(A—n)-

Jisté byste také dokazali tento vzorec modifikovat tak, aby generoval tzv. ,jo¢ekdvané*
hodnoty b,, pro libovolny kone¢ny pocet, feknéme k ¢lent, zatimco pro ¢len s inde-
xem (k + 1) by daval jakoukoli nami pfedem zvolenou hodnotu A:

m—1)n-2)---(n—k)
k! ’

an:bn+(A7bk+1)~

MozZné jsme timto odhalenim zklamali nadSené lustitele tohoto typu uloh, ktefi
se dosud domnivali, Ze se zabyvaji matematikou. Matematik vSak musi chté nechté
konstatovat, ze odpovéd na otazku jaky je n-ty ¢len posloupnosti, zndme-li jejich
prvnich (n — 1) ¢lentt, zni pondkud nematematicky: jakykoli chcete. Jde tedy podle
naseho nazoru spiSe o tilohu psychologickou: mé se odhalit, jakym zptisobem uvaZoval
zadavatel ulohy, kdyZ svou posloupnost vytvéiel, a na zakladé tohoto vciténi urcit dalsi
jeji ¢len.
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Matematika, pfesnéji fe¢eno matematicka analyza ovsem vyzaduje, aby pro seriézni
praci s nekoneénymi posloupnostmi byly tyto jednozna¢né definovany.
Posloupnost mize byt zadana riznymi zpusoby. Nejjednodussim piipadem je expli-
citni zaddni. Priklady:
3
a podobné. Zajimavé jsou posloupnosti, které jsou definovany rekurentné. Prikladem
je jiz zminéné Fibonacciova posloupnost, dana predpisem

ap=1, ax=1, a,=an_o2+a,_1 prokazdéneN, n>3.

Dalsi rizna jind zadéni jsou reprezentovana kuptikladu jiz uvedenou look-and-say
sequence nebo tieba posloupnosti p,,, kde p,, je n-té prvocislo. (U posledné jmenované
posloupnosti miZze byt dost obtiZzné urcit jeji n-ty ¢len pro zadané (velké) piirozené
¢islo n.)

Vypocet hodnoty limity posloupnosti ¢asto predstavuje pomérné obtiznou tlohu,
a to i v pfipadech, kdy je ndm znamo, ze vlastni limita existuje. Uvedeme jeden piiklad
za vSechny. Je zajimavy mimo jiné proto, ze ma dalekoséhlé aplikace v oblasti lichvy
(neboli, jak je dnes moderni fikat, finan¢ni matematiky).

Piedstavme si, Ze pijéime néjakému (dostateéné hloupému) kamaradovi penize,
feknéme jedno sto Ceskych korun, a to na urok 100 procent ro¢né. TakZze po roce do-
staneme zpét 100 4+ 100 = 200 korun. Presvéd¢ime-li v8ak dluznika, aby ndm odvedl
kombinovany drok 50 procent kazdych Sest mésicti, dostaneme po Sesti mési-
cich 100 + 50 = 150 korun a po dalsich Sesti mésicich 1 + % krat tuto cdstku, tedy
celkem 100 - (1 + 3)? = 225 korun. Obdobnym zptsobem vede tirok 122% splatny na
tiikrat k zisku 100 - (14 3)3, tedy asi 237 korun, coZ je jesté o néco lepsi vydelek. Pri
kvartalnim inkasu vydélame jesté vic. A tak dale. Ptame se: muzeme na zakladé to-
hoto principu pohadkové zbohatnout? Co se stane, budeme-li dale zvySovat frekvenci
vybéru akumulovanych splatek?

Jak bychom tento problém mohli podchytit matematicky? Zobrazeni na mnoziné
N, vhodné pro tento ptiklad, pfifazuje kazdému pfirozenému n hodnotu 100- (14 %)”
Otazku, kterd nés zajima, muzeme zformulovat takto: budou hodnoty posloupnosti
100- (1+ %)” v zévislosti na zvySujicim se pFirozeném ¢&islu n stale naristat? A pokud
ano, porostou ,,nade vSechny meze“? Neza¢nou po néjaké dobé zase klesat? Nebo se
zastavi na néjaké konkrétni koneéné hodnoté? Jestlize ano, jak vysoka tato hodnota
bude? Budou se ¢leny posloupnosti s dost vysokym n této hodnoté rovnat, nebo se
k ni budou neustéle ,,nekoneéné pribliZovat“?

Da se dokézat (zkuste si sami!), Ze tato posloupnost je rostouci (to pro nase zistné
cile vypada dost dobfe), a tedy (podle jistého obecného principu z teorie posloupnosti),
ma néjakou limitu, a to bud kone¢nou nebo nekoneénou. Nam by se hodilo, aby

1 n
lim (1 + —) = o0.
n— 00 n

Bohuzel se vsak ukaze, Ze tomu tak neni. Plati totiz

n— oo

1 n
lim <1+—> =e~ 2,718281828459...
n

TakZe nakonec nedostaneme ani uSmudlané t¥i stovky, nestoji to za to.
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Vysledek, ktery budeme potfebovat pro feSeni dlohy o princezné a pidalce, zni
takto:

=1 ) 1 1 1 1
Z—:hm <—+—+—+-~'+—)=00-
n:ln n—oo \ 1 2 3 n

Tento fakt se matematickym jazykem oznacuje jako divergence harmonické iady a bude
mit pro FeSeni nasi ulohy zésadni vyznam. V zavéru ¢lanku ukazeme i jiny jeho zaji-
mavy disledek.

>

4. ReSeni nasi ilohy pomoci teorie posloupnosti a Ffad
Pfipomenime si, ze

V = rychlost princezny,
v = rychlost pidalky,

pficemz 0 < v < V. Regenf problému rozdélime do nékolika kroki.

4.1. Popis pocateéni situace
Budeme méfit ¢as po celych sekundach: n =0,1,2,3,... a oznacime

an = vzdalenost princezny od pocatku v ¢ase t = n,

b, = vzdalenost pidalky od pocatku v Case t = n.

Pak zfejmé bez Gjmy na obecnosti muZeme piedpokladat, ze ap = 1 a by = 0 (a Ze
zabouchnuti dveri, umisténych do poc¢atku, nezpisobi pidalce fatalni zdravotni potize).

4.2. Odhady polohy princezny a pidalky v daném case

Jak se bude pohyb obou uc¢astnic nasi hadanky vyvijet v ¢ase? Je jasné, ze po n+1 se-
kundach bude situace vypadat takto:

an+1 = 1+n- V7
bp+1 = by, +v -1+ ,poponeseni®.

Poponeseni samoziejmé neni, striktné vzato, pfesny matematicky pojem. Jedna se
o navyseni vzdalenosti pidalky od pocatku v ¢ase, ktery uplyne mezi n-tou a (n + 1)-ni
sekundou, tedy hodnoty b,, + v - 1, v disledku neustalého natahovani nekone¢né pruz-
ného zavoje. Pfesny vypodcet tohoto navyseni by ndm asi dal pofadné zabrat, vystacime
v8ak na§tésti jen s jeho odhadem zdola. Zkusme se zamyslet nad krajni situaci: kdyby
se pidalka nehnula z bodu b,,, pak by platilo

bn ,poponeseni*

an V-1
(to je pfima tméra, ¢islo 1 ve jmenovateli vyjadiuje skuteénost, ze jde o 1 sekundu).
Protoze se ale pidalka navic sama pohybuje smérem ku princezné, a tedy ode dveri,
miuzeme s jistotou Tici, Ze

b_n < ,poponeseni‘

an Vv

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 57 (2012), &. 3 225



Vyuzili jsme toho, Ze hodnota poponeseni roste smérem ode dvefi k princezné (na
drovni dvefi, tedy v pocéatku, je nulova, zatimco na princezniné hlavé by méla hod-
notu V). Takze

2 n
,poponeseni“ >V . —.
a/n

Dosadime a dostaneme:

bn
bn+12b7z+v+v'_

n

Qnp

1-V
=0+ bn . L
(¢2%)
— v+ bn . An41 )
a/n
Postupné tedy ziskivame odhady
b(] = 07
bl Z v,
1 1
b22v+v~a—2:a2~v (—+—)
al aq ag

Jak vidime, komplikovanost vypoc¢tu narista. Pro dalsi hodnotu méme

a:
by > v+ by - —
az

Cbg(l 1)
=v+a-v-—|—+—
az \ a1 a2

1 1 1
=v-az3-|—+—+—].
ay as as

Na druhé strané nam ale prvni ¢tyfi odhady odhalily zfetelné schéma. Vskutku, ma-
tematickou indukei snadno dokazeme, Ze pro obecné n € N plati

1 1 1 1
bpy>v-ap- | —+—4+—+-- 4+ —
ai as as an
(dukaz pFenechavame ¢tenafi za cvifeni). Vydélime-li ziskanou nerovnost hodnotou a,,,

dostaneme
by, 1 1 1 1
—2>v|—4+—+—+--+— .

an a1 az as 2%

4.3. Zpét k pivodni otazce

Ctenafi, ktery se mozné jiz ztratil v zdlouhavych vypoctech, pfipominame, Ze nas
zajiméa otazka, zda pidalka doZene princeznu. Jak bychom to mohli vyjadfit matema-
ticky? K setkani obou zavodnic dojde praveé tehdy, jestlize existuje néjaky konecny cas,
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ve kterém se bude pidalka nachéazet bud stejné daleko ode dveri jako princezna nebo
dokonce (teoreticky) jesté o kousek dal, tedy

dneN: b—n > 17
429
Nerovnost samozirejmé nemé fyzikalni smysl, nebot pied princeznou jiz nemame k dis-
pozici zadny zavoj. P¥i matematickém popisu této situace s ni ale musime pocitat,
protoze k setkani muze dojit v ¢ase, ktery neodpovida celo¢iselnému poc¢tu sekund.
Je ziejmé, ze ke kladné odpovédi by stacilo, aby platil vyrok

1 1 1 1
dneN: v'(—+—+—+~~+—)21.
a1 a9 as (79}

PrepiSeme tuto nerovnost ve tvaru

Bude uzite¢né si uvédomit, Ze v miZe byt ,hodné malinké ¢islo“ (a my nevime, jak
malé). Tedy % mize byt strasidelné obrovské (a my opét nevime, jak). Existuje tudiz
jen jeden zpusob, jak zarucit, ze pidalka princeznu doZene za vSech okolnosti, a to
pozadovat, aby

. 1 1 1 1

lim (—+—+—+~-+—)oo. (3)

n— 00 aq as as (07%%

Zbyva malickost: vysetfit, zda je to pravda nebo neni.

4.4. Odpovéd na otazku

Ano, je to pravda. pidalka tedy princeznu doZene vzdy, bez ohledu na velikosti
rychlosti v a V. (Uhodli jste to?)

Preci jen ale jesté jedna drobnost zbyva. Musime to dokazat.

Jak to provedeme? Budeme sledovat nasledujici myslenku: porovnéame fadu
A I (4)
a1 a2 as Qnp

s harmonickou fadou a budeme se snazit dokazat, Ze ¢leny fady (4) jsou pro velké hod-
noty n vétsi nez néjaky nasobek odpovidajicich ¢lenti harmonické fady. No, a protoze
uz vime, Ze harmonicka fada diverguje k +o0o, usoudime odtud, Ze soucet fady (4) je
také nekone¢ny. Tim bude kyZena kladna odpovéd na nasi ptivodni otazku potvrzena.

4.5. Dikaz divergence fady (3) srovnavaci metodou

Vime, Ze
1 1 1 n

Gni1 “14nV n l+n-V
Protoze pro kazdé n € N jest

1+n-V

1
=—4+V <14V,
n n
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mame

Tedy celkem

Dosadime:

Odtud plyne

. 1 1 1

lim (—+—+—+---+ —

n—oo \ a1 a9 as Qp

S 1 1 1+1+1 Jr1
— . lim — _ — _

“1+V oo \1 2 3 n
1

= —

14+V

:OO,

a dikaz je hotov.
5. Reseni pomoci diferencialnich rovnic

Ulohu lze také vy¥esit pomoci diferencialnich rovnic. Oznaéime

a(t) = vzdalenost princezny od pocatku v ¢ase ¢,

b(t) = vzdalenost pidalky od pocatku v Case t.

Jak vime, derivaci drahy podle ¢asu je rychlost. Tedy dostavame soustavu tzv. obycej-
nijch diferencidlnich rovnic

S pocdteénimi podminkamsi
a(0)=1, b(0)=0.

Clen na pravé strané rovnice (5) vyjadiuje skute¢nost, Ze rychlost pohybu pidalky (viici
zemi) se sklada z rychlosti v, s jakou se plazi po zavoji, zvétsené o rychlost, s jakou ji
rovnomeérné se napinajici zavoj poponési. Tato ,rychlost poponaseni” w(t), ktera zavisi
na ¢ase, je viuci rychlosti princezny V' ve stejném poméru, v jakém jsou vzdalenosti
pidalky a princezny od pocatku, tedy # = %. Odtud mame w(t) =V - %.

Prvni rovnici véetné pocateéni podminky vyfesime hravé, toto FeSeni se da konec-
koncti i uhodnout:

at) =1+V -t
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Nyni tento vysledek dosadime do druhé rovnice a dostaneme

V- b(t)
1+V -t
To je oby¢ejna linearni diferencialni rovnice prvniho fadu. Vyfesime ji nékterou z ru-
tinnich klasickych metod, naptiklad pomoci metody variace konstant nebo pouzitim

integracniho faktoru. Popis téchto metod zde vynechame. V kazdém piipadé dostaneme
reSeni

b'(t)=v+ s poc¢atecni podminkou b(0) = 0.

b(t):%.(Hv.t).m(uv.t):%.a(t).m(uv.t).

Ovéfeni, ze tato funkce splituje pozadovanou rovnici s uvedenou pocate¢ni podminkou,
ponechame laskavému ¢tenéari zbéhlému v derivovani za cviceni.

K dohnéani princezny pidalkou dojde pravé tehdy, jestlize najdeme né&jaké T' > 0,
pro které plati a(T) = b(T). Dostaneme rovnici

%-1n(1+V.T):1,

z niz vypocitame
A%
ev

-1
v
Povsimnéme si drobné vyhody, kterou nam pfineslo toto feSeni oproti tomu, které
jsme ziskali v pFfedchozim odstavci pomoci teorie nekoneénych fad. I tam jsme dokazali,
ze pidalka princeznu doZene vzdy, ale zde jsme navic obdrzeli i hodnotu ¢asu, ve kterém
k setkani dojde. Tato hodnota je pochopitelné zavisla na v a V. Jak uz ale vime
z predchozi kapitoly, odpovéd na nasi zakladni otédzku je kladnd ve v8ech situacich,
kdy 0 < v < V, pri¢emz na konkrétnich hodnotach rychlosti pidalky ani princezny
nezalezi.

T =

6. Jak Sikma muZe byt Sikma véz?

Na zavér uvedeme jesté jednu zajimavou aplikaci skutecnosti, zZe harmonicka rada
diverguje k +o00. Predstavme si nejprve, Ze na hrané stolu (resp. betonového zékladu
budovy) stoji na sobé t¥i stejné kvadry (resp. tfi stejné velké cihly). Otazka je, jak
daleko ve vodorovném sméru lze posunout obé nahofte lezici cihly, aby takto vzniknuvsi
varianta Sikmé véZe nespadla. Pfredpokladame pfitom, Ze cihly nepoji zaddné lepidlo ani
malta, lezi pouze volné na sobé.

V praxi lze tuto tlohu simulovat experimentem, pii kterém napiiklad nejprve vy-
suneme horni cihlu ,tak daleko, jak to jde, ale tak, aby nespadla®, a dale vysuneme
stejnym smérem horni dvé cihly (poloha téchto dvou cihel vii¢i sobé se jiz neméni) pii
zachovani stejné podminky (viz obrazek 6).

Vzdalenost a1, o kterou lze maximalné vysunout horni cihlu, je intuitivné rovna
poloviné délky cihly. Podstata tohoto pozorovani je vystizena fyzikalnim nahledem na
véc, ktery Tika, Ze soustava hornich dvou cihel je stabilni, pokud té&Zisté horni z obou
cihel lezi stale jesté nad dolni cihlou. Je-li délka cihly 2d, je proto a; = d maximé&lni
vzdalenost, na kterou lze horni cihlu vysunout, aniz by spadla.

Podobné 1ze ve druhém kroku soustavu hornich dvou cihel vysouvat tak dlouho,

dokud bude jejich spolecné tézisté lezet nad cihlou treti. Fyzikalné fefeno, moment
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a,

Obr. 6. Ke konstrukci Sikmé véze z cihel

vysledné tihové sily Fis pro horni dvé cihly vzhledem k pevné zvolené ose otaceni
(miizeme ji stanovit napiiklad ve vzdalenosti vysunuté hrany horni z obou cihel, tedy ve
je pak roven (aj + az)Fi2. Tento moment je ovSem roven souc¢tu momenti tihovych
sil prvni a druhé cihly, tedy a1 Fy 4 (a1 + d)Fs. Protoze vSechny cihly maji stejnou
hmotnost m, plati pro velikost tihovych sil F; = F» = mg, F12 = 2mg, kde g je tihové
zrychleni v gravita¢nim poli Zemé. Po dosazeni do rovnice a vykraceni vyrazem mg
tedy dostaneme

2(&1 + ag) =a + (a1 + d) (6)

odkud as = %, a dvé cihly lze tedy vysunout do vzdalenosti a; + as = d + % = %.
Zajimavgjsi je otazka, kam aZ by bylo (teoreticky) mozné vysunout n cihel, pFipadné
co se bude dit, pokud (opé&t teoreticky) pfipustime, Ze pocet vysouvanych cihel mize
riist nade viechny meze. Uvahou podobnou té vyse provedené dostaneme, ze moment
vysledné tihové sily pro n cihel, postupné vysunutych do vzdalenosti a1, ..., a,, tedy
(a1 + - - -+ an)nmg, je roven souctu momentu tihové sily pro (n — 1) cihel, vysunutych
v pfedchozim kroku, tedy (a1 +- -+ an—1)(n—1)mg, a momentu tihové sily n-té cihly,

tedy (a1 + -+ an—1 + d)mg. Odtud dostaneme
(ar+-—+a)n=(a1+ -+ an-1)(n—1)4+ (a1 + -+ an—1+4d), (7)

coz po upravé dava a, = %. Soustavu n cihel lze tedy (bez pouziti malty) vysunout
do vzdalenosti

1 1
a1+a2+-~-+anzd(1+§+-~-+g>.

Protoze je soucet v zavorce vpravo roven n-tému ¢asteénému souctu divergentni har-
monické fady, je takto teoreticky mozné, budeme-li mit k dispozici dostateéné mnozstvi

230 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 57 (2012), &. 3



cihel, vysunout tyto na libovolné velkou vzdélenost. Je pravda, ze cihly, vysouvané az

do limitni polohy tézisté, nevytvori véz prili§ stabilni. Jisté ndm vSak nic nebréni,
abychom n-tou cihlu posunuli jen o polovinu spoé¢tené vzdalenosti, tedy o % Takova
véz bude pak stabilni, a protoZe ,polovina harmonické fady* urcité také diverguje,
budeme teoreticky opét moci vysunout cihly libovolné daleko.

Harmonicka fada ovsem diverguje velmi pomalu, stavitel takovéto véze tedy nemuze
doufat, Ze brzy dosahne zavratnych hodnot cihlovych previsti. P¥i rozméru standardni
cihly (290 x 140 x 65 mm) by napiiklad pro vybudovani cihlového pfevisu 1,5 m
bylo potieba asi 17500 cihel, v&Z z nich sestavena by pak byla vysoka pres kilometr.
Takova zprava by jisté nepotégila zddného investora, byt by byla doprovézena pondkud
prekvapivym dodatkem, ze naklady na maltu budou nulové.

Podékovani. Autori dékuji doc. RNDr. Emilu Caldovi, CSc., za jeho podnétné pri-
pominky k pfedchozi verzi tohoto ¢lanku.
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