Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

FrantiSek Kufina
Hilbert nebo Hadamard?

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 57 (2012), No. 3, 239-253

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/143205

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 2012

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/143205
http://dml.cz

vyucovani

HILBERT NEBO HADAMARD?

Frantisek Kuvina, Hradec Krdlové

1. Uvod

Clanek je vénovan problematice vyucovani
geometrii, a to predevsim na stfedni skole.
Vychodiskem mych tvah je poznani cha-
rakteru elementérni geometrie ve dvaca-
tém stoleti. Geometrie byla, jak znidmo,
v podstaté deduktivné zpracovana feckym
matematikem Fukleidem z Alexandrie
(cca 365-300 pred n. 1) v dile Zdklady,
které vyslo v pfekladu Frantiska Servita
v r. 1907 [16], nové pak vysel tento pieklad
s komentari Petra Vopénky v letech 2007
(knihy I-IV) a 2009 (knihy V-VII)
(4], [15]).

V roce 1899 vysly u pfilezitosti slav-
nostniho odhaleni Gaussova pomniku
v Gottingen Zdklady geometrie némeckého
matematika Davida Hilberta (1862-1943),
které na turovni matematiky dvaca-
tého stoleti zpracovavaji tématiku Euk-
leidovych Zékladu. Je to kniha, v niz Hil-
bert polozit zéklady matematického for-
malismu. Geometrické pojmy maji pouze
ten obsah, ktery vyplyva z explicitné for-
mulovanych axiomi. Cilem Hilbertova po-
jeti bylo studovat nezavislost a bezespor-
nost axiomatického systému.
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Rok pfed tim, v roce 1898, vydava
francouzsky matematik Jaques Hadamard
(1865-1963) obsahlé dilo Piedndsky z geo-
metrie, v némz poutavym a prirozenym
zpisobem vyklada elementarni geometrii.
Autor si védomé klade vzdélavaci cile
a o kvalité jeho dila mluvi nejen fada vy-
dani ve Francii, ale i v dalSich zemich.
V poslednim americkém vydéani z r. 2008
piSe prekladatel Mark Saul: ,,Hadamar-
dova vize geometrie je i po stu letech po-
zoruhodné svézi. Klasické pristupy jsou
citlivé vyvaZzeny s modernimi postupy*
([19], s. ix).

Bernard Bolzano napsal ve svém Zi-
votopise: ,,... povim, jak se stal jednou
slavny matematik Eukleides mym léka-
fem. Bylo to praveé o jednéch prazdninach,
které jsem jako obycejné travil v Praze,
kdyz mé prepadla churavost, jakou jsem
jesté nikdy nepocitil, a ktera se projevila
mrazenim a malatnosti vSech uda. Abych
se co mozno vzchopil, pustil jsem se do
Eukleidovych Zakladt a ¢etl jsem nyni po-
prvé nauku o vztazich, kterou jsem zde na-
Sel zpracovanou zptsobem pro mne jesté
docela novym. Duchaplnost eukleidovské-
ho podani pusobila mi tak Zivou radost,
7Ze jsem se okamzité citil opét zdrav“
([6], s. 30).

Ja jsem pocitil podobnou radost
a uspokojeni nad Hadamardovou geomet-
rif, kdyz jsem ji jako student uéitelstvi cetl
na Matematicko-fyzikalni fakulté v Praze.
Tato Cetba se stala zarodkem mé lasky ke
geometrii.

Ackoliv Hilbertovy zameéry nebyly
patrné pedagogické, ovlivnily jeho Zakla-
dy, podobné jako Zaklady Eukleidovy vy-
uCovani geometrie v mnoha zemich. A to
je také divod, pro¢ se o Hilbertovych Za-
kladech zminuji. Patrné v mensi mife
ovliviioval geometrické vzdélavani pristup
Hadamardiv. Podle mého nézoru — na
gkodu véci. A¢koliv Hadamard v8echny vé-
ty dokazuje, neni jeho kniha koncipovana,
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na rozdil od Hilberta, axiomaticky. Pro
dalsi vyklad nazvu koncepci Eukleides —
Hilbert koncepci logickou, Hadamardiv
pristup budu stru¢né nazyvat piistupem
prirozenym nebo psychologickym.

Jak ucit geometrii na stfedni skole
a jak ve vzdélavani ucitela? Podle Hilberta
nebo podle Hadamarda? Zamysleni nad
touto otézkou je hlavni cil mého prispév-
ku. Klicem k porozuméni néjakému jevu
je poznani souvislosti, poznani struktury
jevu. V8imnéme si tedy nejdiive pojmu
struktura.

2. Co je struktura?

Némecti autoti Christoph J. Scriba a Pe-
ter Schreiber napsali v knize 5000 let ge-
ometrie — Historie, kultura a lidé: ,,Davno
predtim, nez se vyvinulo pismo, patrné
¢lovék vnimal a systematicky vyuzi-
val geometrické struktury. Priroda na-
bizela zraku nejen linie k¥ivé, ale i Gary
primé, napft. na stéblech travy a kmenech
stromil, na jejich prifezech i kruznice. PFi
tkani a pleteni vznikaly jednoduché dvoj-
dimenzionalni vzory, které byly zamérné
modifikovany a napodobovany jako ozdo-
by na hlinénych nddobach. Takovéto geo-
metrické ornamenty jsou prokazatelné jiz
v dobé 40000 let pred zacatkem naSeho
letopoctu® ([45], s. 6).

Slovo struktura se uziva v mnoha sou-
vislostech, napf. struktura knihy, struk-
tura uciva, struktura jazyka, struktura so-
cialni, struktura psychicka, struktura ma-
tematicka, . ...

Pojem struktura nelze patrné v pres-
ném smyslu definovat. Pro nage tcely staci
toto vymezeni: ,,Struktura je souhrn vzta-
hi, které existuji mezi ¢astmi uspofada-
ného celku, proptijéuji mu stabilitu a zaru-
¢uji jeho funkei“ ([40], s. 524). O struktu-
rach existuje dnes mnoho literatury. Pfi-
pomenme namétkou knihy: Struktura ve-
deckyjch revoluct amerického fyzika Tho-
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mase S. Kuhna z r. 1962 [29], Struktura
a wvhled nizozemského matematika Pierre
M. Van Hieleho z r. 1986 [51] nebo Struk-
tura a celek francouzského filozofa Patric-
ka Seriota z r. 1999 [48].

O kofenech strukturalismu v souvis-
losti s matematikou piSe ptsobivé Amir
D. Aczel. ,Myslenky strukturalismu kli-
¢ily v seminafich ve francouzské metro-
poli, které koncem ¢tyricatych let navsté-
voval Alexandre Grothendieck. Jejich tvir-
ci byli ve skutenosti vSichni profe-
sofi, které v PafriZzi potkal: Cartan, Weil,
Chevalley a dalsi. Parizsky kavarensky zi-
vot neovladali jen filosofové, spisova-
telé a umélci, ale také matematici. A patr-
né poprvé v moderni historii matematika
hrala klicovou roli v bézné kultuie — zpi-
sobem, jaky mél obdoby pouze ve velmi
vzdalené minulosti v antickém Recku*
([1], s. 54).

V lingvistice se poprvé objevil pojem
struktury, ktery na matematickém zékla-
du zpfesnil Bourbaki. Pod timto pseudo-
nymem publikovala, jak znédmo, skupina
mladych matematiki, ktefi si dali cil kon-
cipovat v jednotném pojeti celou matema-
tiku. A pravé ,matematika se stala zejmé-
na v Bourbakiho dile oblasti, v niZ struk-
turalistické myslenkové hnuti dvacéatého
stoleti rozvinulo svou silu a vyznam. Za-
kladnim predpokladem strukturalismu je,
ze veskeré lidské chovani vychazi z vro-
zené schopnosti usporadavat a t¥idit. Tato
schopnost utajené v lidském mozku, dava
vzniknout jazyku. Tytéz struktury skryté
uvnit¥ mozku jsou v8ak také zdrojem my-
tl, tvofivosti a riznych socidlnich mode-
la .... Strukturalismus se zabyva vztahy
mezi celky a jejich souc¢astmi. Celek je lo-
gicky nadfazen nad jednotlivymi ¢astmi
a dulezitgjsi nez samotné objekty jsou
vztahy mezi nimi. Skryta struktura mé
tedy mnohem vétsi vyznam nez to, co je
v dané situaci zietelné nebo napadné .. ..
Strukturalismus je interdisciplinarni a
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multidisciplinarni, ovlivnil jak matemati-
ku, tak lingvistiku, antropologii a literarni
kritiku. Prichod strukturalismu zptsobil
myslenkovou revoluci® ([1], s. 113, 114).

,Bourbakisté zdiraznovali matematic-
ké struktury na tukor aplikaci a prikladu.
V jejich knihach nebyly zadné obrazky —
jako by matematickou intuici svazali axio-
matickou svéraci kazajkou“ ([4], s. 261).
,, VEétsina matematiki tuto svéraci kazajku
odmitala a obrazka plné vyuzivala, pro-
toze v nich vidéli intuitivniho priavodce
logikou a zkratku, ktera jim poméhala za-
hlédnout cestu k diikazu nebo najit fatalni
protipriklady* ([4], s. 236).

Presto v8ak i Aczel zduraznuje: ,,Bour-
baki a jeho prispévky byly pfimym pro-
duktem kulturniho kvasu, ktery probihal
v prvnich desetiletich dvacatého stoleti.
Cist4 matematika se miiZe jevit jako
abstraktni obor lidského zkouméni bez
pfimé navaznosti na redlny svét. Ve sku-
tecnosti je tizce provazana s obecnou kul-
turou. Skoro zadni matematici, dokonce
ani ti, ktefi se zabyvaji nejabstraktnéjsi
a nejtajemnéjsi matematikou, nejsou zcela
odlouceni od skutecnosti bézné kultury,
ktera je obklopuje. Velky pokrok v mate-
matice proto ¢asto nasleduje za dilezitymi
trendy ve vSeobecné kultufe; a naopak,
vyvoj v matematice ptisobi jako zvéstova-
tel zmén v kultufe vibec® ([1], s. 61).

Do ¢eské didaktiky zavedl matematic-
ky pojem struktura Jaroslav gedivy’ v kni-
ze priznacné nazvané O modernizaci Skol-
ské matematiky. V ni jsou v bourbakistic-
kém duchu vyloZeny pojmy mmnozina, re-
lace, bindrni operace a algebraické struk-
tury grupoid, pologrupa, grupa, okruh a té-
leso ([50],s.209). Matematicka struktura
se obvykle chépe jako soubor mnozin a re-
laci s explicitné formulovanym systémem
jejich vlastnosti (to jsou tzv. axiomy struk-
tury). Podle Sedivého ,,Obsahem modernf
matematiky je cilevédomé studium riz-
nych matematickych struktur® (50],s. 17).
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Struktury se vyskytuji v pfirodé i ve
spole¢nosti. Jako pfiklady miizeme uvést
armadu urcitého statu, mravenisté, zivo-
¢iSnou ¢ rostlinnou ¥i8i, ale napf. i rodinu
nebo zvolené misto. Mésto jako souhrn je-
ho obyvatel s jejich organizacemi, vztahy
obyvatel k organizacim, vztahy mezi orga-
nizacemi a vztahy mezi lidmi je ovSem zce-
la jin& struktura nez totéz mésto jako
souhrn jeho domi s piislusnymi ulicemi,
dopravou, kanalizaci atp. Strukturou je
napt. Cesky jazyk s prislusnou slovni za-
sobou a zakonitostmi tvorby vét a grama-
tikou, zcela jinou strukturu tvoii vSechny
jazyky svéta, .... Tyto struktury odrazeji
zpusoby usporadani prislusnych celkt.

Objektivné existujici struktury pfiro-
dy a spole¢nosti ¢lovék vniméa, vytvari si
o nich predstavy, ziskava s nimi zkuSenosti

Systematickym studiem struktur pri-
rody a spoleCnosti se stavaji struk-
tury slozkou védy a kultury. Podle Ro-
mana Osipovice Jakobsona (1896-1982)
kazdy soubor jevi, kterym se soucasné
véda zabyva, neni pojiman jako mecha-
nické seskupeni, ale jako strukturni jed-
notka, jako systém. Hlavnim tkolem je
odhalit jeji vnitini zdkony, statické i dyna-
mické. V centru zajmu soucasného védce
nejsou vnéjsi podnéty, ale vnitini podmin-
ky vyvoje, nikoli mechanicky aspekt vy-
voje, ale jeho fungovani ([48], s. 282). Pri-
tom je zajimavé, Ze podle pivodni kon-
cepce F. de Saussera (1857-1913) je sys-
tém konstrukci, kterd je zavisld na thlu
pohledu, kdezto podle Jakobsona a Tru-
beckého je realita systematickd sama o so-
be“ ([48], s. 283).

Cinnost  prazského lingvistického
krouzku, jehoz vysledky jsme zde pripo-
mnéli, hodnoti Jifi Fiala ,jako nejvyssi
prinos Ceské védy a kultury dvacatého sto-
leti kultufe svétové“ ([17], s. 84).

Aniz bychom se zabyvali témito hlubo-
kymi a do zna¢né miry diskutabilnimi filo-
zofickymi otazkami, pfipomenme, Ze ma-

241



tematika je konstruovana realita, mnoziny,
relace a prijaté axiomy jsou soucésti defi-
nic pfislusnych struktur. Protoze, jak uka-
zeme v dalsfm, je mozné napf¥. pro-
stor strukturovat rizné, je konstrukce za-
visla na thlu pohledu budovatele teorie.
Nase stfedoskolskd matematika odrazi
ideu, které se patrné pod nepifimym vli-
vem bourbakismu nebylo mozné ve druhé
poloviné 20. stoleti vyhnout, Ze zékladem
matematiky jsou matematické struktury
a cilem vyucovani je seznamit studenty
s témito strukturami. Tak vznikly napft.
v oblasti geometrie udebnice [43], [44]
a [26]. Vzdslani orientované na zakladni
struktury i na nizsich stupnich skol se rea-
lizovalo v . mnohych statech svéta, u nas
napf. zavedenim tzv. mnoZzinové matema-
tiky ve skolské reformé z roku 1976; bylo
v8ak netuspésné. Idea vyznamného ame-
rického psychologa Jerome S. Brunera, ze
,ucebni osnovy urcitého predmétu maji
byt urcovany nejzékladnéjsim porozumé-
nim, jehoZ lze dosdhnout na zakladé nej-
obecnéjsich principi, které tvori strukturu
tohoto predmétu® ([8], s. 38), se ukazala
jako mylna.

3. Geometrické struktury

Je témeér neuvéfitelné, ze objevitelé ne-
eukleidovské geometrie (rusky matematik
Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij (1793-1856),
madarsky matematik Jdnos Bolyai
(1802-1860) a némecky génius Karl Fried-
rich Gauss (1777-1855)) vytvareli sva dila
v dobé, kdy nebyla znama axiomaticka
metoda. Je to spiSe tak, ze k jejimu vzniku
badanim o neeukleidovské geometrii pri-
spéli. Za tvirce moderni axiomaticky lze
pokladat, jak jsem se uz zminil, Davida
Hilberta. Jeho axiomatika je zaloZena na
struktufe

H:(Bapaiama‘Sl,SQ),

kde B je mnozina bodi, P je mnozina pii-
mek, i je bindrn{ relace incidence bodu
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a piimek, m je ternarni relace ,mezi“ na
mnoziné boda pifimky, s; je binarni re-
lace shodnosti tisecek, s5 je binarni relace
shodnosti thla. Tato struktura je popsa-
na, jak znadmo, axiomy incidence, uspo-
radani, shodnosti, spojitosti a rovnobéz-
nosti. V téze dobé& vypracoval zaklady ele-
mentarni geometrie i italsky matematik
Mario Pieri (1860-1913). Primitivnim po-
jmem jeho axiomatiky je pojem pohybu.
Kromé toho vytvoril axiomatickou geome-
trii zaloZzenou na pojmu vzdalenost
rusky autor Venjamin Fedorovi¢ Kagan
(1869-1953). Hilbertovy Zaklady [22] za-
stinily prace Pieriho [41] i Kagana [25],
ackoliv nelze Tici, ze by Hilbertovo pojeti
bylo nejvhodnéjsi (to je nejen nazor muj,
v podobném duchu se wvyslovil i rusky
matematik  Isaak  Moisevic  Jaglom
([38], s. 598 ruského prekladu). V ro-
ce 1918 publikuje v knize Prostor, cas,
hmota [56] americky matematik némecké-
ho puvodu Herrman Weyl (1885-1955)
axiomatiku elementarni geometrie zaloze-
nou na struktuie

W= (B,V,s,nl,ng,v),

kde B je mnozina bodt, V' je mnozina vek-
tort, s je algebraicka operace séitani vek-
torl, ny je nasobeni vektoru redlnym ¢&is-
lem, no je skaldrni nasobeni vektori a v je
zobrazeni, které libovolnym dvéma bodim
prifazuje vektor. Je zajimavé, ze tato axio-
matika vze$la z popisu realného prostoru
ve spolupraci s Albertem Einsteinem
(1879-1955) pii tvorbé teorie relativity.

S trochou nadsazky lze tici, ze dvacaté
stolet{ nic zasadné nového v axiomatice
elementarni geometrie nepfineslo; k primi-
tivnim pojmum bod, pifimka, rovina, inci-
dence, usporadani se pridava bud shod-
nost tsecek a hli, nebo mira tsecky, ne-
bo pohyb, nebo pojem vektoru.

Uvedme nyni nékolik prikladi.

Jan Vysin (1908-1983), jedna z vid-

¢ich osobnosti nasi didaktiky matematiky
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po roce 1945, napsal pro vzdélavani uci-
telt v hilbertovském duchu uéebnici Ele-
mentdrni geometrie. Je to poctiva kniha.
Na samém zac¢atku autor varuje: ,Ctenar
si musi byt védom toho, Ze solidni studium
zékladl geometrie, byt se mu zdélo neza-
bavnym, protoze zdanlivé nepfinasi nové
poznatky, je pro ného jako pro ucitele geo-
metrie nezbytné nutné, méa-li této disci-
pliné vyucovati na védeckém podkladé“
([54], s. 4). Kniha tedy za¢ina varovanim:
Véda je nuda.

Axiomy incidence a usporadani jsou
,silné“ a vméstnaji se na jednu stranu.
Mezi nimi je i axiom o déleni roviny p¥im-
kou na poloroviny. O obrazcich autor zd-
raziiuje: ,, Veskeré obrazy, kterymi je vy-
klad této ucebnice doprovazen, slouzi jen
k tomu, aby si ¢tenal snaze zapamatoval
danou situaci a orientoval se pii dokazo-
vani ([54], s. 6). Trojahelnik je definovan
,mnozinové“: Trojihelnik ABC se sklddd
ze viech bodi usecek AX, kde bod X pro-
bihd stranu BC. ([54], s. 19). Dokazuje se
napt. véta: BudiZ ABC trojihelnik, P bod
jeho wvnitiku, PX libovolnd polopiimka
s pocdatkem P. Pak polopiimka PX obsa-
huje prave jeden bod obvodu trojuhelni-
ku ABC* ([54], s. 20).

Axiomy shodnosti tise¢ek a uhla jsou
¢tyti. Tradicni véta (sss) o shodnosti troj-
thelniktt  je zde definici, véty (sus),
(usu), (suu) a (Ssu) se dokazuji. Studuji
se shodné zobrazeni v pifimce a v roving,
vCetné vét o rozkladu shodnosti na osové
soumeérnosti. Spojitost se zavadi ,,dedekin-
dovskym‘ axiomem, jako véta se dokazuje
tradiéni Archimédtv axiom. Dosti pod-
robné se studuji vlastnosti kruZnice
a eukleidovské konstrukce.

Axiom rovnobéznosti se uvadi v ob-
vyklé formé (danym bodem k dané p¥imce
existuje nejvyse jedna piimka rovnobéz-
n4). Teprve na s. 149 se zavadi délka tseé-
ky a poctivé se dokazuje jeji existence
a dalsi véty. Podobné podrobné se studuje
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velikost thla. Nésleduji kapitoly o podob-
nosti, mnohotihelnicich a obsahu na za-
kladé shodné rozlozitelnosti. Na 265 stran-
kéch je soustiedén skutecéné bohaty obsah.
Odhaduji, Ze snad na zadné ceské univer-
zité se dnes takto dikladné planimetrie
nestuduje.

Zofia Krygowskd (1904-1988), vyrazné
postava svétového moderniza¢nfho hnuti,
se ve své knize [28] od Hilberta velmi vy-
razné odchyluje. Po vykladu o pojmu
mnozina a uspofddani prechazi autorka
k ,silnym“ axiomim geometrie roviny.
V prvnim axiomu pozaduje existenci ne-
kone¢né mnoha bodt roviny a nekone¢né
pfimek roviny prochazejicich danym bo-
dem. Druhy axiom je tradi¢ni: Dvéma riz-
nymi body prochézi pravé jedna piimka,
nasleduje axiom rovnobéznosti. Déle se
zavadi vzdalenost jako &islo prifazené libo-
volnym dvéma bodim a na kazdé pfimce
se pozaduji dvé uspofadani bodu. Nasle-
duje axiom o nanéseni tsecky dané délky
na polopifimku. Po zavedeni piislusnych
pomocnych pojmau je formulovan pozoru-
hodny ,topologicky“ axiom: Usecka, je-
jiz. jeden krajni bod je vnitfnim, druhy
vnéjsSim bodem utvaru, ma body spoleéné
s hranici utvaru. Dalsi axiom vyjadiuje
nézorny fakt, Ze piimka déli rovinu
na dvé konvexni neomezené oblasti.
Devaty axiom se tyka shodnosti. K libo-
volnym dvéma bodum roviny existuje jeji
shodné zobrazeni, pro néz jsou tyto body
samodruzné.

Gustav Choquet, vyznamny francouz-
sky matematik a Cestny doktor Univer-
zity Karlovy, napsal u¢ebnici [23], v niZ
je axiomatika s primitivnimi pojmy bod,
pfimka, rovina, incidence, rovnobéznost,
kolmost a vzdalenost ivodem ke studiu li-
nearni algebry. Linearni algebra je, v na-
prostém odklonu od Eukleida a Hilberta,
zékladem elementarni geometrie v pojeti
Jeana Dieudonného, jednoho ze zaklada-
telt skupiny Nicolas Bourbaki [12].
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V druhé poloviné dvacatého stoleti
vznikla celd fada dalsich axiomatik ele-
mentarni geometrie. Pfipomefime napf.
publikace americkeé [38], [57], ruskeé [5], [42]
némecké [7], [35], [3] a francouzskou [13].

Nazor, 7ze ,soucasna axiomatika geo-
metrie se vétSinou opira o knihu Davida
Hilberta Zaklady geometrie® ([46], s. 218)
je patrné ponékud zkreslujici.

Axiomaticky koncipované uc¢ebnice vy-
chéazeji programové z predpokladu, ze Cte-
nar nemé zadné predbézné znalosti o stu-
dované oblasti. Ta je totiZ plné definovana
prislusnymi axiomy a jakékoli predstavy
o pojmech studiu spiSe skodi nez poma-
haji. Pfipomenme v té souvislosti Casto
citovany Hilbertiv vyrok, ze v axiomech
a matematickych vétach lze nahradit slova
,bod“, | primka*, _rovina“ napft. slovy
Hstal“) [ zidle”, | tacek®. Takovyto pristup
je pochopitelny z hlediska studia axioma-
tiky, tézko vSak bude akceptovatelny napr.
pro technika a je zcela nevhodny i z hle-
diska pedagogického a psychologického.
Poznavaci proces neni procesem ,lineéar-
nim“, vyslovenim definice se nemusi po-
jem dostat do myslenkového svéta studen-
ta. Teprve ,,pracovnim® kontaktem si stu-
dent pojem osvojuje. Vyznamnou roli pfi-
tom hraji zkuSenosti, predstavy, predbéz-
né znalosti, ale napf. i ambice studenta
a Fada dalsich souvislosti.

4. Prirozeny pristup ke geometrii

Vratme se k monografii 5000 let geomet-
rie, jiz autofi recenze v PMFA [37] hodnoti
jako ,,v kazdém sméru excelentni knihu“.
Na rozdil od fady praci z historie mate-
matiky zasazuji Scriba a Schreiber vyvoj
matematiky do spole¢enskych souvislosti.
Kazda epocha, které se vénuji, je uvedena
tabulkou ,,vyznamnych historickych uda-
losti* a uzaviena prehledem ,,podstatnych
geometrickych jeva“ prislusného obdobi.
Je to v souladu s ndzorem amerického ma-

244

tematika P. A. Griffitha, ktery charakte-
rizuje matematiku jako ,hledani struktur
a vzorl (patterns), které do naSeho ves-
miru vnéseji poradek a jednoduchost
([18], s. 206). Protoze je podle mého na-
zoru takovyto pristup pou¢ny i pro konci-
povéani vzdélavani, uvedu zde struéné po-
hled Scriby a Schreibera na geometrii
20. stoleti.

Na pozadi vyvoje védy a techniky
(Einsteinova teorie relativity, pocita-
e, ...), ale i uméni (architektura, vytvar-
né uméni, ...), v prostfedi vyznamnych
spole¢enskych udalosti se ve 20. stoleti
podle Schreibra a Scriby vyvijela geomet-
rie v téchto smérech:

Ziklady geometrie: axiomatické zalozeni
geometrie, David Hilbert, metodologicka
a logicka badani.

Abstrakce: nekone¢nédimenzionalni pro-

story, pfenos geometrickych pojmi do dal-
gich oblasti.

UZiti v pFirodnich véddch: teorie relativity,
Minkowského geometrie, kvantova fyzika,
fyzika pevnych latek, aperiodicka parke-
taz.

UzZiti v technice: kinematika, konstrukce
roboti, diferencialni geometrie ploch, sto-
chastick4 geometrie, kombinatoricka topo-
logie, dopravni sité.

UZit7 v informatice: graficky popis objek-
tl, rozpoznavani obraz.

Geometrie v uméni: neredlnd zobrazeni,
parketaZ, ornamenty (Escher, Vasarely,
Bill, Dali).

Resent problému ¢tyr barev.

Jestlize pfirodni védy, technika a umé-
ni ovliviiovaly geometrii ve 20. stoleti, jak
presvédcivé dokladaji Schreiber a Scriba,
mély by tim spiSe ovliviiovat zkuSenosti
zakl a podnéty z prirody, techniky a umé-
ni vyucovani, specialné vyucovani geome-
trie. Ve stfedogkolskych lavicich sedi snad
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nékolik matematiki, jsou tam vsak ve vét-
§f mife budouci 1ékari, prirodovédci a tech-
nici, vyskytuji se tam i budouci filozofové
a umélci.

Vsimnéme si proto nékterych moznos-
ti, které by vyucovani geometrie mélo vy-
uzivat.

Nas svétové prosluly malit Frantisek
Kupka (1871-1957) napsal: ,,Architektura
— uméni, jez vzeSlo z potieby piistiesi —
zaklada se zcela na reSeni déleni prostoru.
Pro ni otazka objemu tkvi v tom, Ze jedna
nebo nékolik CGéasti prostoru je uzavie-
no .... Utvafeni objemu vyplyva tu zcela
z uzitkové podminénosti“ (]|27], s. 137).
Vystihl tak princip déleni a vypliiovani
prostoru, ktery povazuji za zakladni pro
koncepci Skolské geometrie. Pfiroda roz-
délila povrch Zemé na pevniny a mofe,
historie rozdélila kontinenty na staty. Dé-
leni a vyplilovani prostoru je spjato
s praktickymi problémy Zzivota starych ci-
vilizaci a se vznikem prvnich geometric-
kych poznatkt. Méfeni délek se zaklada
na Archimedové axiomu

Ya,b,€ RT 3n € N [na > b],

tzv. Cavalieriho princip formuloval Archi-
médes témér 2 000 let pred Cavalierim ,,fy-
zikalné*:

Jestlize do dvou nddob prFitékd voda tak,
Ze v kaZdém okamZziku md hladina vody
tyz plosny obsah, pak je v obou nddobdch
vkazdém okamZiku tyz objem vody (obr. 1).

Déleni roviny ¢tvercovou siti jako geo-
metrické vyjadreni starého hesla Divide et
impera, rozdél a zvlddni uvadi FrantiSek
Kadetdvek v souvislosti s jeho roli ,,trans-
formac¢ni“, pfenaseci, pii zvétSovani obra-
z0 ([24], s. 57), je to ovSem i zaklad Jorda-
novy teorie miry. Problémy spjaté s déle-
nim roviny jsou zivé i dnes. VyfeSeni tzv.
problému ¢&tyf barev uvadéji Schrei-
ber a Scriba jako jeden z vyznamnych vy-
sledkit matematiky 20. stoleti, pozoruhod-
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S(x)

Obr. 1.

né priklady vyplhovani roviny nebo jeji
Casti jsou znadmy z umeéni (napf. Maurits
FEscher) i z matematiky (Johannes Kepler,
Roger Penrose aj.). Radu ukézek lze najit
v knize [47] nebo v ¢lanku [11].

Ackoliv se pojem prostoru dostava do
matematiky az v 17. stoleti, dere se do
gkolské matematiky z prirody, techniky
a uméni. I proto pfipominam nékteré ideje
Kupkovy, Archimedovy a Cavalieriho.

Matematika souvisi tedy nejen s fese-
nim praktickych otazek Zivota ve spolec-
nosti, ale i s uménim. V§imnéme si proto
souvislosti geometrie a uméni podrobné;ji.

Pohybem ruky Mikuldse Alse vznikla
kresba reprodukovanid na obr. 2. Je to
kresba pro autora netypicka, skoro se chce
fici éméaranice, presto vSak tento obréazek
vyvolava iluzi trojdimenzionélniho vy-
jevu. Takovyto ,zazrak® morfismu mezi
dvojrozmérnym obrizkem a trojrozmér-
nou realitou je zakladem deskriptivni geo-
metrie, discipliny vyznamné napi. pro
aplikace geometrie na techniku. Je ovSem
i zakladem ¢asti vytvarné tvorby. Uzita
vytvarna tvorba se muze realizovat dvéma
sméry: vytvarné dilo je obrazem existujici
reality nebo je zdkladem konstrukce nové
skutenosti (plan stavby ¢i stroje, navrh
kostymu ¢&i divadelni scény).

Umélecka vytvarna tvorba nemusi mit
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Obr. 2.

Obr. 3.

prirozené charakter zobrazeni napt. objek-
tu prirody, mtze byt i konstrukei vyjadiu-
jici ,,pouze” estetické hodnoty. Na obr. 3
uvadim jako priklad geometrickou konst-
rukci §vycarského vytvarnika Paula Kleea.

Détska kresba (tuzkou ¢&i pastelkou)
ma jiz od raného véku réz zobrazo-
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Obr. 4.

vani prostorovych predméti, pritom ne-
musi jit nutné o zobrazovani v geomet-
rickém smyslu. Dolozme to obrézkem 4,
ktery spravné zachycuje skutecnost, Ze
hrnek ma jisty objem a Ze lze do né&j nalit
shora tekutinu, vidét vSak hrnek takto ne-
muzeme. Kresba je tedy svym zptsobem
abstrakci. Skutec¢nost, ze pfiroda mluvi
jazykem geometrie miuzeme ilustrovat
obrazkem koralovych tutvard (obr. 5)
z Haeckelovy monografie [20]. Po teore-
tické strance se této problematice vénuje
¢lanek Univerzdlni prirodni tvary [52].

Dalsim rysem prirozeného piistupu ke
skolni geometrii je dimenzionélni pohled.
Pidorys budovy je jeji dvojrozmérny
obraz, prinikem koule a roviny je kruh,
prinikem dvou ridznobéZnych rovin je
piimka, ....

Pfirozeny pfistup ke geometrii se opira
o tyto skutecnosti [30]:

. Prostor 1ze délit na ¢ésti.
. Casti prostoru lze vypliovat.
. 'V prostoru se 1ze pohybovat.

=W N

.V prostoru existuji utvary trojdi-
menziondlni, dvojdimenzionalni a
jednodimenzionalni.

Pritom tento pristup:

1. Lze rozvijet od utlého mladi ditéte.

2. Ukazuje souvislost
s realitou a kulturou.

matematiky

3. Je spjat s tvorbou fady matematic-
kych pojmu a feSenim ruznorodych
aloh.

Dolozme tyto myslenky konkrétnéji.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 57 (2012), &. 3



Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 57 (2012), &. 3 247



Dité poznava déleni prostoru ,,od ko-
lébky*, v niZ je ulozeno, k ohradce, v niz
si hraje, v pokoji, v némz se batoli, v byté,
v némz zije, v auté, v némz se vozi, v hiis-
ti, na némz si hraje, .... Pfi mnohych
¢innostech se seznamuje i s vypliiovanim
prostoru (skladani kostek do krabicky, liti
¢aje do hrnku, uklddani knih do poli¢-
ky, ...). Pohyb je rovnéz s ditétem ,,vSu-
dypfitomny“: pohyb vlastni ru¢ickou, ba-
toleni se, chtlize, jizda autem, vyta-
hem, . ... Dimenzion&lni stranku miize di-
t& pozorovat napf. na téchto jevech: mic
a jeho stin, boticka a jeji stopa, maminka
a jeji fotografie, .. ..

Zakladni poznatek o déleni roviny je
jak znamo vyjadien vétou Jordano-
vou, kterou si zde pripomeneme v tomto
zméni: Rovinnd krivka, kterd sama sebe
neprotind a je uzaviend, déli rovinu na
dvé oblasti, z nichZ jedna je omezend. Jeji
modifikaci je véta: Uzaviend lomend édra,
kterd sama sebe neprotind, déli rovinu na
dvé oblasti. Omezena z téchto oblasti je
mnohothelnik. Pfimka déli rovinu na dvé
poloroviny, dvé riznobé&zné primky déli ro-
vinu na ¢tyfi dhly, . ... Ota¢enim kruznice
kolem piimky prochéazejici jejim stfedem
vznikne kulovd plocha, ota¢enim primky
kolem primky s ni riznobézné vznikne ro-
tacni kuzelovd plocha, .... Na mySlence
o déleni a vypliiovani prostoru je zalozeno
ucivo o velikostech geometrickych utvara
(délka tisecky, velikost thlu, obsah obrazce
a objem t&lesa).

Povazuji za dulezité, aby studenti po-
chopili, Ze geometrie, vlastné cela mate-
matika, neni jakysi zjednoduSeny odsté-
pek matematiky — védy, ale vyznamna
soucést lidské kultury spjaté se zivotem
spole¢nosti, s ostatnimi védnimi discipli-
nami, s technikou i s uménim.

V souvislosti s diskutovanym pfiroze-
nym pifstupem k geometrii vyvstava
opét otézka tzv. transformac¢niho po-
jeti, o némz jsem psal v ¢lanku [33].
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Kdyz jsem si nyni, po Sedesati létech
od prvniho studia Hadamarda v ruském
prekladu, procetl uvod vydani americké-
ho, s prekvapenim jsem zjistil, ze Hada-
marduv piistup odpovida pfirozenému
pristupu ke geometrii, jak jsem ho nize
popsal. Na rozdil od Hilberta Hadamard
vyuziva zkuSenosti studenti s prostorem,
pohybem bodu. Téleso je ohrani¢ena ¢ast
prostoru. Utvary jsou shodné, lze-li jeden
premistit do druhého tak, Ze se ve vSech
Gastech kryji . ... Hadamard pracuje s ne-
definovanymi pojmy bézného zivota, které
umoziuji utvaret si spravné geometrické
predstavy a pfipravit si ptidu pro solidni
matematicky vyklad. Jeho krasna kniha
uvadi 422 netrividlnich tloh, americké vy-
dani ma 330 stranek, rusky pieklad [2]
obsahuje feSeni vSech 1uloh od Dmi-
trije Ivanovice Perepjelkina a mé rozsah
608 stranek.

V duchu Hadamardova pfistupu jsou
psany napft. geometrie kanadského mate-
matika Herolda Scott Macdonald Cozete-
ra [10], n&meckého didaktika Ericha
Wittmana [55], amerického ucitele Micha-
la Serry [47] a nasich didaktikt Nadi Steh-
likové, Milana Hejného a Dariny Jirotko-
vé [49]. VTele tyto publikace doporucuji ke
studiu.

Pfirozeny piistup ke geometrickému
vzdélavani se nutné musi odrazit i na pro-
blematice argumentovani a dokazovani.
Délat dikazy vSech, i zcela zfejmych
tvrzeni, jak je to charakteristické pro de-
duktivni pojeti discipliny, ktera vychazi
z axiomil, patrné neni psychologicky prija-
telné. Neznamené to ovSem, Ze pfirozend
pojimané geometrie je geometrie bez di-
kazii. Je totiz dost situaci, v nichz se jevi
argumentace a dokazovani jako pfirozené
a potiebné.

Odvodit vzorec pro obsah trojihelniku
Ize nékolika zpiusoby, jak to vSak bude se
vzorcem pro objem jehlanu? Tento objem
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bude jisté zaviset na obsahu podstavy
a vySsce jehlanu, jaka vSak bude tato za-
vislost? Vzorec

V =abc = Sv

pro objem kvadru lze pomoci Cavalieriho
principu pfenést na vzorec pro objem hra-
nolu, otazka odvozeni vzorce

1
S:§S’U

pro objem jehlanu (nebo kuzele) by se mé-
lo jevit studentu stfedni Skoly jako aktual-
ni. Resent je ovSem znamé: nejjednodussi
patrné je opét aplikace Cavalieriho prin-
cipu rozkladem trojbokého hranolu na tii
jehlany stejného objemu. Je prekvapivé, ze
v ulebnici [44] neni tento dikaz zcela ko-
rektni.

Odvozeni vzorci ,,pouhou algebraic-
kou kalkulaci je pou¢né a neméli bychom
je zanedbéavat. Zde mam na mysli napf.
dikaz vzorce pro objem komolého jehlanu,
Heroniv vzorec pro obsah trojihel-
niku nebo odvozeni vlastnosti Apollonio-
vy kruznice. O vyznamu algebraickych
kalkult v tomto smyslu jsem psal v ¢lan-
ku [34].

Student by nikdy nemél mit dojem:
,,dnes jsme dokazovali, Ze shodné trojihel-
niky jsou shodné“. SpiSe bychom ho méli
provokovat tlohami toto typu:

1. Je mozné, aby ze dvou shodnych
geometrickych utvari byl jeden ¢asti
druhého, ale druhy nebyl c¢asti
prvniho?

2. Je mozné, aby geometricky tutvar
mél dva rizné stfedy soumérnosti?

3. Je mozné
2012 ¢tverca?

4. Je mozné, aby osa nékterého ostrého
tihlu nebyla mnozinou vSech bodi
jeho roviny, které maji stejnou vzda-
lenost od jednoho jeho ramene jako
od druhého?

rozdélit Ctverec na
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5. Je mozné, aby stfedy ¢tyf kruznic
opsanych trojihelnikovym sténam
nékterého ¢tyfsténu lezely v jedné
roviné?

6. Je mozné, aby dva mnohotuhelniky,
které nejsou shodné, mély po radé
shodné a rovnobézné strany?

7. Je mozné, aby v nékterém mnoho-
thelniku nebyla vidét z nékterého
bodu jeho vnitiku zadné strana ce-
1a?

8. Je mozné, aby u nékterého mnoho-
thelniku nebyla vidét z nékterého
bodu jeho vnéjsku zadna strana ce-
1a?

9. Je mozné, aby siti nebyl mnohostén
uréen?

10. Je mozné z daného rovnostranného
trojuhelniku sestrojit sité dvou ruz-
nych téles?

Svéa stanoviska k témto tloham by méli
studenti zdtivodiiovat. Zde tlohy Tesit ne-
budeme, jen prozradim, Ze ve vSech piipa-
dech je odpoved kladné. Studentské pii-
stupy k vé&tsiné téchto tloh jsem popsal
v knize [31].

Pro¢ byla geometrie jako prvni v histo-
rii zpracovana deduktivné? Patrné proto,
ze v ni logické tvahy jsou vedeny geome-
trickou intuici. Geometrickou intuici a
predstavivost bychom se méli snazit syste-
maticky péstovat. O nékterych aspektech
této otazky jsem publikoval ¢lanek [32].

Tradi¢n{ vyucovani spo¢iva v pfenosu
Gasti hotové matematiky z ucebnic, pri-
padné monografii, do mysli studenti. Déje
se tak vykladem ucitele, ktery byva obvyk-
le doprovizen transmisi pislusnych po-
znatkt do sesSitu zakid. Pii takovém po-
stupu se pfirozené velmi ¢asto zanedbava
porozumeéni, které je pro skuteéné poznéni
zékladni a nezastupitelné. Zdiraznuje to
napt. i biolog a filozof Zdenék Neubauer:
»Kazdé poznani je intuitivni povahy, nejen
gtastny napad, nahly objev & nedekané

249



feSeni. Vnitfni nahled je podminkou po-
chopeni a porozuméni, jez jsou podsta-
tou a cilem poznani. VeSkeré poznani
v tomto smyslu vychézi ze setkédni vhle-
du a vzhledu® [39].

Ve stiedoskolském vyucovani matema-
tiky by nemélo jit prioritné o didak-
tické zpracovani nékteré z matematic-
kych struktur, ale spiSe o hledani struk-
tur v riznych situacich. Utvareni struktur
souvisi s vhledem do problematiky. Do-
lozme to aspon jednou tlohou:

V trojihelniku ABC (|AC|#|BC|) oznac-
me CO téznici a CP vysku z vrcholu C.
Jsou-li ihly ACO a PCB shodné a je-
li vyska CP déasti vnitiku whlu ACB, je
AC Bpravouhly trojihelnik s preponou AB
(obr. 6). Dokazte.

Obr. 6.

Doporuéuji, aby si nyni ¢tenar tlohu
vytesil. Zde naznac¢im pouze péti obrazky
ruzné ,strukturalizace* problému.

Ja jsem vidél strukturu nakreslenou na
obr. 7, Karel Hordk si nakreslil obr. 8, Ja-
roslav Svréek obr. 9, Aart Goddjin postu-
poval podle obr. 10, Milan Hejny vyuzil
osovou a stfedovou soumérnost podle
obr. 11. Podrobné feseni iilohy spolu s dal-
§fmi ¢tyfmi odlisnymi pristupy uvadim
v knize [31].

To je zcela jiné vyuziti ilustraci
v matematice, nez o kterém se zminuji
v odstavci Geometrické struktury.
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5. Zaveéry

Hilbertovy Zaklady geometrie jsou beze-
sporu dulezité dilo matematiky pocatku
dvacatého stoleti. Cilem mého pfispévku
nebylo jeho vyznam néjakym zplisobem
hodnotit, ¢ dokonce snizovat. Mij pohled
je veden zameéry didaktickymi.
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Obr. 10.

Obr. 11.

V citovanych Geometriich Hadamarda
a Hilberta se setkala dvé pojeti axiomi.
U Hadamarda jsou axiomy pravdivé vy-
povédi o prostoru, u Hilberta jsou axiomy
za pravdivé pfijaté slozky definice struk-
tury. Nemylim-li se, neni tento dvoji pii-
stup k axiomim v Ceské literatufe expli-
citné vysvétlen.

Stiedoskolskd geometrie by méla byt
koncipovana v Hadamardové duchu. Bu-
douci ucitelé by oviem méli byt dobie po-
uceni o axiomatické vystavbé teorii (ne-
musi to v8ak byt nutné relativné slozita
geometrie). Hilbertovsky pristup ke geo-
metrii pokladdm pro stfedni Skolu za ne-
vhodny. Podle mého nézoru mize byt vaz-
nym nedostatkem v geometrickém vzdéla-
vani, odnese-li si student dojem, Ze geome-
trie je dokazovani samoziejmosti. Snaha
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po jakémsi védeckém pristupu miize vytus-
tit k formalnim poznatktim vhodnym k re-
produkci, ne v8ak k produkci. Ve vzdéla-
vani bychom se méli snaZzit posilovat pra-
covni, Femeslnou stranku. .,V femesle je
Casto vice tviiréi ¢innosti nez ve védé, ne-
bot tvofeni je jeho hlavnim tkolem*, na-
psal Petr Vopénka ([53], s. 39). Méli by-
chom zasvécovat zvidavé studenty i do pfi-
rozeného intuitivniho mysleni. Uz proto,
ze ,,véda vdéc¢i za své uspéchy a prilomy,
za, sva nejskvélejsi TFeSeni nikoliv né-
jaké vSemocné metodé, nybrz pravé ge-
nialnim intuicim . ... Pfirozené, intuitivni
poznani je ... predevsim dobrodruzstvi
— drama alternativnich moznosti, ptile-
zitosti, nadéji, které vSak p¥inési i nebez-
peci padu a zmarnéni. To ale rovnéz nalezi
k lidskému udélu® ([39], s. 162). T k tomu
dava geometrie prilezitost.

Obr. 12. Davip HILBERT (1862-1943)
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Bohumil Bydzovsky (1880-1969) for-
muloval v ,,zadvéreéném slovu* své knihy
Nase stredoskolskd reforma pozadavek,
aby ,,budoucné reforma Skoly byla spojité,
aby se nedala za prudkych otfest, nybrz
nenédhle a organicky. K tomu je nezbytné
tfeba, aby se reformniho snaZeni tcastnili
co nejvice ucitelé sami, aby konali hojné
pedagogickych pokust a tak pripravovali
drobné kroky, jimiz by $kola vytrvale kra-
Cela ke svému zdokonalovani“ ([9], s. 314).
Domnivam se, Ze jedna z moZznost{ jak pro-
hlubovat praci skoly, tkvi v pribliZzeni skol-
ni matematiky zivotu a zajmim zaku.
Jsem presvédéen, Ze to je mozné hledanim
a nalézdnim prirozeného pfistupu k po-
znatkim. Nékteré podnéty k tomu jsem
se snazil v tomto ¢lanku naznacit. Souvisi
to samoziejmé s celkovou koncepci ma-
tematiky. I zde bych pfipomnél Bydzov-
ského radu: ,,U stiedoskolské matematiky
je dilezita psychologicka stranka — ne ta
logicka.“

Prekotné skolské reformy, které posti-
huji periodicky nasi skolu, svédéi o tom, zZe
spole¢nost Bydzovského pozadavek o ply-
nulém zlepSovani prace Skoly viibec nere-
spektuje. Nage stredoskolské u¢ebnice do-
kazuji, ze ani zfetel k psychologické stran-
ce matematického vzdélavani neni Ceské
didaktice vlastni.

Podékovani. Autor dékuje doc. RNDr.
Nadé Vondrové, Ph.D., za pomoc a vécné
pripominky a Hané Bilkové za technickou
pomoc s obrazky.
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