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Strucna historie metody koneénych objemu

Marek Brandner, Stanislav Mika, Plzen

1. Uvod

Metoda koneénych objemu je technika pro reSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic.
V tomto ¢lanku se pokusime struéné shrnout jeji vyvoj. Tato metoda spolu s metodou
koneénych diferenci (v ¢eské literatuie zvané téz metoda siti) a metodou konecnych
prvku patii mezi nejvice pouzivané a je dnes také obvyklou sou¢dsti uc¢ebnich textu
vénovanych numerickym metodam pro parcidlni diferencidlni rovnice. K prudkému
rozvoji téchto metod doslo ve druhé poloviné 20. stoleti. V tomto ¢lanku se zaméiime
jen na techniky pro feSeni urcité podskupiny problému, které lze vystihnout jako
diskretizacni techniky pro tlohy dynamiky stlacitelnych nevazkych tekutin. Pomineme
tak samoziejmeé velice rozsghlé oblasti vyuziti metody kone¢nych objemu (mimo jiné
napfi. ulohy pro rovnice eliptického typu ¢i ruzné varianty Boltzmannovy transportni
rovnice). Tomuto omezeni bude podfizen i historicky vyklad. Nebudeme se tak vénovat,
mimo jiné, Vargovym pracim (napf. [45]) nebo tzv. Maréukovym identitdm (viz [31]),
které lze také zaradit do vyvoje metody konecénych objemu, ani se nebudeme zabyvat
metodami z monografii [10] a [12].

Zamérime se tedy na vyvoj zdkladnich principu metod pro evoluéni parcidlni dife-
rencidln{ rovnice hyperbolického typu (praveé ty slouzi k popisu proudéni stlacitelnych
nevazkych tekutin). Uved'me nékolik piikladi tloh pro tyto rovnice: Hledejme funkci
q = q(xz,t), kterd je FeSenim linedrni advekén{ rovnice s konstantnim koeficientem
a€eR

gt +agy =0 (1)

a spliuje pocateéni podminku ¢(z,0) = go(x), kde go = go(z) je dand funkce. Snadno
provéiime, ze q(x,t) = go(x — at). Tato funkce je konstantni na piimkéch x = at + ¢.
Tyto primky se nazyvaji charakteristiky. Uloha je napi. modelem popisujicim unaseni
latky o koncentraci ¢ jednorozmérnym kanalem ve sméru z. Koeficient a predstavuje
rychlost proudéni tekutiny. Podobné lze interpretovat tilohu s rovnici

gt +aqx + be =0 (2)

pro neznamou funkci ¢ = ¢(z,y,t) a s koeficienty a, b € R. Pro poc¢dteéni podminku
q(z,y,0) = qo(x,y) dostdvame Teseni ve tvaru q(z,y,t) = qo(x — at,y — bt).

V obecnéjsich situacich musime uvazovat vektorovou stavovou funkci q = q(z, t) :
R x R — R™. Potom analogif (1) je

q: + AQI = 07 (3)
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kde A je dand redlnd ¢tvercovd matice fddu m. Analogii k (2) je
a: + Aq; +Bgy = 0. (4)

Ulohy pro rovnice (1), (2), (3) a (4) jsou velmi zjednodusené specialni disledky
matematickych modeli procesu proudéni tekutin. Pfedevsim jde o dusledky bilanénich
principt formulovatelnych takto: ¢asovd zména stavové funkce q = q(x,t) na kazdém
useku (x1,x2) je rovna prostorové zméné tokové funkce f = f(q) v odpovidajicim
casovém tseku (t1,ta), tj.

[ lalz,t2) — a(z, t1)] dx

b (5)
th [f(a(z1,t)) — fa(ze,1))] dt.
Lokalnim dusledkem (5) je
ar = —[f(q)la- (6)

Napt. v (1) je f(q) = ag.
Pro procesy ve vice prostorovych dimenzich lze bilanéni princip zapsat ve tvaru

f [q(X, t2) - q(x7t1)] dx
Qp

— [ e )m(x) ds e,
t1 0Op

(7)

kde q je (vektorova) stavovd funkce, f je (vektorova) tokova funkce, Qp C R3 je
libovolny bilanéni sektor z oblasti €2, v niz probihaji popisované procesy. Lokalnim
dusledkem (7) je

q: = —divf(q). (8)

P1i prechodu k lokalnimu tvaru se obvykle predpokladéd spojitost nebo hladkost
funkce q. Pokud vsak feseni dloh definujeme jako funkci, kterd spliuje bilanéni rov-
nost typu (5), resp. (7), pak tento predpoklad nepotiebujeme. Pak muzeme pfipustit
i tzv. zobecnéna feSeni s razovymi vlnami, vinami zfedéni a kontaktnimi nespoji-
tostmi. V ptripadeé nelinearnich tloh muze byt feSeni nespojité i v pripadeé, ze pocatecni
podminka hladka je.

2. Diferen¢ni aproximace zalozena na integralni formulaci

Popiseme vyvoj metod predeviim pro feseni nelinedrnich tloh pro rovnice (6) a (8).
Jak bude z dalsiho vykladu patrné, metoda koneénych objemt v sobé obsahuje bi-
lan¢n{ princip vychézejici z integraln{ rovnosti (5), resp. (7). (Pomineme vyvoj metod
pro linedrni ulohy a nebudeme vénovat pozornost ani numerickym problémum s nimi
spojenym, napf. linedrni Richtmyeroveé stabilité.)

Pro ptipad jedné prostorové dimenze zavedeme diskretizaci

z;=jAx, jE€Z, Azx>0, t,=nAt, neNy, At>0,

l‘j+1/2 = ZL‘J + A.’I}/Q,
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a priblizné feseni oznacime
Qf =qj = a(z;, tn),
Tjt1/2

N7 N 1

Tj—1/2

_ tnt1
£ = A%: tf f(q(x;41/2,t)) dt. Specidlnim piipadem integrélni bilance (7) je reku-

rentni vztah

—~n ~n At m m
qtt = q; Agp Li+1/2 7 fjfl/Z : (9)

Podstatné je, ze tato rekurence kopiruje bilan¢ni princip. Respektuje tak velice dobie
Hfyzikalni podstatu“ popisovaného procesu.

Jesté poznamenejme, ze samotny nizev metoda koneénych objemu (spolu se zdu-
raznénim zdkladnich myslenek) se poprvé objevil v prezentaci A. Jamesona [22] z ro-
ku 1977. V ceskych publikacich je tato metoda také nékdy oznacovana jako metoda
integrélnich identit (pravdépodobneé inspirace Maréukovymi integralnimi identitami,
viz [32]).

3. Prvni kroky — CFL podminka a ,,upwinding*

Uvodem je tieba pripomenout, ze historicky se prvni numerické ptistupy odvozovaly
pro nejjednodussi modely zdkontu: pro linedrni modely, nejlépe s konstantnimi koefi-
cienty (tj. pro problémy s advekéni rovnici). Casto nepfijatelné vysledky ziskané témito
metodami pii feSeni slozitéjsich (nelinedrnich) tloh vyvoldvaly velkou aktivitu v ko-
rekcich uzivanych diferencnich schémat. Klicovym poznatkem bylo, Zze bez vazby na
bilanéni principy, tj. na pfislusné fyzikalni zdkony, nema smysl fyzikalné konzistentni
numerickd schémata odvozovat.

Bourlivéjsi rozvoj pribliznych metod se uskutecnil béhem druhé svétové valky
a tesné po ni. Nekteré kroky vsak byly ucinény jiz diive (a souvisely jesté s meto-
dou koneénych diferenci). Zminme zde predevsim praci [5] ti{ autoru — R. Couranta,
K. Friedrichse a H. Lewyho z roku 1928. V ¢lanku je analyzovéna také vinové rovnice
a objevuji se v ném tuvahy, které vedou k zavéru, ze u nékterych diferen¢nich schémat
nelze ¢asovy a prostorovy krok volit nezavisle. Vypocty totiz vedou k numerickym
hodnotam, jejichz velikost nepfijatelné roste. Pouzita schémata jsou nestabilni. Na
pocest autoru préce [5] se podminka na omezeni délky ¢asového kroku nazyva CFL
podminka. Stoji za zminku, ze CFL podminka je vlastné ,vedlejsi produkt® uvedené
prace. Autofi se totiz vénovali zejména otazkam Tesitelnosti nékterych parcialnich di-
ferencidlnich rovnic.

Zminme dale dvé zajimavé metody, které ovlivnily smér dalsiho vyvoje. Prvni
z nich je metoda Courantova-Isaacsonova—Reesové publikovand v roce 1952 v [6]. Tato
metoda vychézela z kvazilinedrni formulace parcialni diferencialni rovnice a k pfechodu
z jedné ¢asové vrstvy na dalsi vyuzivala poznatki o smérnicich charakteristik. Tento
postup je dodnes pouzivan. Nevyhodou této metody je ovSem to, Ze neni konzervativni.
To znamen4, ze zatimco puvodni formulace predstavuje zakon zachovani, tak prislusné
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diferen¢ni schéma jiz zdkonem zachovani pro priblizné reSeni neni. Aproximace tedy
neni fyzikdlné konzistentni.

Pravé popsany pristup je dnes Casto oznacovan jako ,upwinding“. Upozornéme
ovSem na to, ze tento pojem se poprvé objevil v pfipadé metody publikované v kni-
ze R. Richtmyera a K. Mortona [37] z roku 1957. Jde o metodu kone¢nych dife-
renci, v ramci které jsou pouzity jednostranné pomeérné diference. Ty jsou voleny
na zékladé znaménka rychlosti proudici tekutiny (metoda je aplikovdna na Eulerovy
rovnice pro nevazké stlacitelné proudéni). V soucasnosti véak implementujeme upwin-
ding v ptipadé Eulerovych rovnic jinak. Levé ¢i pravé diference jsou voleny na zakladé
znamének smeérnic charakteristik.

4. Umeéla vazkost a konzervativni tvar

vypocty z oblasti jadernych technologii. Problémy proudéni tekutin se fesily metodami
koneénych diferenci, problémy tykajici se transportu ¢astic pak metodou Monte Carlo
a pomoci difuzni aproximace transportni rovnice. V teoretické roviné se zkoumaly
problémy zobecnénych feseni a jejich aproximaci. Bylo také tfeba vyjasnovat i takové
pojmy, jako je fad metody. To, co bylo u linearnich tloh jednoduché, se u nelinearnich
tloh znaéné komplikovalo.

Jiz od pocatki vyuzivani riznych verzi metody koneénych diferenci byly ziejmé jeji
nedostatky. Metody, které jsou prvniho fddu (pro hladkd feseni), pfilis ,,rozmazdvaji*
razové viny a predevs§im kontaktni nespojitosti, a metody, které jsou fadu vyssiho, pro
zmeénu generuji nefyzikalni numerické oscilace.

J. von Neumann a R. Richtmyer v publikaci [35] z roku 1950 zkoumali metody
nizsiho a vyssiho fadu s cilem zachovat prednosti metod prvniho i vyssiho fadu a odstra-
nit jejich nedostatky. Navrhli metodu s pridanim jistého umélého ¢lenu do tradi¢niho
diskrétniho schématu. Tomuto korekénimu ¢lenu pfisoudili ndzev uméla vazkost. Vy-
chazeli z poznatku, ze v okoli bodu, kde se (pfiblizné) feseni prudce méni, je tieba
viskozitu doplnit. Dosahli tim toho, Zze doslo k lokdlnimu zhlazeni feSeni. Lapidarné
feceno: pii konstrukei matematického modelu jsme vazkost tekutiny zanedbali, v ramci
numerického modelu musime tento prohfesek jistym zpusobem napravit. Autofi na-
vrhli adaptivni metodu. V zavislosti na feSeni se méni viskozita. Jde v8ak o adaptivitu
v diskrétni aproximaci, nikoliv o adaptivitu sité. Zfejmym dusledkem je nelinearita me-
tody (i v pfipadé linedrni tilohy). Metodu lze zjednodusené chdpat tak, ze aplikujeme
metodu druhého fddu nikoliv na advekéni rovnici (1), ale na rovnici

qr + aqz = [(Az, At,q, ¢z ) 2], - (10)

V 50. letech 20. stoleti si P.D. Lax uvédomil zdsadni vyznam bilanéni rovnosti (9)
pro odvozeni vypocetnich schémat, kterym pak fikdme konzervativni schémata (viz
préce [25], v niz je publikovdna metoda dnes nazgvand Laxova—Friedrichsova). Kon-
zervativni metodou rozumime

_ _ At /- _
n+1l __ n n n
Q= Q) = (Fle —Fip) - (11)

Secteme-li vyse uvedenou rovnost pies viechna j, numerické toky F% /2 S€ navzajem
vyrusi. Jde tedy o diferencni aproximaci, kterd je zdkonem zachovani pro priblizné
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feSeni. Soucasné vsak tato aproximace pfispiva ke korektni aproximaci rdzovych vin
a kontaktnich nespojitosti (je korektnim zpusobem aproximovéna rychlost sifeni ne-
spojitosti fesenf). Tuto vlastnost pfesné vystihuje Laxova—Wendroffova véta publiko-
vand v roce 1960 v [26]. Konzervativni schéma (11) je diskrétni analogii (9) a pfesné to-
kové funkei f = f(q) odpovidd numerické tokova funkce F7+1/2 =F(Q JETRR Q;ﬁrk)

Na zékladé téchto poznatku byla zkonstruovana celd rada adaptivnich metod v kon-
zervativnim tvaru. K tém se vSak vratime v odstavci 6.

5. Godunovova metoda

Metody pro Feseni tloh souvisejicich s bilanénimi principy byly také vyvijeny v byvalém
Sovétském svazu. Zasadné k tomu prispél S. K. Godunov. Touto problematikou se zacal
intenzivné zabyvat v roce 1953. Ptivodné chtél vyuzit von Neumannovu a Richtmye-
rovu metodu umélé vazkosti. Uvadi se, ze z ¢asovych duvodu zacal pracovat na va-
rianté, kterou rozpracoval jeho byvaly kolega A.I. Zukov. Ten nevyuzival umélou vaz-
kost, ale ruzné diferenéni metody a zjistil, ze pripadné rozmazani ptiblizného feseni je
zpusobeno numerickou vazkosti. Pouzival pojem prvni diferencidlni aproximace (dnes
hovoiime o modifikované rovnici). Protoze diferenéni metody vyssich tada generuji nu-
merické oscilace, zaméfil se na metody prvniho fadu. Zukov formuloval podminku sta-
bility: prvni diferencidlni aproximace je konzervativni prave tehdy, kdyz je odpovidajici
diskrétni aproximace stabilni. Domnival se, ze jde o nutnou a soucasné postacujici
podminku stability. Godunov na zakladé tohoto chybného zavéru vyvijel metody
(konkrétné nekonzervativni metody, jejichz prvni diferencidlni aproximace je konzer-
vativn{). Aproximace rédzovych vin se vsak sifily nespravnou rychlosti. Proto povéril
jednoho spolupracovnika, aby realizoval numerické experimenty s ruznymi velikostmi
prostorového a ¢asového diskretiza¢niho kroku. Chybu se v8ak nedafilo zmensovat.

Tato skute¢nost vedla Godunova k tomu, ze zacal pouzivat konzervativni schémata,
feseni na kazdé ¢asové vrstvé aproximoval po ¢astech konstantni funkci a vyvijel ta-
kové diferenéni aproximace, ze se rdzové viny §ifily korektni rychlosti. Soucasné vysla
kniha L.D. Landaua a E.M. Lifsice Mechanika kontinua. Zde bylo popsano feSeni
Riemannova problému (problém najit zobecnéné feseni dlohy se specidlni poc¢atecni
podminkou — po ¢astech konstantni funke{). Godunov doplnil svou metodu o korektni
aproximaci vln zfedéni. Metoda byla popsiana v Godunovové disertaci. Nastal ovsem
problém s publikaci (pro nékterd periodika ptilis mnoho matematiky, pro jind p¥ilis
mechaniky). Na zdvér tohoto odstavce zmifime Godunovovo prohldseni, ze metoda na-
zvana nyni jeho jménem byla odvozena diky neznalosti Laxova ¢lanku a sou¢asnému
ovlivnén{ Zukovovymi chybnymi vysledky.

K ¢etbé doporucujeme kratky ¢lének S.K. Godunova [13] z roku 1957, v némz
je v ¢isté podobé popsén princip metody (po ¢dstech konstantni aproximace Fesent;
presné splnéni zakonu zachovéani pro tuto aproximaci; splnéni CFL podminky, které
zabréani kolizi Feseni sousednich Riemannovych problémi).

6. Pristupy typu fluid transport, funkce typu limiter, TVD metody
V 60. a 70. letech 20. stolet{ dochézi k vyraznému rozvoji jak metod, tak teorie.

Nez shrneme konkrétni informace o prispévcich jednotlivych badatelu, zopakujme,
7e jejich piistupy jsou jiz obvykle zalozeny na integralni formulaci tlohy (5) (kterd je
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obecnéjsi). Zminénou integralni bilanci neuvazujeme na obecném bilanénim sektoru.
Pouzijeme sektory (kontrolni objemy) dané diskretizaci. Dostaneme tak rovnost (9),
jez predstavuje zakon zachovani na daném bilanénim sektoru: Zména mnozstvi latky
(s hustotou q = q(z,t)) v segmentu (acj,l/g, l‘j+1/2) v ¢asovém intervalu (t,,tn4+1) je
déna tim, co vtece a vytece hrani¢nimi body x;_/2 a xj11/2 za tento casovy interval
(funkce f = f(q) predstavuje tok). V této formulaci neni pouzita zddné aproximace, ma
v8ak jeden nedostatek: na n-té ¢asové vrstvé mame k dispozici hodnoty integralnich
prumeéru q;. K vypoc¢tu hodnot integralnich prumeéru na dalSi casové vrstvé nam
v8ak tato data nedostacuji. Pro vypocet f';ﬁrl /2 potfebujeme znat bodové hodnoty
q(xj11/2,t). Proto musime realizovat tzv. rekonstrukei: z hodnot integralnich priméri
stanovit hodnoty funkce q v bodech x; /5. Tim vneseme do postupu aproximaci.
Pfibliznou integralni bilanci zapiseme ve tvaru

- - At T _
n+1 n n n
Qj+ =Q - Ao [Fj+1/2 — Fj71/2 . (12)

Algoritmus metody kone¢nych objemu (konkrétné prechod mezi dvéma casovymi
vrstvami) ma ti faze. V prvni fizi rekonstruujeme hledanou funkci na zdkladé apro-
ximaci jejich integralnich prumeéru. Ve druhé fézi hleddme (pfibliznd) feseni Rieman-
novych problémiu

qt + [f(q)]l = 07 S Ra te (tnatn-‘rl)a
Aj+1/245 T > Tjtp1/2,

kde q;41/2— je hodnota rekonstrukce funkce q na intervalu (:rj_l/Q, Tjy1/2) V Case ty
v bodeé w;1/2 aqjt1/24 je hodnota rekonstrukce funk(ze q na intervalu (ach/z, Tjy3/2)
v case t, v bodé r; /5. V posledni fazi stanovime F;.L 12 tj. aproximace integralu
f';ﬁrl /2> & pouzijeme (12). Shrnuti algoritmu typu RSA (Reconstruct—Solve—Average):
Reconstruct: Aproximace integralnich pramérta hledané funkce se pouziji pro kon-

strukci po ¢dstech polynomidlni funkce (v daném bilanénim sektoru je funkce

vzdy polynomem).

Solve: V casovém intervalu (t,,,t,+1) se fesi Riemannovy problémy dané rekonstrukei
v predchozim kroku.

Average: Vypocitaji se integralni pruméry z feSeni Riemannovych problému na caso-
vé vrstve t,41 pres jednotlivé bilanéni sektory (pfipadné je pro vypocet novych
integralnich prumeéru vyuzita integralni formulace tlohy).

Pted rozsitenim algoritmu postavenych na pravé popsaném schématu se v8ak pouzivaly
postupy typu fluid transport puvodné vyvinuté pro advekéni rovnice. Jsou také zalo-
zeny na predstavé rozdéleni vypocetni oblasti na sektory. V kazdém bilanénim sektoru
je v daném case néjaké mnozstvi tekutiny. V ramci kazdého ¢asového kroku je teku-
tina mezi jednotlivymi sektory transportovana vlivem rychlostniho pole. Jde o zjed-
nodusenou verzi algoritmu RSA. Tento ptistup byl v zdkladni podobé pouzivan v Los
Alamos a v Livermore National Laboratories jiz tésné po 2. svétové valce a nazyval se
schéma typu donor-cell.
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V roce 1973 publikovali J.P. Boris a D.L. Book [1] ¢ldnek, ve kterém popisuji
metodu zalozenou na modifikaci vyse uvedeného piistupu. Slo o techniku nazvanou
flux-corrected transport SHASTA (Sharp And Smooth Transport Algorithm). Metoda
je zalozena na korekci numerické tokové funkce tak, aby vypocetni schéma nebylo
prilis difuzivni a souc¢asné negenerovalo numerické oscilace. Metoda je opét adaptivni
— numerickd tokové funkce se méni v zdvislosti na datech (pfiblizném feseni).

Adaptivni pfistup pouzili také A. Harten a G. Zwas v ¢lanku [21] z roku 1972 (zde je
konzervativni metoda zalozena na prepinani mezi numerickou tokovou funkeci prvniho
a druhého fddu). Zminme jesté publikace [15] a [4], ve kterych se autofi zaobiraji
dalsimi zpusoby konstrukce adaptivnich metod. V praci [19] z roku 1983 zavddi A. Har-
ten vlastnost metod zvanou TVD (Total Variation Diminishing), formuluje vétu, kterd
slouzi k ovéfeni, zda ma dand metoda vlastnost TVD, a nazyva se dnes Hartenova,
diskutuje problematiku soustav parcialnich diferencidlnich rovnic hyperbolického typu
a otdzky konvergence metod k ruznym typtim zobecnénych feseni. V ¢ldnku A. Hartena
a P.D. Laxe [18] je problematika déle rozvijena. V roce 1984 publikuje P.K. Sweby
¢lédnek [42], ve kterém je Siroce analyzovéna problematika moznosti prepindn{ mezi di-
ferenénimi aproximacemi prvniho a druhého fadu. Tyto publikace tvori dnes zakladni
stavebni kameny a poznatky v nich popsané jsou soucasti témeér vSech ucebnich textu
o metodé konec¢nych objemu.

7. Problémy ve vice prostorovych dimenzich — vse je jinak

Velice slozitou otdzkou je zobecnéni poznatki do vice prostorovych proménnych. Rada
pristupu je zaloZena na co nejjednodussim vyuziti poznatku ziskanych pro ptripad jedné
prostorové proménné (napi. metoda $tépeni). Metody typu fluid transport lze snadno
zobecnit pro ptipad vice prostorovych proménnych, ale pouze pro jednoduchy ptipad
linearni advekéni rovnice. V piipadé nelinedrnich rovnic bychom museli umét fesit
vicerozmérny Riemannuv problém.

Navic J.B. Goodman a R.J. LeVeque ukédzali v praci [14] z roku 1985, Ze me-
tody s vlastnosti TVD jsou ve vice prostorovych dimenzich nejvyse prvniho fadu. To
vedlo jednak ke hleddni jinych vhodnych kritérii stability (citujme napi. praci A. Ja-
mesona [23]), jednak ke snaze vyvijet ryze multidimenziondlni pfistupy (zde uvedme
napf. [29], [3], [46], [43]). Nekteré z metod jiz v8ak nelze zafadit piimo do skupiny
konecénych objemt. Zde mdme na mysli napiiklad metody distribuce rezidui (RDS —
Residual Distribution Schemes [7]). Prvn{ préci v tomto sméru publikoval P. L. Roe
(viz [39]).

Dulezitou slozkou feSeni problému ve vice dimenzich je i rekonstrukce. Tu lze
také pochopitelné rozs§tépit na posloupnost jednodimenzionalnich rekonstrukei. V fadé
pripadu je v8ak nutné pouzit ryze vicedimenzionalni postupy rekonstrukce. Navic lze
v piipadé vice prostorovych dimenzi zpochybnit i vhodnost pouziti polynomi.

Co se tyce metody konetnych objemu aplikované na feSeni stlacitelného proudéni
ve vice prostorovych dimenzich na obecnych nestrukturovanych sitich, muzeme ¢tenare
odkdzat na monografie [10], [11] a [12].
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8. Techniky rekonstrukce — od TVD k ENO a TPS

Nyni budeme vénovat pozornost technikdm rekonstrukce. Godunovovu metodu lze po-
psat také tak, ze jde o pristup, ktery vyuzivd presné feSeni Riemannovych problému
a rekonstrukci pomoci po ¢astech konstantni funkce. V jiz zminéném ¢lanku B. van
Leera [15] z roku 1979 byla navrzena po ¢astech linedrni rekonstrukee zajistujici splnéni
vlastnosti TVD. S. Osher a S. Chakravarthy dokdzali v ¢lanku [36] z roku 1984, Zze
metody, které splinuji podminku TVD, maji tu vlastnost, ze feSeni degeneruje na apro-
ximaci prvniho fadu i v bodech, ve kterych nabyva hladkého extrému. Navrh, jak tuto
nevyhodu odstranit, byl publikovan v ¢ldanku A. Hartena a S. Oshera [20] z roku 1987.
Byla zde totiz navrzena rekonstrukce typu ENO (Essentially Non Oscillatory). Tato
rekonstrukce je zalozena na generovani vice polynomidlnich rekonstrukei nad jednim
bilanénim sektorem. Vybrana je pak ta, kterd nejméné osciluje. Tento piistup pak
byl dél rozvinut v sérii ¢ldnkd, z nichz citujeme alespon [16]. Podobny postup byl
publikovdn v textu [40]. Zde byla zavedena tzv. TVB rekonstrukce (Total Variation
Bounded). V roce 1994 publikovali X.D. Liu, S. Osher a T. Chan ¢lanek [30], ve
kterém navrhuji WENO rekonstrukci (Weighted ENO). Zde se postupuje obdobné
jako v pripadé ENO rekonstrukce. Vysledna rekonstrukce je ale vadzenym prumeérem
jednotlivych polynomiélnich rekonstrukei.

Jesté komplikovanéjsi je problematika ve vice prostorovych dimenzich. Pokud se
problém nerozstépi na pomocné jednodimenzionalni problémy, je potfeba realizovat
vicerozmérnou rekonstrukci. Zde je otazkou, zda je nejvhodnéjsi volbou polynom. Ta-
kové tivahy pak vedou napft. k pouziti radidlnich bazovych funkei a TPS (Thin Plate
Splines), jak je popsdno napft. v [41].

9. Priblizné Riemannovy feSice — mezi Godunovovou metodou a central-
nimi metodami

Jak jsme zminili, sou¢asti Godunovovy metody je pfesné reSeni Riemannovych prob-
lému. To je v pripadé soustav parcidlnich diferencialnich rovnic velice komplikovana
uloha (a pouze v nékterych piipadech ji lze Tesit analyticky). Z tohoto diuvodu byla
vyvinuta celd fada tzv. pfibliznych Riemannovych fesict. Pouziti slova ptiblizny neni
v tomto piipadé tplné vhodné: jde spiSe o zjednodusené Riemannovy fesice. Vzhledem
k tomu, ze se pouzivd relativné jemnd diskretizace, lze ve vétsiné ptripadu oddélené
zachytit jednotlivé typy nespojitosti. Navic jsou pro vypocet v dalsim ¢asovém kroku
pouzity integralni prumeéry, nikoliv celd struktura feseni problému. Pouziti presnych
feSeni Riemannovych problémi je tak vlastné nadbytecné.

Daéle uvedeme struény piehled pfibliznych Riemannovych fesi¢u. V roce 1980 pub-
likovali B. Engquist a S. Osher ¢ldnek [9], ve kterém popsali pfiblizny fesi¢, ktery
dnes nese jejich jméno. Ve skalarnim piipadé se lisi tento Fesi¢ od presného pouze
v pripadé transsonické razové viny. Jeho vyhodou také napiiklad je, ze je mozné jej re-
lativné snadno vyuzit i v piipadé implicitnich metod. V roce 1981 publikoval P. L. Roe
¢lanek [38], ve kterém popsal specidlni linearizaci nelinedrniho Riemannova problému
takovou, Ze je zachovéna rychlost sifen{ samostatné rézové vlny (v tomto piipadé je
stejnd jako u pFesného feSen{ Riemannova problému). V ¢ldnku je popsdn i postup,
jak linearizaci stanovit. A. Harten, P.D. Lax a B. van Leer publikovali praci [19], ve
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které navrhuji ptiblizné feseni Riemannova problému, které mé pouze jeden mezistav
(na rozdil od pfesného feseni, které jich muze obsahovat vice). Tento FeSi¢ zarucuje
nezapornost téch slozek feseni, které jsou nezaporné v pripadé presného reseni. Autofi
také studuji konvergenci k zobecnénému feSeni a analyzuji i dalsi pfiblizné Rieman-
novy fesice. V roce 1988 B. Einfeldt publikoval text [8], ve kterém navrhuje vylepsen{
HLL (Hartenova-Laxova-Leerova) Fesi¢e. Jde o kombinaci HLL a Roeova fesice: je
zde zaruceno zachovani nezapornosti a pripadna konvergence k entropickému feseni,
soucasné jsou viak lépe (ostfeji) aproximovéany razové viny.

Kromé vyvoje a analyzy dalsich Riemannovych fesi¢t doslo k rozvoji metod, které
neobsahuji Riemannovy fesi¢e. Nejjednodussim piipadem takové metody je Laxova—
Friedrichsova metoda (zalozend na centralnich diferencich). Uvedeme zde alespon prvni
préci v této oblasti baddni: ¢lanek H. Nessyahua a E. Tadmora [34] z roku 1990.
Myslenka téchto metod je zalozena na rekonstrukei, kterd je nehladkd uvniti bilanénich
sektort, nikoliv na jejich hranici.

10. Zavér

Metoda koneénych objemu je dnes zdkladem fady vypocetnich softwarti. Soucasné se
nadale rozviji jak po teoretické strdnce, tak co se tyce vyuziti v ruznych aplika¢nich
oblastech. Souc¢asné jsou nékteré komponenty metody (napf. piiblizné Riemannovy
feSice) pouzivany v jinych piistupech — jmenujme napf. nespojitou Galerkinovu me-
todu, kterd ziskéva stéle vetsi popularitu, a metody typu RDS (Residual Distribution
Schemes). Souc¢asné metoda kone¢nych objemu absorbuje pfistupy pouzivané v jinych
oblastech.

Podrobnéjsi piehled o zde popsanych metodach lze ziskat v ¢eskojazyénych publi-
kacich [2] a [33].

Podékovani: Tato prace byla podpofena projektem CZ.1.05/1.1.00/02.0090.
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