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Stručná historie metody konečných objemů

Marek Brandner, Stanislav Mı́ka, Plzeň

1. Úvod

Metoda konečných objemů je technika pro řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic.
V tomto článku se pokuśıme stručně shrnout jej́ı vývoj. Tato metoda spolu s metodou
konečných diferenćı (v české literatuře zvané též metoda śıt́ı) a metodou konečných
prvk̊u patř́ı mezi nejv́ıce použ́ıvané a je dnes také obvyklou součást́ı učebńıch text̊u
věnovaných numerickým metodám pro parciálńı diferenciálńı rovnice. K prudkému
rozvoji těchto metod došlo ve druhé polovině 20. stolet́ı. V tomto článku se zaměř́ıme
jen na techniky pro řešeńı určité podskupiny problémů, které lze vystihnout jako
diskretizačńı techniky pro úlohy dynamiky stlačitelných nevazkých tekutin. Pomineme
tak samozřejmě velice rozsáhlé oblasti využit́ı metody konečných objemů (mimo jiné
např. úlohy pro rovnice eliptického typu či r̊uzné varianty Boltzmannovy transportńı
rovnice). Tomuto omezeńı bude podř́ızen i historický výklad. Nebudeme se tak věnovat,
mimo jiné, Vargovým praćım (např. [45]) nebo tzv. Marčukovým identitám (viz [31]),
které lze také zařadit do vývoje metody konečných objemů, ani se nebudeme zabývat
metodami z monografíı [10] a [12].

Zaměř́ıme se tedy na vývoj základńıch princip̊u metod pro evolučńı parciálńı dife-
renciálńı rovnice hyperbolického typu (právě ty slouž́ı k popisu prouděńı stlačitelných
nevazkých tekutin). Uved’me několik př́ıklad̊u úloh pro tyto rovnice: Hledejme funkci
q = q(x, t), která je řešeńım lineárńı advekčńı rovnice s konstantńım koeficientem
a ∈ R

qt + aqx = 0 (1)

a splňuje počátečńı podmı́nku q(x, 0) = q0(x), kde q0 = q0(x) je daná funkce. Snadno
prověř́ıme, že q(x, t) = q0(x − at). Tato funkce je konstantńı na př́ımkách x = at+ c.
Tyto př́ımky se nazývaj́ı charakteristiky. Úloha je např. modelem popisuj́ıćım unášeńı
látky o koncentraci q jednorozměrným kanálem ve směru x. Koeficient a představuje
rychlost prouděńı tekutiny. Podobně lze interpretovat úlohu s rovnićı

qt + aqx + bqy = 0 (2)

pro neznámou funkci q = q(x, y, t) a s koeficienty a, b ∈ R. Pro počátečńı podmı́nku
q(x, y, 0) = q0(x, y) dostáváme řešeńı ve tvaru q(x, y, t) = q0(x− at, y − bt).

V obecněǰśıch situaćıch muśıme uvažovat vektorovou stavovou funkci q = q(x, t) :
R× R+

0 → Rm. Potom analogíı (1) je

qt +Aqx = 0, (3)
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kde A je daná reálná čtvercová matice řádu m. Analogíı k (2) je

qt +Aqx +Bqy = 0. (4)

Úlohy pro rovnice (1), (2), (3) a (4) jsou velmi zjednodušené speciálńı d̊usledky
matematických model̊u proces̊u prouděńı tekutin. Předevš́ım jde o d̊usledky bilančńıch
princip̊u formulovatelných takto: časová změna stavové funkce q = q(x, t) na každém
úseku 〈x1, x2〉 je rovna prostorové změně tokové funkce f = f(q) v odpov́ıdaj́ıćım
časovém úseku 〈t1, t2〉, tj.

x2∫
x1

[q(x, t2)− q(x, t1)] dx

=
t2∫
t1

[f(q(x1, t))− f(q(x2, t))] dt.
(5)

Lokálńım d̊usledkem (5) je
qt = −[f(q)]x. (6)

Např. v (1) je f(q) = aq.
Pro procesy ve v́ıce prostorových dimenźıch lze bilančńı princip zapsat ve tvaru

∫
ΩB

[q(x, t2)− q(x, t1)] dx

= −
t2∫
t1

∫
∂ΩB

f(q(x, t))n(x) ds dt,
(7)

kde q je (vektorová) stavová funkce, f je (vektorová) toková funkce, ΩB ⊂ R3 je
libovolný bilančńı sektor z oblasti Ω, v ńıž prob́ıhaj́ı popisované procesy. Lokálńım
d̊usledkem (7) je

qt = −div f(q). (8)

Při přechodu k lokálńımu tvaru se obvykle předpokládá spojitost nebo hladkost
funkce q. Pokud však řešeńı úloh definujeme jako funkci, která splňuje bilančńı rov-
nost typu (5), resp. (7), pak tento předpoklad nepotřebujeme. Pak můžeme připustit
i tzv. zobecněná řešeńı s rázovými vlnami, vlnami zředěńı a kontaktńımi nespoji-
tostmi. V př́ıpadě nelineárńıch úloh může být řešeńı nespojité i v př́ıpadě, že počátečńı
podmı́nka hladká je.

2. Diferenčńı aproximace založená na integrálńı formulaci

Poṕı̌seme vývoj metod předevš́ım pro řešeńı nelineárńıch úloh pro rovnice (6) a (8).
Jak bude z daľśıho výkladu patrné, metoda konečných objemů v sobě obsahuje bi-
lančńı princip vycházej́ıćı z integrálńı rovnosti (5), resp. (7). (Pomineme vývoj metod
pro lineárńı úlohy a nebudeme věnovat pozornost ani numerickým problémům s nimi
spojeným, např. lineárńı Richtmyerově stabilitě.)

Pro př́ıpad jedné prostorové dimenze zavedeme diskretizaci

xj = j∆x, j ∈ Z, ∆x > 0, tn = n∆t, n ∈ N0, ∆t > 0,

xj+1/2 = xj +∆x/2,
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a přibližné řešeńı označ́ıme
Qn

j ≈ qn
j = q(xj , tn),

Q̄n
j ≈ q̄n

j =
1

∆x

xj+1/2∫

xj−1/2

q(x, tn) dx,

f̄nj+1/2 = 1
∆t

tn+1∫
tn

f(q(xj+1/2 , t)) dt. Speciálńım př́ıpadem integrálńı bilance (7) je reku-

rentńı vztah

q̄n+1
j = q̄n

j − ∆t

∆x

[
f̄nj+1/2 − f̄nj−1/2

]
. (9)

Podstatné je, že tato rekurence koṕıruje bilančńı princip. Respektuje tak velice dobře

”
fyzikálńı podstatu“ popisovaného procesu.

Ještě poznamenejme, že samotný název metoda konečných objemů (spolu se zd̊u-
razněńım základńıch myšlenek) se poprvé objevil v prezentaci A. Jamesona [22] z ro-
ku 1977. V českých publikaćıch je tato metoda také někdy označována jako metoda
integrálńıch identit (pravděpodobně inspirace Marčukovými integrálńımi identitami,
viz [32]).

3. Prvńı kroky – CFL podmı́nka a
”
upwinding“

Úvodem je třeba připomenout, že historicky se prvńı numerické př́ıstupy odvozovaly
pro nejjednodušš́ı modely zákon̊u: pro lineárńı modely, nejlépe s konstantńımi koefi-
cienty (tj. pro problémy s advekčńı rovnićı). Často nepřijatelné výsledky źıskané těmito
metodami při řešeńı složitěǰśıch (nelineárńıch) úloh vyvolávaly velkou aktivitu v ko-
rekćıch už́ıvaných diferenčńıch schémat. Kĺıčovým poznatkem bylo, že bez vazby na
bilančńı principy, tj. na př́ıslušné fyzikálńı zákony, nemá smysl fyzikálně konzistentńı
numerická schémata odvozovat.

Bouřlivěǰśı rozvoj přibližných metod se uskutečnil během druhé světové války
a těsně po ńı. Některé kroky však byly učiněny již dř́ıve (a souvisely ještě s meto-
dou konečných diferenćı). Zmiňme zde předevš́ım práci [5] tř́ı autor̊u – R. Couranta,
K. Friedrichse a H. Lewyho z roku 1928. V článku je analyzována také vlnová rovnice
a objevuj́ı se v něm úvahy, které vedou k závěru, že u některých diferenčńıch schémat
nelze časový a prostorový krok volit nezávisle. Výpočty totiž vedou k numerickým
hodnotám, jejichž velikost nepřijatelně roste. Použitá schémata jsou nestabilńı. Na
počest autor̊u práce [5] se podmı́nka na omezeńı délky časového kroku nazývá CFL
podmı́nka. Stoj́ı za zmı́nku, že CFL podmı́nka je vlastně

”
vedleǰśı produkt“ uvedené

práce. Autoři se totiž věnovali zejména otázkám řešitelnosti některých parciálńıch di-
ferenciálńıch rovnic.

Zmiňme dále dvě zaj́ımavé metody, které ovlivnily směr daľśıho vývoje. Prvńı
z nich je metoda Courantova–Isaacsonova–Reesové publikovaná v roce 1952 v [6]. Tato
metoda vycházela z kvazilineárńı formulace parciálńı diferenciálńı rovnice a k přechodu
z jedné časové vrstvy na daľśı využ́ıvala poznatk̊u o směrnićıch charakteristik. Tento
postup je dodnes použ́ıván. Nevýhodou této metody je ovšem to, že neńı konzervativńı.
To znamená, že zat́ımco p̊uvodńı formulace představuje zákon zachováńı, tak př́ıslušné
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diferenčńı schéma již zákonem zachováńı pro přibližné řešeńı neńı. Aproximace tedy
neńı fyzikálně konzistentńı.

Právě popsaný př́ıstup je dnes často označován jako
”
upwinding“. Upozorněme

ovšem na to, že tento pojem se poprvé objevil v př́ıpadě metody publikované v kni-
ze R. Richtmyera a K. Mortona [37] z roku 1957. Jde o metodu konečných dife-
renćı, v rámci které jsou použity jednostranné poměrné diference. Ty jsou voleny
na základě znaménka rychlosti proud́ıćı tekutiny (metoda je aplikována na Eulerovy
rovnice pro nevazké stlačitelné prouděńı). V současnosti však implementujeme upwin-
ding v př́ıpadě Eulerových rovnic jinak. Levé či pravé diference jsou voleny na základě
znamének směrnic charakteristik.

4. Umělá vazkost a konzervativńı tvar

Rozvoj (vojenských) technologíı vedl k potřebě řešit složitěǰśı úlohy. Máme na mysli
výpočty z oblasti jaderných technologíı. Problémy prouděńı tekutin se řešily metodami
konečných diferenćı, problémy týkaj́ıćı se transportu částic pak metodou Monte Carlo
a pomoćı difuzńı aproximace transportńı rovnice. V teoretické rovině se zkoumaly
problémy zobecněných řešeńı a jejich aproximaćı. Bylo také třeba vyjasňovat i takové
pojmy, jako je řád metody. To, co bylo u lineárńıch úloh jednoduché, se u nelineárńıch
úloh značně komplikovalo.

Již od počátk̊u využ́ıváńı r̊uzných verźı metody konečných diferenćı byly zřejmé jej́ı
nedostatky. Metody, které jsou prvńıho řádu (pro hladká řešeńı), př́ılǐs

”
rozmazávaj́ı“

rázové vlny a předevš́ım kontaktńı nespojitosti, a metody, které jsou řádu vyšš́ıho, pro
změnu generuj́ı nefyzikálńı numerické oscilace.

J. von Neumann a R. Richtmyer v publikaci [35] z roku 1950 zkoumali metody
nižš́ıho a vyšš́ıho řádu s ćılem zachovat přednosti metod prvńıho i vyšš́ıho řádu a odstra-
nit jejich nedostatky. Navrhli metodu s přidáńım jistého umělého členu do tradičńıho
diskrétńıho schématu. Tomuto korekčńımu členu přisoudili název umělá vazkost. Vy-
cházeli z poznatku, že v okoĺı bod̊u, kde se (přibližné) řešeńı prudce měńı, je třeba
viskozitu doplnit. Dosáhli t́ım toho, že došlo k lokálńımu zhlazeńı řešeńı. Lapidárně
řečeno: při konstrukci matematického modelu jsme vazkost tekutiny zanedbali, v rámci
numerického modelu muśıme tento prohřešek jistým zp̊usobem napravit. Autoři na-
vrhli adaptivńı metodu. V závislosti na řešeńı se měńı viskozita. Jde však o adaptivitu
v diskrétńı aproximaci, nikoliv o adaptivitu śıtě. Zřejmým d̊usledkem je nelinearita me-
tody (i v př́ıpadě lineárńı úlohy). Metodu lze zjednodušeně chápat tak, že aplikujeme
metodu druhého řádu nikoliv na advekčńı rovnici (1), ale na rovnici

qt + aqx = [µ(∆x,∆t, q, qx)qx]x . (10)

V 50. letech 20. stolet́ı si P.D. Lax uvědomil zásadńı význam bilančńı rovnosti (9)
pro odvozeńı výpočetńıch schémat, kterým pak ř́ıkáme konzervativńı schémata (viz
práce [25], v ńıž je publikována metoda dnes nazývaná Laxova–Friedrichsova). Kon-
zervativńı metodou rozumı́me

Q̄n+1
j = Q̄n

j − ∆t

∆x

(
F̄n

j+1/2 − F̄n
j−1/2

)
. (11)

Sečteme-li výše uvedenou rovnost přes všechna j, numerické toky F̄n
j+1/2 se navzájem

vyruš́ı. Jde tedy o diferenčńı aproximaci, která je zákonem zachováńı pro přibližné
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řešeńı. Současně však tato aproximace přisṕıvá ke korektńı aproximaci rázových vln
a kontaktńıch nespojitost́ı (je korektńım zp̊usobem aproximována rychlost š́ı̌reńı ne-
spojitosti řešeńı). Tuto vlastnost přesně vystihuje Laxova–Wendroffova věta publiko-
vaná v roce 1960 v [26]. Konzervativńı schéma (11) je diskrétńı analogíı (9) a přesné to-
kové funkci f = f(q) odpov́ıdá numerická toková funkce F̄n

j+1/2 = F̄(Q̄n
j−l, . . . , Q̄

n
j+k).

Na základě těchto poznatk̊u byla zkonstruována celá řada adaptivńıch metod v kon-
zervativńım tvaru. K těm se však vrát́ıme v odstavci 6.

5. Godunovova metoda

Metody pro řešeńı úloh souvisej́ıćıch s bilančńımi principy byly také vyv́ıjeny v bývalém
Sovětském svazu. Zásadně k tomu přispěl S.K. Godunov. Touto problematikou se začal
intenźıvně zabývat v roce 1953. Původně chtěl využ́ıt von Neumannovu a Richtmye-
rovu metodu umělé vazkosti. Uvád́ı se, že z časových d̊uvod̊u začal pracovat na va-
riantě, kterou rozpracoval jeho bývalý kolega A. I. Žukov. Ten nevyuž́ıval umělou vaz-
kost, ale r̊uzné diferenčńı metody a zjistil, že př́ıpadné rozmazáńı přibližného řešeńı je
zp̊usobeno numerickou vazkost́ı. Použ́ıval pojem prvńı diferenciálńı aproximace (dnes
hovoř́ıme o modifikované rovnici). Protože diferenčńı metody vyšš́ıch řád̊u generuj́ı nu-
merické oscilace, zaměřil se na metody prvńıho řádu. Žukov formuloval podmı́nku sta-
bility: prvńı diferenciálńı aproximace je konzervativńı právě tehdy, když je odpov́ıdaj́ıćı
diskrétńı aproximace stabilńı. Domńıval se, že jde o nutnou a současně postačuj́ıćı
podmı́nku stability. Godunov na základě tohoto chybného závěru vyv́ıjel metody
(konkrétně nekonzervativńı metody, jejichž prvńı diferenciálńı aproximace je konzer-
vativńı). Aproximace rázových vln se však š́ı̌rily nesprávnou rychlost́ı. Proto pověřil
jednoho spolupracovńıka, aby realizoval numerické experimenty s r̊uznými velikostmi
prostorového a časového diskretizačńıho kroku. Chybu se však nedařilo zmenšovat.

Tato skutečnost vedla Godunova k tomu, že začal použ́ıvat konzervativńı schémata,
řešeńı na každé časové vrstvě aproximoval po částech konstantńı funkćı a vyv́ıjel ta-
kové diferenčńı aproximace, že se rázové vlny š́ı̌rily korektńı rychlost́ı. Současně vyšla
kniha L.D. Landaua a E.M. Lif̌sice Mechanika kontinua. Zde bylo popsáno řešeńı
Riemannova problému (problém naj́ıt zobecněné řešeńı úlohy se speciálńı počátečńı
podmı́nkou – po částech konstantńı funkćı). Godunov doplnil svou metodu o korektńı
aproximaci vln zředěńı. Metoda byla popsána v Godunovově disertaci. Nastal ovšem
problém s publikaćı (pro některá periodika př́ılǐs mnoho matematiky, pro jiná př́ılǐs
mechaniky). Na závěr tohoto odstavce zmiňme Godunovovo prohlášeńı, že metoda na-
zvaná nyńı jeho jménem byla odvozena d́ıky neznalosti Laxova článku a současnému
ovlivněńı Žukovovými chybnými výsledky.

K četbě doporučujeme krátký článek S.K. Godunova [13] z roku 1957, v němž
je v čisté podobě popsán princip metody (po částech konstantńı aproximace řešeńı;
přesné splněńı zákon̊u zachováńı pro tuto aproximaci; splněńı CFL podmı́nky, které
zabráńı kolizi řešeńı sousedńıch Riemannových problémů).

6. Př́ıstupy typu fluid transport, funkce typu limiter, TVD metody

V 60. a 70. letech 20. stolet́ı docháźı k výraznému rozvoji jak metod, tak teorie.
Než shrneme konkrétńı informace o př́ıspěvćıch jednotlivých badatel̊u, zopakujme,

že jejich př́ıstupy jsou již obvykle založeny na integrálńı formulaci úlohy (5) (která je
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obecněǰśı). Zmı́něnou integrálńı bilanci neuvažujeme na obecném bilančńım sektoru.
Použijeme sektory (kontrolńı objemy) dané diskretizaćı. Dostaneme tak rovnost (9),
jež představuje zákon zachováńı na daném bilančńım sektoru: Změna množstv́ı látky
(s hustotou q = q(x, t)) v segmentu

(
xj−1/2, xj+1/2

)
v časovém intervalu (tn, tn+1) je

dána t́ım, co vteče a vyteče hraničńımi body xj−1/2 a xj+1/2 za tento časový interval
(funkce f = f(q) představuje tok). V této formulaci neńı použita žádná aproximace, má
však jeden nedostatek: na n-té časové vrstvě máme k dispozici hodnoty integrálńıch
pr̊uměr̊u q̄n

j . K výpočtu hodnot integrálńıch pr̊uměr̊u na daľśı časové vrstvě nám

však tato data nedostačuj́ı. Pro výpočet f̄nj+1/2 potřebujeme znát bodové hodnoty

q(xj+1/2 , t). Proto muśıme realizovat tzv. rekonstrukci: z hodnot integrálńıch pr̊uměr̊u
stanovit hodnoty funkce q v bodech xj+1/2. Tı́m vneseme do postupu aproximaci.
Přibližnou integrálńı bilanci zaṕı̌seme ve tvaru

Q̄n+1
j = Q̄n

j − ∆t

∆x

[
F̄n

j+1/2 − F̄n
j−1/2

]
. (12)

Algoritmus metody konečných objemů (konkrétně přechod mezi dvěma časovými
vrstvami) má tři fáze. V prvńı fázi rekonstruujeme hledanou funkci na základě apro-
ximaćı jej́ıch integrálńıch pr̊uměr̊u. Ve druhé fázi hledáme (přibližná) řešeńı Rieman-
nových problémů

qt + [f(q)]x = 0, x ∈ R, t ∈ (tn, tn+1),

q(x, tn) =

{
qj+1/2−, x < xj+1/2,
qj+1/2+, x > xj+1/2,

(13)

kde qj+1/2− je hodnota rekonstrukce funkce q na intervalu (xj−1/2, xj+1/2) v čase tn
v bodě xj+1/2 a qj+1/2+ je hodnota rekonstrukce funkce q na intervalu (xj+1/2, xj+3/2)
v čase tn v bodě xj+1/2. V posledńı fázi stanov́ıme F̄n

j+1/2, tj. aproximace integrálu

f̄nj+1/2, a použijeme (12). Shrnut́ı algoritmu typu RSA (Reconstruct–Solve–Average):

Reconstruct: Aproximace integrálńıch pr̊uměr̊u hledané funkce se použij́ı pro kon-
strukci po částech polynomiálńı funkce (v daném bilančńım sektoru je funkce
vždy polynomem).

Solve: V časovém intervalu 〈tn, tn+1〉 se řeš́ı Riemannovy problémy dané rekonstrukćı
v předchoźım kroku.

Average: Vypoč́ıtaj́ı se integrálńı pr̊uměry z řešeńı Riemannových problémů na časo-
vé vrstvě tn+1 přes jednotlivé bilančńı sektory (př́ıpadně je pro výpočet nových
integrálńıch pr̊uměr̊u využita integrálńı formulace úlohy).

Před rozš́ı̌reńım algoritmů postavených na právě popsaném schématu se však použ́ıvaly
postupy typu fluid transport p̊uvodně vyvinuté pro advekčńı rovnice. Jsou také zalo-
ženy na představě rozděleńı výpočetńı oblasti na sektory. V každém bilančńım sektoru
je v daném čase nějaké množstv́ı tekutiny. V rámci každého časového kroku je teku-
tina mezi jednotlivými sektory transportována vlivem rychlostńıho pole. Jde o zjed-
nodušenou verzi algoritmu RSA. Tento př́ıstup byl v základńı podobě použ́ıván v Los
Alamos a v Livermore National Laboratories již těsně po 2. světové válce a nazýval se
schéma typu donor-cell.
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V roce 1973 publikovali J. P. Boris a D. L. Book [1] článek, ve kterém popisuj́ı
metodu založenou na modifikaci výše uvedeného př́ıstupu. Šlo o techniku nazvanou
flux-corrected transport SHASTA (Sharp And Smooth Transport Algorithm). Metoda
je založena na korekci numerické tokové funkce tak, aby výpočetńı schéma nebylo
př́ılǐs difuzivńı a současně negenerovalo numerické oscilace. Metoda je opět adaptivńı
– numerická toková funkce se měńı v závislosti na datech (přibližném řešeńı).

Adaptivńı př́ıstup použili také A. Harten a G. Zwas v článku [21] z roku 1972 (zde je
konzervativńı metoda založena na přeṕınáńı mezi numerickou tokovou funkćı prvńıho
a druhého řádu). Zmiňme ještě publikace [15] a [4], ve kterých se autoři zaob́ıraj́ı
daľśımi zp̊usoby konstrukce adaptivńıch metod. V práci [19] z roku 1983 zavád́ı A. Har-
ten vlastnost metod zvanou TVD (Total Variation Diminishing), formuluje větu, která
slouž́ı k ověřeńı, zda má daná metoda vlastnost TVD, a nazývá se dnes Hartenova,
diskutuje problematiku soustav parciálńıch diferenciálńıch rovnic hyperbolického typu
a otázky konvergence metod k r̊uzným typ̊um zobecněných řešeńı. V článku A. Hartena
a P.D. Laxe [18] je problematika dále rozv́ıjena. V roce 1984 publikuje P.K. Sweby
článek [42], ve kterém je široce analyzována problematika možnost́ı přeṕınáńı mezi di-
ferenčńımi aproximacemi prvńıho a druhého řádu. Tyto publikace tvoř́ı dnes základńı
stavebńı kameny a poznatky v nich popsané jsou součást́ı téměř všech učebńıch text̊u
o metodě konečných objemů.

7. Problémy ve v́ıce prostorových dimenźıch – vše je jinak

Velice složitou otázkou je zobecněńı poznatk̊u do v́ıce prostorových proměnných. Řada
př́ıstup̊u je založena na co nejjednodušš́ım využit́ı poznatk̊u źıskaných pro př́ıpad jedné
prostorové proměnné (např. metoda štěpeńı). Metody typu fluid transport lze snadno
zobecnit pro př́ıpad v́ıce prostorových proměnných, ale pouze pro jednoduchý př́ıpad
lineárńı advekčńı rovnice. V př́ıpadě nelineárńıch rovnic bychom museli umět řešit
v́ıcerozměrný Riemann̊uv problém.

Nav́ıc J.B. Goodman a R. J. LeVeque ukázali v práci [14] z roku 1985, že me-
tody s vlastnost́ı TVD jsou ve v́ıce prostorových dimenźıch nejvýše prvńıho řádu. To
vedlo jednak ke hledáńı jiných vhodných kritéríı stability (citujme např. práci A. Ja-
mesona [23]), jednak ke snaze vyv́ıjet ryze multidimenzionálńı př́ıstupy (zde uved’me
např. [29], [3], [46], [43]). Některé z metod již však nelze zařadit př́ımo do skupiny
konečných objemů. Zde máme na mysli např́ıklad metody distribuce rezidúı (RDS –
Residual Distribution Schemes [7]). Prvńı práci v tomto směru publikoval P. L. Roe
(viz [39]).

Důležitou složkou řešeńı problémů ve v́ıce dimenźıch je i rekonstrukce. Tu lze
také pochopitelně rozštěpit na posloupnost jednodimenzionálńıch rekonstrukćı. V řadě
př́ıpad̊u je však nutné použ́ıt ryze v́ıcedimenzionálńı postupy rekonstrukce. Nav́ıc lze
v př́ıpadě v́ıce prostorových dimenźı zpochybnit i vhodnost použit́ı polynomů.

Co se týče metody konečných objemů aplikované na řešeńı stlačitelného prouděńı
ve v́ıce prostorových dimenźıch na obecných nestrukturovaných śıt́ıch, můžeme čtenáře
odkázat na monografie [10], [11] a [12].
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8. Techniky rekonstrukce – od TVD k ENO a TPS

Nyńı budeme věnovat pozornost technikám rekonstrukce. Godunovovu metodu lze po-
psat také tak, že jde o př́ıstup, který využ́ıvá přesné řešeńı Riemannových problémů
a rekonstrukci pomoćı po částech konstantńı funkce. V již zmı́něném článku B. van
Leera [15] z roku 1979 byla navržena po částech lineárńı rekonstrukce zajǐst’uj́ıćı splněńı
vlastnosti TVD. S. Osher a S. Chakravarthy dokázali v článku [36] z roku 1984, že
metody, které splňuj́ı podmı́nku TVD, maj́ı tu vlastnost, že řešeńı degeneruje na apro-
ximaci prvńıho řádu i v bodech, ve kterých nabývá hladkého extrému. Návrh, jak tuto
nevýhodu odstranit, byl publikován v článku A. Hartena a S. Oshera [20] z roku 1987.
Byla zde totiž navržena rekonstrukce typu ENO (Essentially Non Oscillatory). Tato
rekonstrukce je založena na generováńı v́ıce polynomiálńıch rekonstrukćı nad jedńım
bilančńım sektorem. Vybrána je pak ta, která nejméně osciluje. Tento př́ıstup pak
byl dál rozvinut v sérii článk̊u, z nichž citujeme alespoň [16]. Podobný postup byl
publikován v textu [40]. Zde byla zavedena tzv. TVB rekonstrukce (Total Variation
Bounded). V roce 1994 publikovali X.D. Liu, S. Osher a T. Chan článek [30], ve
kterém navrhuj́ı WENO rekonstrukci (Weighted ENO). Zde se postupuje obdobně
jako v př́ıpadě ENO rekonstrukce. Výsledná rekonstrukce je ale váženým pr̊uměrem
jednotlivých polynomiálńıch rekonstrukćı.

Ještě komplikovaněǰśı je problematika ve v́ıce prostorových dimenźıch. Pokud se
problém nerozštěṕı na pomocné jednodimenzionálńı problémy, je potřeba realizovat
v́ıcerozměrnou rekonstrukci. Zde je otázkou, zda je nejvhodněǰśı volbou polynom. Ta-
kové úvahy pak vedou např. k použit́ı radiálńıch bázových funkćı a TPS (Thin Plate
Splines), jak je popsáno např. v [41].

9. Přibližné Riemannovy řešiče – mezi Godunovovou metodou a centrál-
ńımi metodami

Jak jsme zmı́nili, součást́ı Godunovovy metody je přesné řešeńı Riemannových prob-
lémů. To je v př́ıpadě soustav parciálńıch diferenciálńıch rovnic velice komplikovaná
úloha (a pouze v některých př́ıpadech ji lze řešit analyticky). Z tohoto d̊uvodu byla
vyvinuta celá řada tzv. přibližných Riemannových řešič̊u. Použit́ı slova přibližný neńı
v tomto př́ıpadě úplně vhodné: jde sṕı̌se o zjednodušené Riemannovy řešiče. Vzhledem
k tomu, že se použ́ıvá relativně jemná diskretizace, lze ve většině př́ıpad̊u odděleně
zachytit jednotlivé typy nespojitost́ı. Nav́ıc jsou pro výpočet v daľśım časovém kroku
použity integrálńı pr̊uměry, nikoliv celá struktura řešeńı problému. Použit́ı přesných
řešeńı Riemannových problémů je tak vlastně nadbytečné.

Dále uvedeme stručný přehled přibližných Riemannových řešič̊u. V roce 1980 pub-
likovali B. Engquist a S. Osher článek [9], ve kterém popsali přibližný řešič, který
dnes nese jejich jméno. Ve skalárńım př́ıpadě se lǐśı tento řešič od přesného pouze
v př́ıpadě transsonické rázové vlny. Jeho výhodou také např́ıklad je, že je možné jej re-
lativně snadno využ́ıt i v př́ıpadě implicitńıch metod. V roce 1981 publikoval P. L. Roe
článek [38], ve kterém popsal speciálńı linearizaci nelineárńıho Riemannova problému
takovou, že je zachována rychlost š́ı̌reńı samostatné rázové vlny (v tomto př́ıpadě je
stejná jako u přesného řešeńı Riemannova problému). V článku je popsán i postup,
jak linearizaci stanovit. A. Harten, P.D. Lax a B. van Leer publikovali práci [19], ve

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročńık 59 (2014), č. 1 51



které navrhuj́ı přibližné řešeńı Riemannova problému, které má pouze jeden mezistav
(na rozd́ıl od přesného řešeńı, které jich může obsahovat v́ıce). Tento řešič zaručuje
nezápornost těch složek řešeńı, které jsou nezáporné v př́ıpadě přesného řešeńı. Autoři
také studuj́ı konvergenci k zobecněnému řešeńı a analyzuj́ı i daľśı přibližné Rieman-
novy řešiče. V roce 1988 B. Einfeldt publikoval text [8], ve kterém navrhuje vylepšeńı
HLL (Hartenova–Laxova–Leerova) řešiče. Jde o kombinaci HLL a Roeova řešiče: je
zde zaručeno zachováńı nezápornosti a př́ıpadná konvergence k entropickému řešeńı,
současně jsou však lépe (ostřeji) aproximovány rázové vlny.

Kromě vývoje a analýzy daľśıch Riemannových řešič̊u došlo k rozvoji metod, které
neobsahuj́ı Riemannovy řešiče. Nejjednodušš́ım př́ıpadem takové metody je Laxova–
Friedrichsova metoda (založená na centrálńıch diferenćıch). Uvedeme zde alespoň prvńı
práci v této oblasti bádáńı: článek H. Nessyahua a E. Tadmora [34] z roku 1990.
Myšlenka těchto metod je založena na rekonstrukci, která je nehladká uvnitř bilančńıch
sektor̊u, nikoliv na jejich hranici.

10. Závěr

Metoda konečných objemů je dnes základem řady výpočetńıch softwar̊u. Současně se
nadále rozv́ıj́ı jak po teoretické stránce, tak co se týče využit́ı v r̊uzných aplikačńıch
oblastech. Současně jsou některé komponenty metody (např. přibližné Riemannovy
řešiče) použ́ıvány v jiných př́ıstupech – jmenujme např. nespojitou Galerkinovu me-
todu, která źıskává stále větš́ı popularitu, a metody typu RDS (Residual Distribution
Schemes). Současně metoda konečných objemů absorbuje př́ıstupy použ́ıvané v jiných
oblastech.

Podrobněǰśı přehled o zde popsaných metodách lze źıskat v českojazyčných publi-
kaćıch [2] a [33].

Poděkováńı: Tato práce byla podpořena projektem CZ.1.05/1.1.00/02.0090.
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