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Jak ucinit myslenku viditelnou

Frantisek Kurina, Hradec Krdlové

1. Uvod

,Poznani ¢lovéka je blokovano bariérami, které zpusobuji zkresleni...Za prvé je tu
bariéra mezi predstavou a jazykem. MySleni probihd v predstavach, ale ke komunikaci
s jinou osobou musime transformovat pfedstavu do myslenky a tu potom do jazyka.
Dochézi ke zkreslenim: bohata rozsahla textura predstav, jeji mimotfadna plasti¢nost
a pruznost, jeji osobity emocionalni rdz — vSechno to je ztraceno, kdyz ptredstavu
vyjadiime jazykem® (viz [29], s. 206). Pfitom, jak zduraznuje Jashua Foer: ,Mo-
zek si lépe pomatuje véci, které jsou opakované rytmické, verSované, strukturované
a zejména snadno preveditelné do podoby obrazu...Hleddni vzorcu a struktur je
presné ten zpusob, jakym nas mozek vytahuje ze spleti informaci o svété to, co je
pro néj vyznamné® (viz [4], s. 138). Napft. Albert Finstein napsal: ,Slova nebo jazyk,
at uz v psané nebo mluvené formé, nehraji patrné zadnou roli v mém mechanismu
mysleni. Psychickymi jednotkami (psychical entities), snad elementy mého mysleni,
jsou jisté znaky (signs) nebo vice nebo méné jasné obrazy (images), které mohou byt
libovolné (voluntarily) reprodukovdny a kombinovany“ (citovdno podle [7], s. 142).
Nézory na roli obrazku v matematice se vyvijely v souvislosti s otdzkou porozuméni
matematickym idejim.

Slovensky matematik Beloslav Riecan (*1936) se vyznavé ,Preco je obraz, a teda aj
elementarna geometria taka dolezita? Ja som ju chapal len tak mimochodom. Ale pred
40 rokmi, fazkej to dobe pre niektorych nepreverenych hudobnikov, sa oni uchylili pod
kridla matematiky. A po rokoch si jeden z nich, jedna z vedtcich osobnosti sicasnej
slovenskej, a nielen slovenskej hudby, Roman Berger, spomenul na moje matema-
tické prednasky takto: Rie¢an zrazu utrisil: Ked matematik stojf pred algebraickym
problémom, usiluje sa ho dostat do geometrickej podoby, tak ho Iahsie moze vyriesit.«
R. Berger dedukuje: , Tu sa zrazu v novom svetle ukézal vzfah medzi matematikou
a hudbou: spoloénym menovatelom je geometria odkazujtica k intuicii, ku konkrétnemu
mysleniu, ku konkrétnym operdciam“ (viz [24], s. 71). Podobné se vyslovuje Michal
Krizek (*1952): ,,Geometrickd predstavivost muze do zna¢éné miry usnadnit chdpani
nékterych algebraickych tvrzeni, vztahu a zdkladnich pojmu z teorie ¢isel“ (viz [14],
s. 25).

N4&§ vyznamny didaktik matematiky Jan Vysin (1908-1983) napsal v predmluvé
své knihy FElementdrni geometrie: ,,Obrazec je pii provadéni dukazu jen jakymsi pie-
hlednym seznamem oznaceni a zapisem situace, nikoli podstatnou slozkou pii zdu-
vodiovani® (viz [28], s. 4). Eduard Cech (1893-1960), snad nejvétsi cesky matematik
dvacéatého stoleti, hodnoti roli obrazu zcela jinak: ,Umét ulohu prelozit z Feci slov do
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Obr. 1

feCi obrazu a obracené, to neni spjato jenom s urcitou partii uc¢iva, ale s celou pod-
statou matematiky — ba dokonce s celou podstatou mysleni“ (citovdno podle [11]).
N4s soucasny matematik Petr Vopénka (*1935) pise: ,Neuzndvani obrdzku a nacrtu
za plnohodnotny zpusob sdélovani matematickych poznatku, tj. dusledné trvéni na
tplnych slovnich popisech sdélovanych poznatku, vyrazné umrtvuje dynamiku mate-
matického pozndvani“ (viz [27], s. 569). A filosof matematiky Ladislav Kvasz (*1962)
zduraznuje ,,geometrické obrazky nejsou jen psychologickou pomuckou, ale dilezitym
néstrojem konstruovani logické struktury matematickych teorii“ (viz [16], s. 569).

2. Ulohy a obrazky

Ze skolni praxe vime, ze mnohé tlohy, napt. ur¢ovani kofenu rovnic, lze fesit pocetné
a priblizné i graficky. Témito tlohami se zde nebudeme zabyvat, pfipomenme vSak
geometricky pohled na feseni dvou tloh s parametrem.

Méme-li fesit v oboru realnych ¢isel soustavu rovnic

y = kx +4, (1)
|z + [yl = 2 (2)

s neznamymi x, y a redlnym parametrem k, je vyhodné vyjit z grafického zndzornéni
obou relaci v kartézské soustaveé souradnic. Vsimneme-li si, Ze graf relace (2) je soumeér-
ny podle kazdé ze souradnicovych os, staci k jeho sestrojeni pirenést uisecku, ktera je
casti grafu ptimky y = —x 4+ 2 v prvnim kvadrantu, do kvadrantu zbyvajicich. Grafem
relace (2) je tedy hranice ¢tverce. Grafem relace (1) je svazek primek, které prochazeji
bodem [0, 4] (mimo piimku definovanou rovnici z = 0). Z obr. 1 je patrné, ze soustava
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Obr. 2
m4 jediné feSenipro k = 2 a k = —2 a praveé dvé feSeni pro kazdé k > 2 a k < —2. Dojit

k témto vysledkiim bez geometrického obrazku je podstatné pracnéjsi. V ucebnici [22]
je popsédna konstrukce grafu relace (2) na zdkladé ,mnozinové-logického rozboru.
Podobné diskusi o fesitelnosti soustavy

z? +y? =4, (3)
(z+m)’>+(@y—m) =1 (4)

s redlnymi nezndmymi z, y a parametrem m muzeme odvodit z obr. 2. Krouzkem vy-
znacené body urcuji ty hodnoty parametru m, pro néz ma soustava jediné feseni, tlusté
narysované usecky znazornuji, kdy ma tloha pravé dvé feseni, tisecka a polopiimky
primky y = —z narysované slabou ¢arou vedou k uréeni hodnot parametru, pro néz
tloha nem4 Feseni. Detailni feseni této tlohy lze najit ve zpravé o XXX. ro¢niku nasi
matematické olympiady z r. 1983. Obrazky mohou priblizit studentium i feSeni otazek
o ur¢eni po¢tu prvku ,abstraktnich® mnozin. Ukazme to na jedné kombinatorické
dloze.

Kolika zpusoby muzeme usporddat mnoZinu s n proky?

Protoze na prvni misto muzeme zafadit libovolny z n prvkiu, na druhé pak jiz jen
libovolny z n — 1 zbyvajicich prvki, na treti misto libovolny z n — 2 zbyvajicich prvku
a kazdé obsazeni prvniho mista muzeme spojit s kazdym obsazenim druhého mista,
lze prvni dvé mista obsadit n(n — 1) zpusoby atd. (obr. 3). Celkovy pocet uspoifaddni
je tedy

nn—1)(n—-2)---3-2-1=nl
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Obr. 3

V uéebnici [12] je uvedena tato definice slozené funkce:

Rikdme, Ze funkce h = g o f je slozena z funkci f, g prdvé tehdy, kdyz plati: Dy =
{z € Dy; f(x) € Dy} a pro viechna x € Dy, je h(z) = g(f(x)).

Zde Dy, je definiéni obor funkce h, Dy je defini¢ni obor funkce f a Dy je definicni

obor funkce g.
Tuto definici je podle mého nazoru vhodné ilustrovat schématy na obr. 4 a 5.

Ukazme jejich aplikace na slozenou funkci
k=fof,
kde f je dédna v intervalu (—2,2) pfedpisem
y=v1-a

Podle obr. 4 muzeme nakreslit obr. 6, z néhoz plyne, ze fo f = |z|. Tentyz vysledek
dostaneme podle obr. 7.
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Obr. 7

V nékterych geometrickych tilohdch (napi. dukazovych, pocetnich ¢i konstrukénich)
byva vyznamnou soucasti feSeni doplnéni vhodného obrazku. Zptusob tohoto doplnéni
je spise otazkou intuice a zkuSenosti, nez otazkou logiky. Dolozme to feSenim tlohy:

V pravouhlém trojihelniku s odvésnami a, b vypocitejte délku usecky CM , kde M je
prasecik osy pravého dhlu pravouhlého trojihelniku ABC' s jeho preponou (obr. 8).

Tti rizné moznosti doplnéni obrazku a z nich vyplyvajici feSeni jsou naznaceny na
obr. 9.
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3. Dikazy beze slov

Geometricky obrazek muze vyjadiovat myslenku beze slov podobné jako kresleny vtip.
Piibéh tradiéné formulovaného dukazu je vyjddien slovné nebo symbolicky posloup-
nosti na sebe navazujicich myslenek. Vizualni dukaz je nakresleny piibéh. Vidime celek
dukazu, jeho pochopeni vsak muze ztézovat skute¢nost, ze neni ziejméa posloupnost
tuvah. Kromé toho obrazek nepostihuje obvykle ,obecnou situaci“, byvd omezen na
Lkonkrétni“ parametry. Piesto muze byt nékdy z obrazku idea dukazu prukaznéjsi nez
napft. z posloupnosti implikaci. Podobné jako nemusi byt na prvni pohled srozumitelny
kresleny vtip, muze se stat, ze neporozumime ihned kreslenému dikazu. Stoji vsak za
to se nad obrazkem zamyslet.

Uved'me nékolik piikladi.

Gaussuv dukaz véty o pruseciku tii vysek trojuhelniku spoc¢ivd na myslence kon-
struovat novy trojihelnik, v némz vysky puvodniho trojihelniku budou osami stran
trojuhelniku nového (obr. 10).
trojuhelniku ABC ve stFedové soumérnosti se stredem v pruseciku T téznic BB a CC’
(obr. 11).
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stfedni pricka
A ABM

Nevim, zda je Cechiiv ditkaz z jeho uéebnice z r. 1946 puvodni, je vSak urcité
jednodussi nez dikazy uvddéné v klasickych knihdch [1], [6], [13] a [28].

Platnost souctovych vzorcu

sin(a + ) = sinacos 8 + cos asin 3, (5)

cos(a + ) = cosacos B — sinasin 3 (6)

muzeme, pro piipad, ze a + § < 90°, nahlédnout s pouzitim obr. 12 (podle [9], s. 470).
Pted tim je ovSem vyhodné pfipomenout ,,obrazkové“ definice goniometrickych funkei

podle obr. 13. Platnost vzorce (5) je vidét i z obr. 14, vypoéitame-li dvojim zpusobem
obsah obdélniku ABCD.
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D a.cos a c
a .
a.sin a
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b b.sin B
A b.cos B B
Obr. 14
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muzeme odpozorovat z obr. 15 (viz [21], s. 47).

Vseobecné zndmy napad mladého Gausse pro vypocet souctu
14243+---4100=(1+100) + (24+99) + --- 4+ (50 + 51) = 101 - 50 = 5050

je mozné aplikovat i na soucet prvnich n ¢lenu aritmetické posloupnosti s prvnim
¢lenem a; a diferenci d (viz [14], s. 24). Podle obr. 16 je

Sp = E(al + ay). (8)
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Soucet prvnich n pfirozenych ¢isel muzeme ovsem odvodit i podle obr. 17 (viz [20],
s. 70):

n? n 1
14243+...+n=—+-=-n(n+1). (9)
2 2 2
Vzorec (9) muzeme vyuzit k vypoétu souctu
P42 4334 +nd = (n(n+1)/2)? (10)

podle napadu Georga Schregeho (]20], s. 90) z obr. 18.

Piekvapivé odvozeni vzorce (10) zalozené na myslence, ze obsah kruhu muzeme
ziskat jako soucet obsahti mezikruzi, kterd jsou jeho ¢asti, objevili W. Derring a J. Her-
stein a uvadim je na obr. 19, kde jsou nakresleny ¢asti soustfednych kruznic s poloméry
rn =n(n+1)/2pron=1,2,3,...,n— 1,n. Protoze pro obsah n-tého mezikruzi do-
staneme

m(n(n+1)/2)? — w(n(n —1)/2)? = w3,
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Obr. 19
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Obr. 20

plati pro obsah kruhu s polomérem r,,
7134722473+ 4+ =a(n(n+1)/2)2

neboli (10).
Soucet prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem a; a kvocien-
tem ¢ (0 < ¢ < 1) muzeme vypocitat podle obr. 20.

Protoze
Snq = Sp 7a1+a1qn, (11)
je
q" -1
Sp = a1 p— (12)
Vzorec
ai
S =
1—gq

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 59 (2014), ¢. 2 127



a;

a; + aiq + aif + a:g+aiqi+ ...

Obr. 22

pro soucet nekonecéné geometrické fady muzeme objevit v obr. 21 (viz [20], s. 120),
nebot z podobnosti trojihelniki ADE a FBA plyne

a1
ay a; —aiq

Vsimnéme si nyni nékolika piiklada z geometrie.

Diikazt Pythagorovy véty je zndmo vice nez 300. Radu z nich publikoval pocatkem
dvacatého stoleti profesor gottingenské university E. Lietzmann (viz [17]), 13 dikazt
obsahuji knihy Nelsenovy, z novéjsich monografii o Pythagorové vété pripomenme
némeckou knihu [5] a americkou [18]. Radu péknych ditkazii lze najit v nagich i cizich
ucebnicich. Puvodni dukazy Pythagorovy véty, které pochazeji od Eukleida, Bolzana
a Polyi, uviddim ve své publikaci Elementdrni matematika a kultura [15]. Jako podnét
k zamysleni zde pripomeneme pouze pét obrazku se struénym komentarem.

Indicky dukaz Pythagorovy véty z 9. stoleti je uveden na obrazku 22. Pfipojime-
li k pétidhelniku ABCDE dvéma ruznymi zpusoby shodné pravoihlé trojihelniky
s odvésnami a, b a pfeponou ¢, dostaneme bud &tverce s obsahy a?, b2, nebo &tverec
s obsahem ¢? (viz [17], s. 28).

Leonardu da Vincimu (1452-1519) se pfipisuje podle knihy ([21], s. 5) dukaz vy-
chéazejici z obr. 23. Ke ¢tvercim nad odvésnami pravoihlého trojihelniku ABC' se
pripoji podle obrazku trojuhelnik GFC s trojuhelnikem ABC shodny a stejny troj-
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Obr. 24

thelnik M K L se podle obrazku pfipoji ke ¢tverci nad preponou AB. Z rovnosti obsahu
Sestithelniki ABEFGH a ACBM LK vyplyne tvrzeni Pythagorovy véty. Jmenované
Sestithelniky maji stejné obsahy, protoze jejich ,poloviny* (tj. ¢tyiuhelniky HABL
a CAKL jsou shodné).

Od H. E. Dudeneyho pochéazi dukaz znédzornény na obr. 24. Pfimky vedené stie-
dem S ¢tverce nad vétsi odvésnou rovnobézné a kolmo k preponé rozdéli ¢tverec nad
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touto odvésnou na ¢tyii shodné ¢tytihelniky, které lze postupné piesunout do novych
poloh ve ¢tverci nad preponou podle obrazku tak, ze ,nevyplnénd“ oblast je ¢tverec
shodny se ¢tvercem nad mensi odvésnou (viz [17], s. 23).

Dvacaty americky prezident J. A. Garfield je autorem jednoduchého dukazu Py-
thagorovy véty spocivajiciho na dvojim vyjadieni obsahu lichobézniku ABCD podle
obr. 25 (viz [17], s. 34).

Roku 1999 publikoval Poo-sung Park diukaz zndzornény na obr. 26. K pravoihlému
trojihelniku ABC' s odvésnami a, b a pfeponou c jsou ,pripojeny“ podle obrazku
Ctyti shodné rovnoramenné trojihelniky BGH, JKL, MNP a ACD s celkovym obsa-
hem b?. Ten d4v4 s obsahem a? ¢tverce M JBC obsah ¢? étverce DPLH (viz [21], s. 8).

Byl to patrné Frank Burk, ktery r. 1996 pojal ndpad vyuzit pfi dukazech podobné
trojuhelniky, jejichz pomér podobnosti je roven vzdy velikosti jedné strany.

Tak napf. zvétsime-li a-krat kazdou stranu trojuhelniku se stranami a, b, ¢, do-
staneme trojihelnik puvodnimu trojihelniku podobny se stranami aa, ab, ac. Stejné
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Obr. 27

Obr. 28
muzeme sestrojit trojuhelniky se stranami ba, bb, bc a ca, cb, cc. Usporddame-li tyto
trojihelniky ,,do lichobézniku“ podle obr. 27, vidime, ze plati kosinova véta
c? = a® 4+ b* — 2abcos . (13)
Je-li v = 90°, dostaneme piirozené dukaz véty Pythagorovy.

Aplikujeme-li popsanou metodu na trojihelniky ADC, ABC a ABD v tétivovém
¢tyfihelniku ABC'D na obr. 28, dostaneme podle obr. 29 z rovnobézniku A’ D’ B’ D"

tvrzeni Ptolemaiovy véty
ef = ac+ bd.
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Obr. 29

1/2 1/4 1/8

Obr. 30

Autory tohoto dikazu jsou E. Derrick a J. Herstein (viz [2], s. 386).

Vsimnéme si nakonec moznosti znazornit soucet nékterych geometrickych fad.
Protoze stiedni pricka déli libovolny rovnobéznik na dvé ¢asti stejného obsahu,
vyjadiuje aplikace takovéhoto déleni podle obr. 30 platnost rovnosti

1+12+13+ =1
2 2 2 o

Protoze tii sttedni ptricky déli libovolny trojihelnik na ¢tyfti ¢asti stejného obsahu,
vyjadiuje obr. 31 soucet nekonecné geometrické rady

Loy Lyt
4 4 4 3

4. Zavery

Otazku jak ucinit myslenku viditelnou lze patrné v historii matematiky sledovat az
k Pythagorové geometrizaci aritmetiky ve formeé tzv. figuralnich ¢isel.

A po témér 2500 letech, v roce 1978 pise David W. Henderson z Cornellovy
univerzity poeticky ,,Geometry is to open my mind*“ ([10], s. II) a o rok pozdéji Milan
Hejny z bratislavské univerzity vydava knihu ,, Geometria nauéila cloveka mysliet* [8].
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Patrné pravé spjatost logického uvazovani s geometrickou intuici, tak charakte-
ristickou pro geometrii, lze povazovat za vysvétleni skutecnosti, ze to byla pravé tato
disciplina, ktera nasla v Eukleidovi jako prvni v historii deduktivni zpracovani, ackoliv
neni zdaleka nejjednodussi matematickou strukturou. I proto jsem se snazil v této stati
ukédzat spjatost matematického mysleni s ndzornym obrazovym materialem. Tento
pristup snad muze, aspon v nékterych piipadech, kladné ovlivnit porozuméni mate-
matice a tak pfispivat k ziskdavani zajmu o matematiku. Ucitel by mél pii vyucovani
pracovat s takovymi reprezentacemi matematickych pojmu a postupu, které jsou blizké
studenttum, které jsou ptitazlivé. Nemusi to byt vzdycky reprezentace vizualni. Umber-
to Eco (*1932) napf. upozornuje, ze ,zapadni mysleni* je zaloZeno na feckém prin-
cipu, podle néhoz poznani je spjato s vidénim, kdezto kultura zidovska davé prednost
slovnim vyjadfenim. Pfitom ,ikona je od nepaméti soucasti vojska analogického, text
polozil zéklady budouciho systému digitdlniho* (viz [3], s. 97 a 107).

Neporozumeéni matematice muze mit kofeny v neporozuméni jejimu jazyku. Mate-
matiku nelze od jejiho jazyka oddélit, jazyk je formou existence matematiky. Probirani
abstraktnich matematickych teorii bez nélezitého porozuméni je jednim z hlavnich
problému matematického vzdélavani. Studenti by se méli ucit jazyku matematiky po-
dobné, jako se uc¢i dité materskému jazyku, ,implicitné“ tim, ze ho spolu s ucitelem
pouzivaji pii feSeni problému. Neverbalni vyjadfovani, kterému jsme se zde vénovali,
nemuze byt oddélovano od vyjadiovani slovniho, obé slozky se musi vzajemné doplio-
vat. Porozumét matematice znamend osvojit si i jeji jazyky.

Je moznd priznacné, ze ceskd pedagogickd psychologie snad poprvé ve své historii
vyjadrila kladny vztah k neverbalnimu vyjadfovani zafazenim ,uceni z obrazového
materidlu“ v pracech Jifiho Marese (*1942). V klasickych pracich [23] a [25] jsem
tyto piistupy nenagel. Mare$ pfirozené nepise v psychologické monografii o geometrii,
nepise ani o tom, jak u¢init myslenku viditelnou, zduraznuje vsak, ze obrazovy material
m& ukazovat souvislosti (funkce procedurdlni) a mé pfispivat k pochopeni uéiva zaky
(funkce interpretujici) ([19], s. 138). Tyto piistupy jsou zcela v souladu s mymi nazory,
které jsem se snazil vylozit v tomto ¢lanku.
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