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Nejsymetričtěǰśı variety

Oldřich Kowalski, Michal Kř́ı̌zek, Vojtěch Pravda, Praha

1. Úvod

Neeukleidovské geometrie vznikly v prvńı polovině 19. stolet́ı během pokus̊u porozumět
axiomatické výstavbě eukleidovské geometrie — zejména při dokazováńı nezávislosti
pátého Eukleidova postulátu o rovnoběžkách [6], [9]. Mezi jejich zakladatele patř́ı Carl
Friedrich Gauss, Nikolaj I. Lobačevskij, János Bolyai, Bernhard Riemann, Sophus Lie,
Felix Klein a mnoźı daľśı. Historie rozvoje neeukleidovských geometríı je podrobně
popsána např. v [4]. Zabývat se j́ı ale nebudeme.

Pro přirozené č́ıslo n ∈ N označme n-rozměrný eukleidovský prostor s metrikou

ρ(A,B) = ‖A−B‖, A,B ∈ En, (1)

symbolem En, kde ‖ · ‖ = ‖ · ‖n je standardńı eukleidovská norma.
Varieta patř́ı mezi základńı pojmy moderńı matematiky [10]. Zjednodušeně řečeno,

n-rozměrná varieta je topologický prostor1, který v dostatečně malém okoĺı každého
svého bodu

”
vypadá“ jako eukleidovský prostor En. Přesněji řečeno: n-rozměrná to-

pologická varieta (nebo krátce jen n-rozměrná varieta) je separabilńı2 Hausdorff̊uv
prostor3 takový, že pro každý jej́ı bod existuje otevřené okoĺı, které lze homeomorfně4

zobrazit na otevřenou množinu v En. Př́ıkladem variety je graf paraboly, hyperboloid,
povrch anuloidu, Lieova grupa aj. Na druhé straně, sjednoceńı nadroviny x1 = 0 a osy
x1 v En neńı varietou pro n > 1. Ani uzavřený poloprostor v En nebo uzavřená koule
varietou neńı (jsou to však typické př́ıklady tzv. variet s okrajem).

V diferenciálńı geometrii hraje ústředńı roli křivost. Tento termı́n má mnoho vý-
znamů podle kontextu (Gaussova křivost, Gaussova–Kroneckerova křivost, geodetická
křivost, hlavńı křivost, normálńı křivost, Ricciho křivost, sekcionálńı křivost, skalárńı
křivost, středńı křivost, totálńı křivost aj.).

1Topologický prostor je množina X se systémem jej́ıch podmnožin T taková, že: 1. ∅ ∈ T , X ∈ T ,
2. sjednoceńı libovolného (i nespočetného) počtu množin z T lež́ı v T , 3. pr̊unik konečného počtu
množin z T lež́ı v T .

2Separabilńı prostor obsahuje spočetnou hustou podmnožinu.
3V Hausdorffově prostoru existuj́ı pro každé dva r̊uzné body jejich disjunktńı okoĺı.
4Homeomorfismus je spojité vzájemně jednoznačné zobrazeńı, jehož inverze je také spojitá.
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Obr. 1. Jednotková kružnice vlevo je sféra S1 = {(x1, x2) ∈ E2 |x2
1 + x2

2 = 1}. Povrch jednot-
kové koule vpravo je sféra S2 = {(x1, x2, x3) ∈ E3 |x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1}.

V tomto článku podáme přehled některých výsledk̊u týkaj́ıćıch se těch nejsymet-
ričtěǰśıch variet: En, sféry Sn a pseudosféry Hn, které maj́ı po řadě v každém bodě
a každém dvojsměru stejnou sekcionálńı křivost 0, n− 1 a −(n− 1) (podrobnosti viz
kap. 4).5 Pomoćı nich se v soudobé kosmologii modeluje vysoká homogenita a izotropie
vesmı́ru na velkých prostorových škálách. Homogenita vyžaduje maximálńı translačńı
symetrii, zat́ımco izotropie maximálńı rotačńı symetrii.

Precizńı definice maximálńı symetrie variet potřebuje jistý technický aparát, který
se oṕırá o Killingova vektorová pole (jinak též

”
infinitezimálńı izometrie“). Často se pro

stručnost hovoř́ı o Killingových vektorech. Např. eukleidovský prostor E3 má 6 lineárně
nezávislých Killingových vektorových poĺı, z nichž 3 odpov́ıdaj́ı posunut́ım a 3 ro-
taćım prostoru E3. Variety se stejným počtem Killingových vektorových poĺı, jako má
eukleidovský prostor, budeme nazývat maximálně symetrické. K této tematice se ještě
vrát́ıme v kapitole 4.

2. Sféry

Pro přirozené č́ıslo n definujme sféru Snr o poloměru r > 0 vztahem

Snr = {x ∈ En+1 | ‖x‖n+1 = r} (2)

popisuj́ıćım n-rozměrný povrch (n + 1)-rozměrné koule. Pro jednotkovou sféru o po-
loměru r = 1 budeme index r vynechávat a psát jen Sn (viz obr. 1). Pro n > 2 se
sférám někdy ř́ıká nadsféry.

V eukleidovském prostoru je nejkratš́ı spojnićı dvou bod̊u úsečka. Nejkratš́ımi spoj-
nicemi dvou bod̊u na sféře Sn jsou oblouky hlavńıch kružnic. Geometrii na sférách se
ř́ıká eliptická geometrie. Každé dvě r̊uzné hlavńı kružnice na sféře Sn (tj. př́ımky
v eliptické geometrii) se prot́ınaj́ı ve dvou protilehlých bodech. Proto v eliptické geo-
metrii neexistuj́ı rovnoběžky. Trojúhelńık, jehož strany jsou oblouky hlavńıch kružnic,
má součet úhl̊u větš́ı než 180◦. Např. trojúhelńık, který vznikne pr̊unikem sféry S2
a oktantu v E3, má součet úhl̊u 270◦.

5Odhlédneme-li od globálńı topologie, tak (lokálně) jediné maximálně symetrické variety
jsou En, Sn a Hn (viz např. [5], kap. 3.9)
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Kružnice o poloměru R ∈ (0, π) na sféře Sn má obvod menš́ı než 2πR, protože
poloměr kružnice měř́ıme délkou oblouku hlavńı kružnice v Sn. Z pravé části obr. 1
je patrno, že rovńık má délku 2π pro poloměr R = π/2 měřený ve směru poledńık̊u
sféry S2. Také plocha kruhu na S2, objem koule v S3, . . . jsou menš́ı než πR2, 4πR3/3,
. . . , viz [11], s. 183. Standardńı vzorce známé z eukleidovské geometrie tedy na sféře Sn
neplat́ı.

Funkce d : M × M → E1 se nazývá metrika6 (vzdálenost) na varietě M , jestliže
plat́ı:

1. d(A,B) ≥ 0 ∀A,B ∈ M ,

2. d(A,B) = 0 ⇐⇒ A = B,

3. d(A,B) = d(B,A) ∀A,B ∈ M ,

4. d(A,B) ≤ d(A,C) + d(C,B) ∀A,B,C ∈ M (trojúhelńıková nerovnost).

Izometríı budeme rozumět homeomorfismus f : M → M zachovávaj́ıćı na va-
rietě M vzdálenosti, tj. d(f(A), f(B)) = d(A,B) pro všechna A,B ∈ M , kde d je
metrika na M .

Na sféře Sn je vzdálenost d délka nejkratš́ıho oblouku hlavńı kružnice spojuj́ıćı A
a B. Kulovou plochu S2 nelze izometricky rozvinout do roviny E2. Sféra Sn je však
př́ımo z definice část́ı eukleidovského prostoru En+1 o jednu dimenzi větš́ıho. Pod́ıvej-
me se nyńı, jak lze do sebe vkládat sféry.

Vložeńı (angl. embedding) je hladké7 zobrazeńı f variety M do variety N , jehož
obraz f(M) s indukovanou topologíı z N je homeomorfńı s varietou M .

Věta. Pro r ≤ R lze sféru Snr izometricky vložit do Sn+1
R .

Důkaz je konstruktivńı, ale předvádět jej nebudeme, i když je snadný. Např́ıklad na
obr. 1 vpravo jsou dvě kružnice odpov́ıdaj́ıćı rovnoběžkám ±60◦ izometricky vloženy
do dvojrozměrné sféry S2. Každou sféru lze tedy izometricky vložit do větš́ı sféry,
pokud zvýš́ıme dimenzi o jedničku. Plat́ı ale zcela neočekávané tvrzeńı, viz [3], s. 33.
Každou sféru lze izometricky zdeformovat8 tak, že se vejde do libovolně malé sféry
dostatečně vysoké dimenze.

Věta. Sféru SnR lze izometricky vložit do S3n+2
r .

Tvrzeńı věty je překvapivé, je-li r < R (pro r ≥ R okamžitě plyne indukćı z prvńı
věty). Např́ıklad sféru S2 lze izometricky vložit do sféry S8r s libovolně malým po-
loměrem r > 0. Pro každé přirozené č́ıslo n lze dimenzi 3n+ 2 v předchoźı větě ještě
sńıžit, ale poloměr menš́ı sféry už nebude libovolný.

Věta. Pro každé n ∈ N existuje r < 1 tak, že Sn lze izometricky vložit do S2n+1
r .

6Zde existuje určitá nejednoznačnost v názvoslov́ı. Na riemannovské varietě se obvykle zavád́ı Rie-
mannova metrika (často též zkráceně nazývaná metrika). Riemannova metrika na varietě je definována
tak, že ke každým dvěma tečným vektor̊um v témže bodě je přǐrazen jejich skalárńı součin. Vzdálenost
dvou bod̊u na varietě s Riemannovou metrikou je rovna infimu délek všech křivek spojuj́ıćıch tyto dva
body a je vyjádřena jistým integrálńım vzorcem (viz [10], s. 71). V klasické diferenciálńı geometrii
se někdy Riemannova metrika zavád́ı jako vzdálenost dostatečně bĺızkých bod̊u, což je výhodné i při
r̊uzných elementárńıch výpočtech (viz kap. 4).

7V této práci budeme uvažovat pouze hladká vložeńı.
8Např. plášt’ balónu lze izometricky promáčknout dovniťr.
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Izometrie v d̊ukazech předchoźıch dvou vět můžeme nav́ıc volit hladké. Neńı známo,
zda lze Sn izometricky vložit do S2nr pro nějaké r < 1. Pouze v př́ıpadě n = 1 umı́me
jednotkovou kružnici S1 izometricky hladce zdeformovat tak, že je vložena do libovolně
malé sféry S2r.

Věta. Pro r < 1 neexistuje izometrické vložeńı sféry Sn do S2n−1
r .

Důkaz plyne z Moorovy věty [14]. Tvrzeńı předchoźıch vět lze ześılit, pokud mı́sto
vložeńı budeme uvažovat vnořeńı.

Zobrazeńı f se nazývá9 vnořeńı (angl. immersion), pokud pro každý bod p ∈ M
existuje okoĺı Up takové, že restrikce zobrazeńı f na Up je vložeńım do N .

Vložeńı je silněǰśı pojem než vnořeńı, jehož obraz může prot́ınat sám sebe. Známou
Kleinovu láhev (tj. dvojrozměrnou neorientovatelnou uzavřenou plochu) lze vložit
do E4, ale nelze ji vložit do E3. Na druhé straně ji lze vnořit do E3, kde se tato
plocha prot́ıná.10

Věta. Sféru SnR lze izometricky vnořit do Sn+1
r .

Tvrzeńı věty je opět překvapivé pro r < R.

3. Pseudosféry

V této kapitole se budeme věnovat Lobačevského hyperbolické geometrii na pseu-
dosférách. Představit si hyperbolickou geometrii je mnohem obt́ıžněǰśı než eliptickou
geometrii na sférách. Hlavńım d̊uvodem je, že hyperbolické variety nelze na rozd́ıl od
sfér izometricky vložit do eukleidovských prostor̊u o jednu dimenzi vyšš́ı.

Začněme proto jednoduchým modelem hyperbolické roviny uvnitř hraničńı kružni-
ce k o poloměru 1, jež do hyperbolické roviny nepatř́ı (viz obr. 2). Nejkratš́ı spojnice
dvou bod̊u (tj. př́ımky hyperbolické geometrie) jsou podobně jako v kap. 2 reprezen-
továny kruhovými oblouky, jejichž konce jsou nav́ıc kolmé ke k. Přitom oblouky mo-
hou degenerovat na úsečky (viz vyznačený pr̊uměr na obr. 2 vpravo). Dvěma r̊uznými
body A a B procháźı právě jeden kruhový oblouk, který je ve svých limitńıch kon-
cových bodech P ∈ k a Q ∈ k kolmý na k. Vzdálenost dvou bod̊u A a B je pak dána
vztahem (viz [15], s. 36)

d(A,B) =

∣∣∣∣ln
AQ · BP

AP ·BQ

∣∣∣∣ , (3)

kde ln je přirozený logaritmus a AP , AQ, BP a BQ označuj́ı standardńı eukleidovské
vzdálenosti v rovině.

Neńı těžké ověřit, že d je metrika. Vid́ıme, že d je nezáporná funkce a že d(A,B) = 0
právě tehdy, když A = B. Symetrie d(A,B) = d(B,A) je zřejmá. Dokázat troj-
úhelńıkovou nerovnost d(A,B) ≤ d(A,C) + d(B,C) je ale technicky náročněǰśı.

V hyperbolické rovině je součet úhl̊u v trojúhelńıku menš́ı než 180◦ (viz obr. 2).
Kružnice o poloměru R v metrice (3) má poloměr větš́ı než 2πR. Protože je hraničńı

9Definici lze ekvivalentně formulovat také takto: Zobrazeńı f : M → N se nazývá vnořeńı, jestliže
diferenciál (Df)p, který je lineárńım zobrazeńım z tečného prostoru Mp do tečného prostoru Nf(p),
je prosté zobrazeńı pro každý bod p ∈ M .

10V bodech, kde plocha prot́ıná sama sebe, neexistuje otevřené okoĺı obrazu, které je homeomorfńı
s otevřeným kruhem v E2.
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kružnice k jednotková v eukleidovské metrice (1), pak soustředná kružnice k′ o po-
loměru R′ = 1 v hyperbolické metrice (3) má délku 7.384. . .mı́sto obvyklých 2π =
6.283 . . . (viz obr. 2).11 Je to podobné měřeńı délky kružnice nakreslené na ploše ko-
lem sedlového bodu. Délka libovolné jednotkové kružnice v hyperbolické rovině je vždy
stejná v metrice (3).

Křivka v hyperbolické rovině s konstantńı vzdálenost́ı od hyperbolické př́ımky neńı
hyperbolická př́ımka, viz [4], s. 88. Poznamenejme, že existuj́ı i jiné reprezentace hy-
perbolické roviny (viz např. [15], s. 38).

V roce 1901 David Hilbert dokázal,12 že neexistuje izometrické vložeńı hyperbolické
roviny H2 do trojrozměrného prostoru E3 (viz [8]), zat́ımco sféru S2 takto vložit do E3

lze. Proto je obt́ıžné si udělat intuitivńı představu o nejsymetričtěǰśıch hyperbolických
varietách Hn.

Pro a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ En označme skalárńı součin

(a, b) =
n∑

j=1

ajbj

a necht’ ‖a‖ =
√
(a, a). Hyperbolická geometrie se často modeluje varietou (viz obr. 3

pro n = 2)
Hn

r = {(x1, . . . , xn+1) ∈ En+1 | ‖x‖2 − x2
n+1 = −r2}, (4)

kde r > 0 a mı́sto eukleidovské metriky v En+1 se uvažuje Minkowského metrika

µ(A,B) =
(
‖a− b‖2 − (an+1 − bn+1)

2
)1/2

(5)

pro A = (a1, . . . , an+1), B = (b1, . . . , bn+1) ∈ Hn
r . I když vztah (4) obsahuje rozd́ıl

čtverc̊u, funkce µ je nezáporná, jak bude patrno z následuj́ıćı věty. Zd̊urazněme, že
souřadnice xn+1 neńı čas, jak je běžné v teorii relativity (srov. [17], s. 95), ale obyčejná
prostorová souřadnice. Varieta Hn

r neńı souvislá. Skládá se ze dvou zrcadlově sy-
metrických nadploch, které pro jednoduchost ztotožńıme předpisem x ≡ −x ∈ Hn

r ,
abychom se mohli zabývat jen tou komponentou, pro niž xn+1 > 0. Opět budeme psát
jen Hn, pokud r = 1.

Věta. Funkce µ je metrika na Hn.

D̊ukaz. Nejprve ověř́ıme, že pro A,B ∈ Hn je hodnota µ(A,B) nezáporná. Z (5) do-
staneme

(µ(A,B))2 = ‖a‖2 − 2(a, b) + ‖b‖2 − a2n+1 + 2an+1bn+1 − b2n+1 (6)

= 2(an+1bn+1 − (a, b)− 1),

kde jsme podle (4) využili toho, že

a2n+1 = ‖a‖2 + 1 a b2n+1 = ‖b‖2 + 1. (7)

11Z (3) plyne, že kružnice k′ má v eukleidovské metrice poloměr R′ = (e − 1)/(e + 1) = 0.462 . . . ,
kde e= 2.718 . . . je Eulerovo č́ıslo.

12D. Hilbert vlastně dokázal, že v E3 neexistuje úplná hladká plocha s konstantńı zápornou Gaus-
sovou křivost́ı (srov. obr. 4).
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Obr. 2. Všechny ryby na Escherově obrazu hyperbolické roviny maj́ı v metrice (3) shodnou
velikost. Obrazně řečeno, pokud byste v hyperbolické rovině plavali, ryby ve vašem bez-
prostředńım okoĺı se vám budou jevit stále stejně velké. Můžete plavat libovolným směrem
libovolně daleko, protože hraničńı kružnice k je nekonečně vzdálená. Na dolńım obrázku jsou
znázorněny nejkratš́ı spojnice reprezentované kruhovými oblouky, které jsou v koncových
bodech kolmé k hraničńı kružnici k. Součet úhl̊u v trojúhelńıku ABC je α+ β + γ < 180◦.
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Obr. 3. Dvojd́ılný hyperboloid x2 + y2 − w2 = −1. V teorii relativity se kuželová plocha
x2+y2 = w2 nazývá světelný kužel pro jednotkovou rychlost světla, je-li w čas. Je to množina
bod̊u A, pro něž µ(A, 0) = 0.

Čili
a2n+1b

2
n+1 = (‖a‖2 + 1)(‖b‖2 + 1) = (‖a‖‖b‖+ 1)2 + (‖a‖ − ‖b‖)2. (8)

Odtud a z Cauchyovy–Schwarzovy nerovnosti |(a, b)| ≤ ‖a‖‖b‖ pro kladná an+1 a bn+1

vyplývá, že
an+1bn+1 ≥ ‖a‖‖b‖+ 1 ≥ (a, b) + 1. (9)

Vid́ıme, že pravá strana v (6) je nezáporná, a tak je odmocnina v (5) nezáporná.
Dále ukážeme, že µ(A,B) = 0 právě tehdy, když A = B. Je-li µ(A,B) = 0, pak

pomoćı (6) obdrž́ıme
(a, b) + 1 = an+1bn+1.

Podle (9) tedy plat́ı rovnost

an+1bn+1 = ‖a‖‖b‖+ 1.

Odtud a z (8) plyne, že ‖a‖ = ‖b‖, a podle (7) máme an+1 = bn+1 > 0. Z definice
metriky (5) je tak patrno, že a = b, což dává A = B.

Z (5) okamžitě odvod́ıme i obrácenou implikaci, tj. plat́ı µ(A,A) = 0. Symetrie
µ(A,B) = µ(B,A) je evidentńı a d̊ukaz trojúhelńıkové nerovnosti prob́ıhá standardńım
zp̊usobem pomoćı vztah̊u (6) až (9). �

Funkci µ lze vztahem (5) přirozeně rozš́ı̌rit i dovnitř kužele x2
1 + · · · + x2

n ≤ x2
n+1

(srov. obr. 3), kde ale již neńı metrikou. Hodnota µ(A,B) totiž může být nulová
pro A 6= B a neplat́ı zde běžná trojúhelńıková nerovnost. Pro některé trojice bod̊u
plat́ı dokonce obrácená trojúhelńıková nerovnost13

µ(A,B) ≥ µ(A,C) + µ(B,C)

13S ostrou obrácenou trojúhelńıkovou nerovnost́ı souviśı známý paradox dvojčat [15].
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(viz [15], s. 420), takže se takto rozš́ı̌rené funkci často ř́ıká jen Minkowského pseudo-
metrika.

Obě komponenty Hn jsou grafem konvexńı (resp. konkávńı) funkce v En+1. Přesto
je ale na modelu pseudosféryHn součet úhl̊u v trojúhelńıku, jehož strany jsou nejkratš́ı
spojnice v Minkowského metrice (5), menš́ı než 180◦. Důkaz je uveden v [4], s. 88.

V práci [4], s. 69–73, se uvád́ı šest reprezentaćı Hn ilustruj́ıćıch, jak hyperbolickou
metriku modelovat. Asi nejznáměǰśı je Poincarého disk (viz též [7], s. 475–476).

Řezy variety Hn
r nadrovinami xn+1 = C, kde C je konstanta a |C| > r, jsou sféry

dimenze n− 1. Pro pseudosféry plat́ı podobná věta jako pro sféry.

Věta. Pro r ≤ R lze pseudosféru Hn
r izometricky vložit do Hn+1

R .

Ukažme si, jaké vztahy plat́ı mezi eukleidovským prostorem14 a pseudosférou
(viz [3], s. 3).

Věta. Prostor En lze izometricky vložit do Hn+1.

Opačná izometrická vložeńı ale nejsou tak jednoduchá. V roce 1955 Danilo Blanuša
dokázal [1], že hyperbolickou rovinu H2 lze izometricky vložit do prostoru E6 (srov.
též [2]). Neńı známo, zda lze dimenzi 6 sńıžit. Blanušovo tvrzeńı zobecnil David Bran-
der [3] takto:

Věta. Pro n > 1 lze pseudosféru Hn izometricky vložit do prostoru E6n−6.

Opět neńı známo, zda lze dimenzi 6n − 6 sńıžit. Varietu H3, která eventuálně
modeluje náš vesmı́r pro pevný čas, lze tedy izometricky vložit do eukleidovského
prostoru E12.

Jestliže mı́sto vložeńı budeme uvažovat vnořeńı, lze opět dimenzi zredukovat.

Věta. Pro n > 1 lze pseudosféru Hn izometricky vnořit do prostoru E4n−3.

4. Vnitřńı a vněǰśı křivosti

Jak jsme viděli v předchoźıch kapitolách, v křivém prostoru, např. na sféře, neplat́ı
zákony eukleidovské geometrie. Tedy součet úhl̊u v trojúhelńıku se lǐśı od 180◦ a obvod
kružnice o poloměru r se lǐśı od 2πr. Představme si nyńı dvojrozměrné bytosti žij́ıćı na
nějaké dvojrozměrné ploše. Vnitřńı křivost́ı plochy budeme nazývat takovou křivost,
kterou mohou naše dvojrozměrné bytosti pozorovat, aniž by opustili sv̊uj dvojrozměrný
svět. Mohou tak např́ıklad v okoĺı každého bodu měřit obvody kružnic C(r), jejich
poloměry r a zavést Gaussovu křivost K vztahem

K = lim
r→0

6

r2

(
1− C(r)

2πr

)
.

Veličina K vyjadřuje vnitřńı křivost plochy v bodě a obecně může mı́t v r̊uzných
bodech plochy r̊uznou hodnotu.

Představme si, že v eukleidovské rovině narýsujeme několik trojúhelńık̊u a kružnic.
Pokreslenou část plochy poté vystřihneme a sleṕıme do tvaru válce. Vzdálenosti ani
úhly se při této operaci nezměńı od p̊uvodńıch eukleidovských hodnot a je tedy zřejmé,
že válec má nulovou vnitřńı křivostK. Na druhou stranu, my jako trojrozměrné bytosti
vid́ıme, že jakousi křivost (tzv. vněǰśı křivost) válcová plocha také má.

14Pro n = 1 lze E1 izometricky vložit do H1 a naopak. Netriviálńı hyperbolické geometrie jsou tak
jen v dimenźıch n > 1.
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Uvažujme hladkou dvojrozměrnou plochu P v E3 a zkoumejme jej́ı chováńı v okoĺı
bodu p ∈ P . Kartézské souřadnice v E3 si zaved’me tak, aby počátek byl v bodě p
a tečná rovina k P v bodě p měla rovnici z = 0. V nejbližš́ım okoĺı pak můžeme
plochu P mı́sto vztahu z = z(x, y) vyjádřit Taylorovým rozvojem jako

z ≈ 1
2 αx

2 + γxy + 1
2 βy

2,

kde α = ∂2z/∂x2 atd. Pro vzdálenost ∆ dvou dostatečně bĺızkých bod̊u (x, y, z)
a (x+ dx, y + dy, z + dz) na ploše P pak plat́ı

∆2 = dx2 + dy2 + dz2 ≈ dx2 + dy2 + [(αx + γy)dx+ (βy + γx)dy]2 .

Při volbě kartézských souřadnic můžeme ještě využ́ıt libovolné rotace R v rovině x, y.
Při této rotaci se matice

Q =

(
α γ
γ β

)

transformuje jako
Q′ = R−1QR.

Pro nás jsou podstatné vlastnosti matice Q nezávislé na rotaci v rovině x, y. To jsou
zřejmě vlastńı č́ısla λ, µ matice Q a jejich kombinace, jako stopa a determinant. Gaus-
sovu křivost K a středńı křivost H můžeme pomoćı matice Q vyjádřit jako

K = detQ = λµ = αβ − γ2,

H = 1
2 trQ = 1

2 (λ+ µ) = 1
2 (α+ β).

Jak jsme již uvedli, Gaussova křivostK vyjadřuje vnitřńı křivost. Středńı křivostH
naopak vyjadřuje vněǰśı křivost plochy. Názorné př́ıklady jsou sféra a válec. Pro
sféru S2r o poloměru r dostáváme při vhodné volbě souřadnic α = β = r−1 a γ = 0,
a proto K = H2 = r−2. Pro válec plat́ı α = r−1, β = γ = 0, a tedy K = 0, H = r−1/2.

Při popisu vnitřńı křivosti v́ıcerozměrné variety v určitém bodě pochopitelně, na
rozd́ıl od plochy, nestač́ı jen jeden údaj. Ve vyšš́ıch dimenźıch je vnitřńı křivost variety
popsána pomoćı tzv. sekcionálńı křivosti. Sekcionálńı křivost variety v bodě p je funkćı
dvou tečných lineárně nezávislých vektor̊u v a w (neboli dvojsměru (v, w)) a vyjadřuje
Gaussovu křivost jisté dvojrozměrné podvariety s tečnými vektory v a w. Ekvivalentně
lze vnitřńı křivost popsat pomoćı Riemannova tenzoru, který má v n dimenźıch obecně
n2(n2 − 1)/12 nezávislých komponent.

Vrat’me se ještě k sekcionálńı křivosti z hlediska Killingových vektorových poĺı
definuj́ıćıch spojité symetrie (izometrie) variet. V eukleidovském prostoru dimenze n
existuje celkem n(n + 1)/2 Killingových vektorových poĺı. Z toho jich n odpov́ıdá
translaćım a n(n − 1)/2 rotaćım. Na obecné varietě dimenze n je počet nezávislých
Killingových vektorových poĺı vždy menš́ı nebo roven výše uvedené hodnotě n(n+1)/2.
Pokud je dosaženo hodnoty n(n + 1)/2, hovoř́ıme o varietách s maximálńı grupou
symetríı. Tyto variety jsou homogenńı a izotropńı a jejich sekcionálńı křivost je ve
všech bodech a ve všech dvojsměrech stejná. V libovolné dimenzi (viz [17]) lze v tomto
př́ıpadě vyjádřit všechny komponenty Riemannova tenzoru Rabcd pomoćı metriky gab
a konstantńı skalárńı křivosti R vztahem (viz [5], s. 141)

Rabcd =
R

n(n− 1)
(gabgcd − gadgbc).
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Obr. 4. Část pseudosféry – ve všech bodech má konstantńı zápornou Gaussovu křivost −1.
Horńı kružnicová hrana do ńı nepatř́ı.

Na obr. 4 je znázorněna část pseudosféry vzniklé rotaćı křivky traktrix (tzv. vlečné
křivky nebo evolventy řetězovky). Tato plocha je dvojrozměrná otevřená varieta, která
má lokálně maximálńı počet Killingových vektorových poĺı. Dvě z nich odpov́ıdaj́ı
posunut́ım a jedno rotaci. Gaussova křivost je tedy konstantńı.

5. Závěr

Uvedli jsme, že křivost variet můžeme rozdělit na vnitřńı a vněǰśı. Vnitřńı křivost́ı je
např. Gaussova křivost a sekcionálńı křivost, vněǰśı křivost́ı je např. středńı křivost.
Hlavńım tématem tohoto článku jsou variety s maximálńı grupou symetríı — En, Sn
a Hn. Lze ukázat, že tyto variety maj́ı konstantńı vnitřńı křivost, přesněji řečeno,
ve všech bodech a všech dvojsměrech maj́ı konstantńı sekcionálńı křivost. Z pohledu
n-rozměrného obyvatele taková varieta nemá žádné význačné body ani směry. Proto
se variety s maximálńı grupou symetríı použ́ıvaj́ı v kosmologii, kde většina model̊u
stoj́ı na předpokladu, že vesmı́r je v pevném čase a na dostatečně velkých škálách
homogenńı a izotropńı a jeho geometrie je tedy lokálně modelována pomoćı E3, S3
či H3.

Dvojrozměrné variety E2, S2 si můžeme snadno představit, vizualizace celé va-
riety H2 je však dosti obt́ıžná. Zat́ımco sféru S2 můžeme izometricky vložit do E3,
pseudosféru H2 nikoliv. Podle vět z kap. 3 lze H2 izometricky vložit do eukleidovského
prostoru E6 a doposud neńı známo, zda lze tuto dimenzi sńıžit. Poznamenejme však,
že část H2 do E3 izometricky vložit lze (viz obr. 4). Plocha na obr. 4 má zápor-
nou konstantńı Gaussovu křivost, a jak věděl již Christian Huygens v roce 1639
(viz [12], s. 324), má konečný povrch i objem. S využit́ım vněǰśıch křivost́ı vid́ıme,
že každý jej́ı bod je sedlový, tj. má v každém bodě dvě hlavńı křivosti s opačnými
znaménky. To ovšem nic neměńı na tom, že ve vnitřńı geometrii je to stále plocha s kon-
stantńı zápornou Gaussovou křivost́ı. Přehled variet s konstantńı zápornou křivost́ı je
podán v [13].
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