Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Oldrich Kowalski; Michal Kiizek; Vojtéch Pravda

vvvvv

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 59 (2014), No. 2, 135-145

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/143893

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 2014

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/143893
http://dml.cz

Nejsymetrictejsi variety

Oldrich Kowalski, Michal KriZek, Vojtéch Pravda, Praha

1. Uvod

Neeukleidovské geometrie vznikly v prvni poloviné 19. stoleti béhem pokusu porozumét
axiomatické vystavbé eukleidovské geometrie — zejména pii dokazovani nezavislosti
patého Eukleidova postuldtu o rovnobézkach [6], [9]. Mezi jejich zakladatele pati{ Carl
Friedrich Gauss, Nikolaj I. Lobacevskij, Janos Bolyai, Bernhard Riemann, Sophus Lie,
Felix Klein a mnozi dalsi. Historie rozvoje neeukleidovskych geometrii je podrobné
popséna napt. v [4]. Zabyvat se ji ale nebudeme.

Pro ptirozené ¢islo n € N ozna¢me n-rozmérny eukleidovsky prostor s metrikou

p(A,B)=|A—B|, A BecE" (1)

symbolem E™ kde || - || = || - || je standardni eukleidovskd norma.

Varieta patif mezi zékladn{ pojmy moderni matematiky [10]. Zjednodusené feceno,
n-rozmérnd varieta je topologicky prostor!, ktery v dostateéné malém okoli kazdého
svého bodu ,,vypada“ jako eukleidovsky prostor E". Ptesnéji fec¢eno: n-rozmérnd to-
pologickd wvarieta (nebo kritce jen n-rozmérnd varieta) je separabilni? Hausdorffiiv
prostor® takovy, ze pro kazdy jeji bod existuje oteviené okoli, které lze homeomorfné*
zobrazit na otevienou mnozinu v E". Piikladem variety je graf paraboly, hyperboloid,
povrch anuloidu, Lieova grupa aj. Na druhé strané, sjednoceni nadroviny x1 = 0 a osy
x1 v E™ neni varietou pro n > 1. Ani uzavieny poloprostor v E™ nebo uzaviena koule
varietou neni (jsou to vsak typické piiklady tzv. variet s okrajem).

V diferencialni geometrii hraje tstiedni roli kfivost. Tento termin mé mnoho vy-
znami podle kontextu (Gaussova kiivost, Gaussova—Kroneckerova kfivost, geodetickd
kfivost, hlavni k¥ivost, normalni kiivost, Ricciho kiivost, sekciondlni kiivost, skaldrni
kiivost, stiedni kiivost, totalni kiivost aj.).

L Topologickyj prostor je mnozina X se systémem jejich podmnozin T takova, ze: 1.0 € T, X € T,
2. sjednoceni libovolného (i nespoetného) pottu mnozin z 7T lez{ v T, 3. prunik koneéného poctu
mnozin z T lezi v T.

2Separabilni prostor obsahuje spo¢etnou hustou podmnozinu.

3V Hausdorffové prostoru existuji pro kazdé dva riizné body jejich disjunktni okoli.

4Homeomorfismus je spojité vzdjemné jednoznaéné zobrazeni, jehoz inverze je také spojitd.
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Obr. 1. Jednotkové kruznice vlevo je sféra S' = {(21,22) € E? |z} + 23 = 1}. Povrch jednot-
kové koule vpravo je sféra S* = {(z1,72,23) € E* |27 + 23 + 23 = 1}.

V tomto ¢ldnku poddme piehled nékterych vysledku tykajicich se téch nejsymet-
a kazdém dvojsméru stejnou sekciondlni kiivost 0, n — 1 a —(n — 1) (podrobnosti viz
kap. 4).% Pomoci nich se v soudobé kosmologii modeluje vysokd homogenita a izotropie
vesmiru na velkych prostorovych skalach. Homogenita vyzaduje maximalni translacni
symetrii, zatimco izotropie maximalni rota¢ni symetrii.

Precizni definice maximalni symetrie variet potiebuje jisty technicky aparat, ktery
se opir4 o Killingova vektorové pole (jinak téZ ,infinitezimaln{ izometrie“). Casto se pro
struénost hovoii o Killingovych vektorech. Napi. eukleidovsky prostor E3 m4 6 linedrné
nezavislych Killingovych vektorovych poli, z nichz 3 odpovidaji posunutim a 3 ro-
tacim prostoru E3. Variety se stejnym poc¢tem Killingovych vektorovych poli, jako mé
eukleidovsky prostor, budeme nazyvat maximalné symetrické. K této tematice se jesté
vratime v kapitole 4.

2. Sféry

Pro ptirozené ¢islo n definujme sféru S o poloméru r > 0 vztahem
St = {z € E"|[||z[lnt1 = r} (2)

popisujicim n-rozmérny povrch (n + 1)-rozmérné koule. Pro jednotkovou sféru o po-
loméru 7 = 1 budeme index r vynechavat a psat jen S™ (viz obr. 1). Pro n > 2 se
sféram nékdy tika nadsféry.

V eukleidovském prostoru je nejkratsi spojnici dvou bodu tisecka. Nejkratsimi spoj-
nicemi dvou bodt na sféfe S™ jsou oblouky hlavnich kruznic. Geometrii na sférach se
iiké eliptickd geometrie. Kazdé dvé ruzné hlavni kruznice na sfére S™ (tj. pifmky
v eliptické geometrii) se protinaji ve dvou protilehlych bodech. Proto v eliptické geo-
metrii neexistuji rovnobézky. Trojihelnik, jehoz strany jsou oblouky hlavnich kruznic,
mé souéet uhli vétsi nez 180°. Napt. trojihelnik, ktery vznikne prinikem sféry S2
a oktantu v E3, m4 soucet hli 270°.

50dhlédneme-li od globélni topologie, tak (lokdlné) jediné maximdlné symetrické variety
jsou E™, S™ a H™ (viz napt. [5], kap. 3.9)
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Kruznice o poloméru R € (0,7) na sféfe S mé obvod mens{ nez 27 R, protoze
polomér kruznice méfime délkou oblouku hlavni kruznice v S™. Z pravé ¢asti obr. 1
je patrno, ze rovnik ma délku 27 pro polomér R = 7/2 méfeny ve sméru poledniku
sféry S2. Také plocha kruhu na S?, objem koule v S?, ... jsou mensi nez nR?, 47w R3/3,
..., viz [11], s. 183. Standardni vzorce zndmé z eukleidovské geometrie tedy na stére S™
neplati.

Funkce d : M x M — E! se nazyva metrika® (vzddlenost) na varieté M, jestlize
plati:

Izometrid budeme rozumét homeomorfismus f : M — M zachovavajici na va-
rieté M vzdélenosti, tj. d(f(A), f(B)) = d(A, B) pro vsechna A, B € M, kde d je
metrika na M.

Na sfére S™ je vzdélenost d délka nejkratsiho oblouku hlavni kruznice spojujici A
a B. Kulovou plochu S? nelze izometricky rozvinout do roviny E2. Sféra S™ je vsak
piimo z definice ¢asti eukleidovského prostoru E"*! o jednu dimenzi vétsiho. Podivej-
me se nyni, jak Ize do sebe vkladat sféry.

Vlozeni (angl. embedding) je hladké” zobrazeni f variety M do variety N, jehoz
obraz f(M) s indukovanou topologii z N je homeomorfni s varietou M.

Véta. Pror < R Ize sféru S izometricky vlozit do SEH.

Dikaz je konstruktivni, ale predvadét jej nebudeme, i kdyz je snadny. Naptiklad na
obr. 1 vpravo jsou dvé kruznice odpovidajici rovnobézkam +60° izometricky vlozeny
do dvojrozmérné sféry S?. Kazdou sféru lze tedy izometricky vlozit do vétsi sféry,
pokud zvysime dimenzi o jednicku. Plati ale zcela neocekdvané tvrzeni, viz [3], s. 33.
Kazdou sféru lze izometricky zdeformovat® tak, ze se vejde do libovolné malé sféry
dostatecné vysoké dimenze.

Véta. Sféru S}, Ize izometricky viozit do S3"2.

Tvrzeni véty je prekvapivé, je-li r < R (pro r > R okamzité plyne indukei z prvni
véty). Napiiklad sféru S? lze izometricky vlozit do sféry S® s libovolné malym po-

snizit, ale polomér mensi sféry uz nebude libovolny.

Véta. Pro kazdé n € N existuje r < 1 tak, ze S™ Ize izometricky vlozit do S?"+1.

6Zde existuje uréitd nejednoznacnost v nazvoslovi. Na riemannovské varieté se obvykle zavadi Rie-
mannova metrika (Gasto téz zkrdcené nazgvand metrika). Riemannova metrika na varieté je definovéna
tak, ze ke kazdym dvéma teénym vektorum v témze bodé je pfifazen jejich skaldrni souc¢in. Vzdalenost
dvou bodu na varieté s Riemannovou metrikou je rovna infimu délek vsech kiivek spojujicich tyto dva
body a je vyjaddfena jistym integrdlnim vzorcem (viz [10], s.71). V klasické diferencidlni geometrii
se nékdy Riemannova metrika zavadi jako vzdélenost dostatecné blizkych bodu, coz je vyhodné i pfi
riznych elementdrnich vypoctech (viz kap. 4).

7V této prici budeme uvazovat pouze hladkéd vlozeni.

8Napi. pldst balénu lze izometricky promacknout dovnitf.
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Izometrie v dukazech piedchozich dvou vét muzeme navic volit hladké. Neni znamo,
zda lze S™ izometricky vlozit do S2" pro néjaké r < 1. Pouze v ptipadé n = 1 umime
jednotkovou kruznici S' izometricky hladce zdeformovat tak, Ze je vlozena do libovolné
malé sféry S2.

Véta. Pro r < 1 neexistuje izometrické vloZeni sféry S™ do S~ 1.

Dukaz plyne z Moorovy véty [14]. Tvrzeni predchozich vét 1ze zesilit, pokud misto
vlozeni budeme uvazovat vnofeni.

Zobrazeni f se nazyva® wnoreni (angl. immersion), pokud pro kazdy bod p € M
existuje okoli U, takové, ze restrikce zobrazeni f na U, je vlozenim do V.

Vlozenti je silnéjsi pojem nez vnofeni, jehoz obraz muze protinat sdm sebe. Zndmou
Kleinovu ldhev (tj. dvojrozmérnou neorientovatelnou uzavienou plochu) lze vlozit
do E*, ale nelze ji vlozit do E3. Na druhé strané ji lze vnoiit do E?, kde se tato

plocha protind.?

Véta. Sféru S}, Ize izometricky vnorit do SPTL.

Tvrzeni véty je opét prekvapivé pro r < R.
3. Pseudosféry

V této kapitole se budeme vénovat Lobacevského hyperbolické geometrii na pseu-
dosférach. Predstavit si hyperbolickou geometrii je mnohem obtiznéjsi nez eliptickou
geometrii na sférach. Hlavnim duvodem je, ze hyperbolické variety nelze na rozdil od
sfér izometricky vlozit do eukleidovskych prostoru o jednu dimenzi vySsi.

Zacnéme proto jednoduchym modelem hyperbolické roviny uvniti hraniéni kruzni-
ce k o poloméru 1, jez do hyperbolické roviny nepatii (viz obr. 2). Nejkratsi spojnice
dvou bodu (tj. piimky hyperbolické geometrie) jsou podobné jako v kap. 2 reprezen-
tovany kruhovymi oblouky, jejichz konce jsou navic kolmé ke k. Pfitom oblouky mo-
hou degenerovat na usecky (viz vyzna¢eny prumér na obr. 2 vpravo). Dvéma riznymi
body A a B prochédzi pravé jeden kruhovy oblouk, ktery je ve svych limitnich kon-
covych bodech P € k a @ € k kolmy na k. Vzdalenost dvou bodu A a B je pak dana
vztahem (viz [15], s. 36)

AQ - BP

d(A, B) = ’mm : (3)

kde In je pfirozeny logaritmus a AP, AQ, BP a BQ oznacuji standardni eukleidovské
vzdalenosti v roviné.

Nenf tézké ovérit, ze d je metrika. Vidime, Ze d je nezdpornd funkce a ze d(A, B) =0
pravé tehdy, kdyz A = B. Symetrie d(A4,B) = d(B,A) je ziejma. Dokdzat troj-
thelnikovou nerovnost d(4, B) < d(A,C) + d(B, C) je ale technicky ndrocnéjsi.

V hyperbolické roviné je soucet ihla v trojihelniku mensi nez 180° (viz obr. 2).
Kruznice o poloméru R v metrice (3) md polomér vétsi nez 2w R. Protoze je hranién{

9Definici lze ekvivalentné formulovat také takto: Zobrazeni f : M — N se nazyva vnorent, jestlize
diferencidl (Df)p, ktery je linedrnim zobrazenim z te¢ného prostoru M, do te¢ného prostoru Ny,
je prosté zobrazeni pro kazdy bod p € M.

10V bodech, kde plocha protina sama sebe, neexistuje oteviené okoli obrazu, které je homeomorfni
s otevienym kruhem v E2.
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kruznice k jednotkovéd v eukleidovské metrice (1), pak soustfednd kruznice k' o po-
loméru R’ = 1 v hyperbolické metrice (3) md délku 7.384...misto obvyklych 27 =
6.283... (viz obr. 2).!* Je to podobné méfeni délky kruznice nakreslené na plose ko-
lem sedlového bodu. Délka libovolné jednotkové kruznice v hyperbolické roviné je vzdy
stejnd v metrice (3).

Kiivka v hyperbolické roviné s konstantni vzdéalenosti od hyperbolické piimky neni
hyperbolickd piimka, viz [4], s.88. Poznamenejme, Ze existuji i jiné reprezentace hy-
perbolické roviny (viz napi. [15], s.38).

V roce 1901 David Hilbert dokdzal,'? Ze neexistuje izometrické vlozeni hyperbolické
roviny H? do trojrozmérného prostoru E? (viz [8]), zatimco sféru S? takto vlozit do E3
lze. Proto je obtizné si udélat intuitivni pfedstavu o nejsymetric¢téjsich hyperbolickych
varietach H"™.

Proa = (a1,...,as), b= (b1,...,b,) € E" oznac¢me skaldrni soucin

(a,0) = a;b;
j=1

a necht ||a|]| = \/(a,a). Hyperbolickd geometrie se ¢asto modeluje varietou (viz obr. 3
pron = 2)
H? = {(z1,..., 2ns1) € B[] — 27y = =17}, (4)

kde 7 > 0 a misto eukleidovské metriky v E"*! se uvazuje Minkowského metrika

#(A, B) = (lla=bl* = (@1 = bus1)?) (5)
pro A = (a1,...,an41), B = (b1,...,bpy1) € H. T kdyz vztah (4) obsahuje rozdil
Ctvercu, funkce p je nezdpornd, jak bude patrno z nasledujici véty. Zduraznéme, ze
soufadnice x,,+1 neni €as, jak je bézné v teorii relativity (srov. [17], s.95), ale obyCejna
prostorova soufadnice. Varieta H neni souvisla. Sklada se ze dvou zrcadlové sy-
metrickych nadploch, které pro jednoduchost ztotoznime piedpisem z = —z € HY,
abychom se mohli zabyvat jen tou komponentou, pro niz x,,+1 > 0. Opét budeme psat
jen H™, pokud r = 1.

Véta. Funkce p je metrika na H™.

Dukaz. Nejprve ovérime, ze pro A, B € H" je hodnota p(A, B) nezdporné. Z (5) do-
staneme

(A, B))? = |la]|® = 2(a, b) + [|b|* — af 4 + 2an41bns1 — by yy (6)
= 2(ant1bny1 — (a,b) — 1),

kde jsme podle (4) vyuzili toho, ze

dpyy = llall* +1 a b7y = [bl* +1. (7)

117 (3) plyne, ze kruznice k' ma v eukleidovské metrice polomér R’ = (e — 1)/(e + 1) = 0.462.. .,
kde e=2.718... je Eulerovo ¢islo.

12D, Hilbert vlastné dokazal, ze v E3 neexistuje tiplna hladka plocha s konstantni zadpornou Gaus-
sovou kiivosti (srov. obr. 4).
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Obr. 2. Vsechny ryby na Escherové obrazu hyperbolické roviny maji v metrice (3) shodnou
velikost. Obrazné feceno, pokud byste v hyperbolické roviné plavali, ryby ve vaSem bez-
prostiednim okoli se vam budou jevit stédle stejné velké. Muzete plavat libovolnym smérem
libovolné daleko, protoze hrani¢ni kruznice k je nekonetné vzdélena. Na dolnim obrazku jsou
zndzornény nejkratsi spojnice reprezentované kruhovymi oblouky, které jsou v koncovych
bodech kolmé k hrani¢n{ kruznici k. Soucet hlu v trojihelniku ABC je a+ 8+ v < 180°.
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Obr. 3. Dvojdilny hyperboloid z? 4+ 3? — w? = —1. V teorii relativity se kuzelovéd plocha
z2 +1y? = w? nazyvé svételny kuzel pro jednotkovou rychlost svétla, je-li w ¢as. Je to mnozina
bodu A, pro néz p(A,0) = 0.

Cili
a1y = ([l + D (B)* + 1) = (lallllbll + 1)* + ([lall = [Ib]])*. (8)
Odtud a z Cauchyovy—Schwarzovy nerovnosti |(a, b)| < ||al|||b|| pro kladna a,41 a by11
vyplyva, ze
ny1bny1 2 [lalll|b] +1 = (a,b) + 1. 9)
Vidime, Ze prava strana v (6) je nezdpornd, a tak je odmocnina v (5) nezdpornd.
Déle ukdzeme, ze u(A, B) = 0 pravé tehdy, kdyz A = B. Je-li u(A, B) = 0, pak
pomoci (6) obdrzime
(a, b)+1=ant1bpnt1-

Podle (9) tedy plati rovnost
ant1bnt1 = |lal[[b] + 1.

Odtud a z (8) plyne, ze |la]| = ||b]|, a podle (7) mame ay,+1 = bpy1 > 0. Z definice
metriky (5) je tak patrno, ze a = b, coz ddvd A = B.

Z (5) okamzité odvodime i obrdcenou implikaci, tj. plati u(A, A) = 0. Symetrie
w(A, B) = u(B, A) je evidentn{ a dukaz trojuhelnikové nerovnosti probiha standardnim
zpusobem pomoci vztahi (6) az (9). O

Funkci p lze vztahem (5) prirozené rozsifit i dovniti kuzele 7 + -+ + 22 < a2 4
(srov. obr. 3), kde ale jiz neni metrikou. Hodnota (A, B) totiz muze byt nulova
pro A # B a neplati zde bézné trojithelnikova nerovnost. Pro nékteré trojice bodu
plati dokonce obracend trojthelnikova nerovnost!'3

1(A, B) = u(A,C) + (B, C)

133 ostrou obracenou trojihelnfkovou nerovnosti souvisi znamy paradox dvojcat [15].
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(viz [15], s.420), takze se takto rozsitené funkci casto fikd jen Minkowského pseudo-
metrika.

Obé komponenty H" jsou grafem konvexn{ (resp. konkdvn{) funkce v E"*1. Piesto
je ale na modelu pseudosféry H" soucet ihla v trojihelniku, jehoz strany jsou nejkratsi
spojnice v Minkowského metrice (5), mensi nez 180°. Dukaz je uveden v [4], s.88.

V préci [4], s.69-73, se uvadi Sest reprezentaci H" ilustrujicich, jak hyperbolickou
metriku modelovat. Asi nejzndméjsi je Poincarého disk (viz téz [7], s.475-476).

Rezy variety H” nadrovinami 2,1, = C, kde C je konstanta a |C| > r, jsou sféry
dimenze n — 1. Pro pseudosféry plati podobna véta jako pro sféry.

Véta. Pro r < R Ize pseudosféru H' izometricky vlozit do ]H[%H.

Ukazme si, jaké vztahy plati mezi eukleidovskym prostorem'

(viz [3], s.3).

Véta. Prostor E" Ize izometricky vlozit do H™ 1!,

Opaéna izometrickd vlozeni ale nejsou tak jednoduchéa. V roce 1955 Danilo Blanusa
dokézal [1], ze hyperbolickou rovinu H? lze izometricky vlozit do prostoru E® (srov.
téz [2]). Neni zndmo, zda lze dimenzi 6 snizit. Blanusovo tvrzeni zobecnil David Bran-
der [3] takto:

Véta. Pron > 1 Ize pseudosféru H" izometricky vlozit do prostoru E6»—6,

a pseudosférou

Opét neni zndmo, zda lze dimenzi 6n — 6 snizit. Varietu H3, kterd eventudlné
modeluje nas vesmir pro pevny cas, lze tedy izometricky vlozit do eukleidovského
prostoru E'2,

Jestlize misto vlozeni budeme uvazovat vnofeni, lze opét dimenzi zredukovat.

Véta. Pron > 1 Ize pseudosféru H" izometricky vnorit do prostoru E4"—3,
4. Vnitifni a vnéjsi kiivosti

Jak jsme vidéli v predchozich kapitolach, v kfivém prostoru, napi. na sféfe, neplati
zakony eukleidovské geometrie. Tedy soucet ihlt v trojihelniku se lis{ od 180° a obvod
kruznice o poloméru r se lisi od 27r. Pfedstavme si nyni dvojrozmérné bytosti zijici na
néjaké dvojrozmeérné ploSe. Vnitini ki¥ivosti plochy budeme nazyvat takovou kfivost,
kterou mohou nase dvojrozmeérné bytosti pozorovat, aniz by opustili sviij dvojrozmérny
svét. Mohou tak napiiklad v okolf kazdého bodu méfit obvody kruznic C(r), jejich
poloméry r a zavést Gaussovu krivost K vztahem

Kty & (1-0),

r—0 12 2rr

Velicina K vyjadiuje vnitini kfivost plochy v bodé a obecné muze mit v ruznych
bodech plochy ruznou hodnotu.

Predstavme si, ze v eukleidovské roviné narysujeme nékolik trojihelniku a kruznic.
Pokreslenou ¢ast plochy poté vystiihneme a slepime do tvaru valce. Vzdalenosti ani
thly se pfi této operaci nezméni od puvodnich eukleidovskych hodnot a je tedy zfejmé,
ze valec ma nulovou vnitini kiivost K. Na druhou stranu, my jako trojrozmérné bytosti
vidime, ze jakousi kiivost (tzv. vnéjsi kiivost) vélcovd plocha také m4.

14Pro n =1 lze E! izometricky vlozit do H' a naopak. Netrividlni hyperbolické geometrie jsou tak
jen v dimenzich n > 1.

142 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 59 (2014), ¢. 2



Uvazujme hladkou dvojrozmérnou plochu P v E? a zkoumejme jeji chovani v okoli
bodu p € P. Kartézské souifadnice v E? si zavedme tak, aby poéitek byl v bodé p
a tetna rovina k P v bodé p méla rovnici z = 0. V nejbliz§im okoli pak muzeme
plochu P misto vztahu z = z(x, y) vyjadiit Taylorovym rozvojem jako

z R~ %achJrfynyr%ByZ,

kde a = 0%z/0x? atd. Pro vzdalenost A dvou dostatetné blizkych bodu (z,y, 2)
a (x4 dz,y + dy, z + dz) na plose P pak plati

A? = da? + dy? 4 d2? ~ da® + dy? + [(ax + yy)dz + (By + yx)dy]* .
Pii volbé kartézskych souradnic muzeme jeSté vyuzit libovolné rotace R v roviné x, y.

Pii této rotaci se matice
_ (@ 7
< (7 5)

Q' =R 'QR.
Pro nas jsou podstatné vlastnosti matice ) nezavislé na rotaci v roviné x,y. To jsou

ziejmeé vlastni ¢isla A, 4 matice @ a jejich kombinace, jako stopa a determinant. Gaus-
sovu kiivost K a stfedni kfivost H muZzeme pomoci matice @) vyjadrit jako

transformuje jako

K=detQ = \t= a8 —~2,
H=1itrQ=3\+p) =3(a+08).

Jak jsme jiz uvedli, Gaussova kiivost K vyjadiuje vnitini kiivost. Stfedni kiivost H
naopak vyjadiuje vnéjsi kfivost plochy. Nazorné piiklady jsou sféra a valec. Pro
sféru S2 o poloméru r dostdvame pii vhodné volbé soufadnic « = 8 = r~t a v = 0,
aproto K = H> =r~2. Provalecplatfa =r~!, =y =0,atedy K =0, H =r"1/2.

P1i popisu vnitini kiivosti vicerozmérné variety v ur¢itém bodé pochopitelné, na
rozdil od plochy, nestaéi jen jeden tidaj. Ve vyssich dimenzich je vnitini{ kiivost variety
popséna pomoci tzv. sekcionalni kiivosti. Sekcionalni kiivost variety v bodé p je funkei
dvou te¢nych linedrné nezavislych vektoru v a w (neboli dvojsméru (v, w)) a vyjadiuje
Gaussovu kfivost jisté dvojrozmérné podvariety s tetnymi vektory v a w. Ekvivalentné
Ize vnitini kiivost popsat pomoci Riemannova tenzoru, ktery ma v n dimenzich obecné
n?(n? — 1)/12 nezavislych komponent.

Vratme se jesté k sekciondlni kiivosti z hlediska Killingovych vektorovych poli
definujicich spojité symetrie (izometrie) variet. V eukleidovském prostoru dimenze n
existuje celkem n(n 4+ 1)/2 Killingovych vektorovych poli. Z toho jich n odpovida
translacim a n(n — 1)/2 rotacim. Na obecné varieté dimenze n je pocet nezavislych
Killingovych vektorovych poli vzdy mensi nebo roven vyse uvedené hodnoté n(n+1)/2.
Pokud je dosazeno hodnoty n(n + 1)/2, hovoiime o varietdch s maximdlni grupou
symetrii. Tyto variety jsou homogenni a izotropni a jejich sekcionalni kiivost je ve
vSech bodech a ve vSech dvojsmérech stejnd. V libovolné dimenzi (viz [17]) lze v tomto
pripadé vyjadrit vSechny komponenty Riemannova tenzoru Rgp.q pomoci metriky gqp
a konstantn{ skaldrni kfivosti R vztahem (viz [5], s.141)

Rabcd = (gabgcd - gadgbc)~
)

n(n—1
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Obr. 4. Cast pseudosféry — ve vech bodech ma konstantni zdpornou Gaussovu kfivost —1.
Horni kruznicova hrana do ni nepatii.

Na obr. 4 je zndzornéna ¢dst pseudostéry vzniklé rotaci kiivky traktrix (tzv. vleéné
kiivky nebo evolventy fetézovky). Tato plocha je dvojrozmeérnd oteviend varieta, kterd
ma lokdlné maximalni pocet Killingovych vektorovych poli. Dvé z nich odpovidaji
posunutim a jedno rotaci. Gaussova kiivost je tedy konstantni.

5. Zaveér

Uvedli jsme, ze kiivost variet muzeme rozdélit na vnitini a vnéjsi. Vnitini kiivosti je
napi. Gaussova kiivost a sekcionalni kiivost, vnejsi kiivosti je napt. stfedni kiivost.
Hlavnim tématem tohoto ¢lanku jsou variety s maximalni grupou symetrii — E™, S™
a H". Lze ukazat, ze tyto variety maji konstantni vnitini kiivost, pfesnéji feceno,
ve vSech bodech a vSech dvojsmérech maji konstantni sekcionalni kfivost. Z pohledu
n-rozmérného obyvatele takova varieta nema zadné vyznacné body ani sméry. Proto
se variety s maximalni grupou symetrii pouzivaji v kosmologii, kde vétsina modela
stoji na ptredpokladu, ze vesmir je v pevném case a na dostateéné velkych skalach
homogenni a izotropni a jeho geometrie je tedy lokdlné modelovana pomoci E3, S3
¢i HB.

Dvojrozmérné variety E2, S? si miizeme snadno predstavit, vizualizace celé va-
riety H? je vsak dosti obtiznd. Zatimco sféru S? miZzeme izometricky vlozit do E3,
pseudosféru H? nikoliv. Podle vét z kap. 3 Ize H? izometricky vlozit do eukleidovského
prostoru E® a doposud neni zndmo, zda lze tuto dimenzi snizit. Poznamenejme vsak,
7e ¢ast H? do E3 izometricky vlozit lze (viz obr. 4). Plocha na obr. 4 ma zdpor-
nou konstantni Gaussovu kiivost, a jak védél jiz Christian Huygens v roce 1639
(viz [12], s.324), m4d kone¢ny povrch i objem. S vyuzitim vnéjsich kfivosti vidime,
ze kazdy jeji bod je sedlovy, tj. ma v kazdém bodé dvé hlavni kfivosti s opa¢nymi
znaménky. To ovSem nic neméni na tom, ze ve vnitini geometrii je to stale plocha s kon-
stantni zdpornou Gaussovou kiivosti. Pfehled variet s konstantni zapornou kfivosti je
podédn v [13].
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