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Vera Rubinová a rotačńı křivky spirálńıch
galaxíı

Věnováno prof. RNDr. Janu Paloušovi, DrSc., k jeho 65. narozeninám.

Filip Kř́ı̌zek, Řež, Michal Kř́ı̌zek, Praha

1. Vera Rubinová

Vera Rubinová roz. Cooperová zasvětila celou svoji vědeckou kariéru prosazováńı
revolučńıch myšlenek, jež významně ovlivnily rozvoj soudobé astronomie. Jej́ı otec
pocházel z Litvy a matka z Moldavska. Ve své diplomové práci na Cornellově univer-
zitě se zabývala zásadńı otázkou, zda by vesmı́r mohl rotovat jako celek.1 Školitelem
jej́ı doktorské dizertace byl George Gamow, který na toto téma publikoval článek [11].
Rubinová byla prvńı ženou, která použ́ıvala př́ıstroje na kalifornské observatoři Mt. Pa-
lomar. Jej́ı životńı dráha je podrobně popsána např. v [25].

Obr. 1. Vera Rubinová roz. Cooperová (*1928), foto Robert Rubin

1Na vlastńı teorii rotuj́ıćıho vesmı́ru pracoval i Kurt Gödel [12]. Pro libovolnou lichou dimenzi n
může sféra Sn rotovat kolem sťredu tak, že všechny body maj́ı stejnou rychlost (lze ji totiž

”
učesat“).

Nejedná se tedy o rotaci kolem osy.

RNDr. Filip Kř́ıžek, Ph.D., Ústav jaderné fyziky AV ČR, v. v. i., 250 68 Řež, e-mail:
filip.krizek@cern.ch, prof. RNDr. Michal Kř́ıžek, DrSc., Matematický ústav AV ČR,
v. v. i., Žitná 25, 115 67 Praha 1, e-mail: krizek@cesnet.cz
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Koncem sedmdesátých let minulého stolet́ı Rubinová zjistila, že spirálńı galaxie
nemaj́ı dostatek hmoty k vysvětleńı své rychlé rotace. Nevěřila ale, že by vesmı́r měl
obsahovat nějakou temnou hmotu, i když j́ı to měřeńı naznačovala. Sama o této záhadě
prohlásila [8]:

If I could have my pick, I would like to learn that Newton’s laws must
be modified in order to correctly describe gravitational interaction at large
distances. That’s more appealing than a universe filled with a new kind of
sub-nuclear particle.

Největš́ım objevem Very Rubinové byla skutečnost, že spirálńı galaxie maj́ı
”
plo-

ché“ rotačńı křivky (viz [30]). Na základě toho pak v 70. letech minulého stolet́ı roz-
pracovala vlastńı teorii rotačńıch křivek galaxíı. Z vysokých oběžných rychlost́ı hvězd
usoudila, že by galaxie měly obsahovat mnohem v́ıce nesv́ıt́ıćı látky než sv́ıt́ıćı, aby
v̊ubec držely gravitačně pohromadě — viz např. jej́ı přehledové články [28] a [29]
o temné hmotě. Přitom se oṕırala o standardńı Newtonovu teorii gravitace. Připo-
meňme si proto nejprve některá užitečná tvrzeńı této teorie.

2. Newtonovy věty

Podle Newtonova gravitačńıho zákona je velikost gravitačńı śıly mezi dvěma hmotnými
body rovna

F = G
mM

r2
, (1)

kde m a M jsou jejich hmotnosti, r je jejich vzdálenost a G = 6.674 ·10−11 m3kg−1s−2

je gravitačńı konstanta. V některých učebnićıch se nesprávně ṕı̌se, že F v (1) je velikost
gravitačńı śıly mezi dvěma tělesy. Přitom se čtenář nedozv́ı, jak se přesně definuje jejich
vzdálenost.

Co je např. vzdálenost r pro homogenńı hmotný prstenec a hmotný bod v jeho
středu? Kdyby vzdálenost r byla rovna poloměru prstence, správnou odpověd’ podle (1)
nedostaneme. Celková výsledná śıla i jej́ı velikost je totiž nulová. Pro F = 0 podle (1)
ale vycháźı r = ∞, což jistě nemá se skutečnost́ı nic společného. Kdyby r byla
vzdálenost těžǐst’ obou těles, pak bychom zase dostali F = ∞, protože ve jmeno-
vateli (1) se děĺı r = 0. Opět se tak dostáváme do problémů.

Vid́ıme tedy, že mechanické použ́ıváńı gravitačńıho zákona může vést k nepředpo-
kládaným paradox̊um (viz též poznámka 1 ńıže). Vztah (1) ale z̊ustane nezměněn,
pokud mı́sto hmotných bod̊u budeme uvažovat koule se speciálńım rozložeńım hustoty.

Věta 1 (prvńı Newtonova věta). Je-li rozložeńı hustoty koule o hmotnosti M
sféricky symetrické, pak koule p̊usob́ı na hmotný bod o hmotnosti m, který lež́ı mimo
vnitřek koule, silou o velikosti (1), kde r je vzdálenost hmotného bodu od středu koule.

Důkaz se oṕırá o specifický tvar gravitačńıho potenciálu hmoty rovnoměrně roz-
ložené na kulové ploše. Výsledný vztah (1) se pak źıská integraćı. Pro podrobnosti
viz [1], s. 149. Větu lze zřejmě zobecnit i na vzájemné p̊usobeńı dvou kulových těles
se sféricky symetrickým rozložeńım hustoty hmoty (viz obr. 2). U skutečných těles
o pr̊uměru nad 1 000 km gravitace samočinně zař́ıd́ı přibližně kulový tvar i sféricky
symetrické rozložeńı hustoty. Tento proces se nazývá gravitačńı diferenciace.

Poznámka 1.Tělesa, která nemaj́ı sféricky symetrické rozložeńı hustoty hmoty, ale
obecně nelze nahradit jejich těžǐstěm. Abychom se o tom přesvědčili, stač́ı uvažovat, jak
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M mr

Obr. 2. Ilustrace prvńı Newtonovy věty pro dvě sféricky symetrická tělesa

p̊usob́ı těleso ve tvaru činky o hmotnosti M1+M2, na druhé těleso, j́ımž je homogenńı
koule o hmotnosti m. Hmotnost prostředńı rovné části činky zanedbáváme. Necht’

M1 = M2 = m = 1 kg. Na vodorovné ose na obr. 3 lze odeč́ıtat př́ıslušné vzdálenosti
v metrech. Pak je velikost celkové śıly mezi oběma tělesy rovna

F = G
mM1

32
+G

mM2

12
=

10G

9
.

Kdybychom však soustředili hmotu činky do jej́ıho těžǐstě v 0, pak by výsledná śıla F
vyšla podstatně odlǐsná od F , tj.

F = G
m(M1 +M2)

22
=

G

2
a 2F < F.

Kvadratická nelinearita r2 ve vztahu (1) tedy zp̊usobila, že śıla F je v́ıce než dvakrát
větš́ı než śıla F odpov́ıdaj́ıćı hmotnosti prvńıho tělesa zkoncentrovaného do těžǐstě.

−1 20 1

M21 mM

Obr. 3. Śılu mezi dvěma tělesy nelze obecně nahrazovat silou mezi hmotnými body
umı́stěnými v jejich těžǐst́ıch.

V [1], s. 150, je dokázáno daľśı d̊uležité tvrzeńı pro kulovou vrstvu (mezikouĺı), viz
obr. 4.

Věta 2 (druhá Newtonova věta).2 Kulová vrstva se sféricky symetrickým
rozložeńım hustoty nep̊usob́ı žádnou silou na hmotný bod nacházej́ıćı se uvnitř.

3. Spirálńı galaxie nerotuj́ı podle Keplerových zákon̊u

Pod́ıvejme se nyńı podrobněji na hypotézu Very Rubinové. Uvažujme testovaćı částici
o hmotnosti m (typicky se bude jednat o hvězdu) a necht’ M ≫ m je hmotnost daľśıho
hmotného bodu generuj́ıćıho pole centrálńı śıly. Předpokládejme, že testovaćı částice
ob́ıhá kolem středu po kruhové orbitě o poloměru r rychlost́ı v. Pak z Newtonova
gravitačńıho zákona a vztahu pro dostředivou śılu Rubinová [28] snadno odvodila, že

G
Mm

r2
=

mv2

r
, tj. v =

√
GM

r
. (2)

2Angl. Shell Theorem.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročńık 59 (2014), č. 3 225
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Obr. 4. Ilustrace druhé Newtonovy věty v pr̊uřezu kulové vrstvy. Jej́ı silové p̊usobeńı na
hmotný bod uvnitř dutiny označený + je nulové pro sféricky symetrické rozložeńı hustoty
hmoty. Gravitačńı potenciál v dutině je totiž konstantńı.

v

r0 r0

Obr. 5. Čárkovaně je znázorněn pokles rychlost́ı keplerovských drah v závislosti na
vzdálenosti r od středu spirálńı galaxie. Plná čára ukazuje idealizovanou rotačńı křivku, jej́ıž
tvar pomoćı mnoha měřeńı objevila Vera Rubinová.

Rychlost v částice na kruhové orbitě je tedy úměrná r−1/2. Takové dráhy se nazývaj́ı
keplerovské (viz obr. 5).

Vera Rubinová uvád́ı (viz [30], s. 491), že

rotačńı křivky galaxíı jsou ploché a neklesaj́ı
”
keplerovsky“, jak by měly.

Pro vysvětleńı tohoto paradoxu je d̊uležité si uvědomit, že spirálńı galaxie ne-
maj́ı pole centrálńı śıly kromě bĺızkého okoĺı středu, kde např. v naš́ı Galaxii hvěz-
dy S1, S2, . . . ob́ıhaj́ı centrálńı černou d́ıru podle Keplerových zákon̊u rychlostmi až
7 000 km/s. Hmotnost této d́ıry je zhruba 3.5 milion̊u hmotnost́ı Slunce, což je méně
než jedno promile celkové hmotnosti Galaxie (srov. (6)). Ve Slunečńı soustavě je na-
opak 99.85% hmotnosti soustředěno ve Slunci. Planety se gravitačně téměř neovlivňuj́ı
a jejich pohyb je určován předevš́ım centrálńı silou Slunce. Naproti tomu dráhy hvězd
v galaktickém disku jsou podstatně ovlivňovány zejména rozložeńım okolńı hmoty,
protože centrálńı výdut’ obsahuje jen cca 10% všech hvězd Galaxie.

V poznámce 2 naznač́ıme, proč je silové p̊usobeńı diskového tvaru galaxie na
testovaćı částici o dost větš́ı, než když celou jej́ı hmotnost soustřed́ıme do jednoho
centrálńıho bodu. Podrobněji to pak rozvedeme v kapitole 5. Oběžná rychlost v hvězd
na kruhových drahách ve spirálńı galaxii by proto měla být vyšš́ı než pro keplerovské
dráhy (viz obr. 5).
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Obr. 6. Velká spirálńı galaxie M31 v Andromedě zab́ırá na nebeské sféře 6krát větš́ı plochu
než Měśıc v úplňku. Má zřetelnou centrálńı výdut’.

Vera Rubinová [29] (viz též [31], s. 480) zjistila u okolńıch spirálńıch galaxíı téměř
stejné konstantńı3 rychlosti všech hvězd4 řádu v ≈ 200 km/s pro r > r0, kde r0 zhruba
odpov́ıdá poloměru centrálńı výdutě (angl. bulge) a je typicky rovno několika kpc (viz
obr. 5 a 6). Na druhé straně, vnitřek spirálńı galaxie pro r ≤ r0 včetně eventuálńı
př́ıčky rotuje zhruba konstantńı úhlovou rychlost́ı podobně jako gramofonová deska,
protože rychlost hvězd je přibližně lineárně úměrná jejich vzdálenosti od středu (viz
obr. 5).

U spirálńıch galaxíı čińı pr̊uměrná tloušt’ka disku (mimo výdutě) od 300 pc do
1 kpc. Je tedy cca 30krát až 100krát menš́ı než pr̊uměr viditelné části galaxie. Je to
dobře patrno, jsou-li k nám galaxie natočeny bokem. Přitom plyn a prach se nalézaj́ı
zejména v těsné bĺızkosti roviny disku. Proto budeme na disk galaxie pohĺıžet jen
jako na dvojrozměrný útvar, což je zjevně lepš́ı aproximace než centrálńı hmotný bod.
Gravitačńı pole spirálńı galaxie budeme tedy aproximovat gravitačńım polem plochého
disku s rotačně symetrickým rozložeńım hustoty.

Poznámka 2. Vztah (2) poskytuje jen hrubý odhad, pokud bychom jej chtěli
použ́ıt k vyjádřeńı oběžných rychlost́ı hvězd ve spirálńı galaxii. Ukažme proto nyńı, že
testovaćı částice (hvězda) ob́ıhaj́ıćı kouli o poloměru r se zcela libovolným sféricky sy-

3Spirálńı galaxie typu Sc nebo SBc připomı́naj́ı svým tvarem hodně otevřené ṕısmeno S. Je po-
zoruhodné, že pro naměřenou téměř stejnou konstantńı rychlost hvězd ([29], s. 7) se nezav́ıjej́ı a že
v nich nedocháźı k očekávanému

”
utahováńı“ ramen, když galaxie už vykonaly mnoho otoček. Jen

těžko lze předpokládat, že se jedná o jakési hustotńı vlny [5], s. 544.
4Ve Slunečńı soustavě by podobný jev odpov́ıdal tomu, že by Merkur ob́ıhal Slunce stejnou rych-

lost́ı jako Neptun.
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Obr. 7. Koule se symetricky rozloženou hmotou podle vodorovné roviny p̊usob́ı na testovaćı
částici menš́ı silou než celková hmotnost koule promı́tnutá kolmo do vodorovné roviny disku
— čárkovaně.

metrickým rozložeńım hustoty (srov. větu 1) má nižš́ı rychlost, než kdyby ob́ıhala disk
o stejném poloměru r a stejné hmotnosti. Přitom budeme uvažovat speciálńı rozložeńı
hustoty disku, které vznikne projekćı hmotnosti koule kolmo do roviny disku xy.

Abychom se o tomto tvrzeńı přesvědčili, stač́ı uvažovat dva libovolné hmotné body
o hmotnostech m1 = m2 umı́stěné uvnitř koule zrcadlově symetricky vzhledem k ro-
vině xy (viz obr. 7). Potom celková śıla F , kterou oba body p̊usob́ı na testovaćı částici
o hmotnosti m, bude menš́ı než śıla F , kterou by oba hmotné body p̊usobily na m,
kdyby se nalézaly př́ımo na disku. Necht’ d je vzdálenost mezim1 am. Označ́ıme-li b jej́ı
ortogonálńı projekci do roviny xy, pak

F = G
2m1m

d2
· b
d

a F = G
2m1m

b2
.

Vid́ıme tedy, že poměr sil F a F je roven třet́ı mocnině pod́ılu d/b

F =
(d
b

)3

F ≥ F. (3)

Tato kubická nelinearita zp̊usobuje podle (2) větš́ı přitažlivou gravitačńı śılu disku než
pro kouli, a t́ım i vyšš́ı oběžnou rychlost kolem disku.5

4. Oběžná rychlost kolem centrálńıho bodového tělesa

V této kapitole představ́ıme poměrně hrubý konzervativńı odhad oběžných rychlost́ı
hvězd v př́ıpadě, že veškerou baryonovou hmotu (tj. zejména protony a neutrony)
naš́ı Galaxie nahrad́ıme jedńım centrálńım hmotným bodem, který může být podle
věty 1 nahrazen kouĺı se sféricky symetrickým rozložeńım hustoty. V daľśı kapitole se
pak soustřed́ıme na plochý disk se zcela libovolným rotačně symetrickým rozložeńım
hustoty.

Poloměr viditelné části disku naš́ı Galaxie se odhaduje na

rG = 16 kpc = 4.938 · 1020 m. (4)

5Analytické vyjádřeńı silového p̊usobeńı celého disku na vněǰśı testovaćı částici vede na eliptické
integrály (viz [1], s. 156; [6], s. 73; [24], s. 274).
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Naše Slunce má hmotnost
M⊙ = 2 · 1030 kg

a ob́ıhá střed Mléčné dráhy rychlost́ı6

v⊙ = 230 km/s (5)

na dráze o poloměru r⊙ = 8.3 kpc, tj. nalézá se cca v polovině poloměru Galaxie,
kde už je hustota hvězd poměrně malá. Hvězdy ob́ıhaj́ıćı střed Galaxie ve vzdálenosti
r > r0 ≈ 3 kpc by měly mı́t podobnou rychlost jako v⊙ vzhledem k očekávané ploché
rotačńı křivce (viz obr. 5).

K baryonové látce astronomové poč́ıtaj́ı všechny částice, které jsou zahrnuty ve
standardńım modelu elementárńıch částic a interakćı (elektrony, neutrina apod.) a též
degenerovanou baryonovou hmotu ukrytou v černých d́ırách [15]. Označme M(rG)
hmotnost baryonové látky uvnitř koule o poloměru rG se středem v centru Galaxie.
K jej́ımu odhadu použijeme rozděleńı hvězd dané tabulkou (viz např. [20], s. 394),
které se oṕırá o data z našeho okoĺı do vzdálenosti několika stovek parsek̊u poř́ızených
družićı Hipparcos.7

Spektrálńı tř́ıda O B A F G K M b́ıĺı trpasĺıci

Hmotnost v M⊙ 25 5 1.7 1.2 0.9 0.5 0.25 0.7

Počet v miliardách 10−5 0.3 3 12 26 52 270 35

Součin ≈ 0 1.5 5.1 14.4 23.4 26 67.5 24.5

Tab. 1. Rozděleńı hvězd v naš́ı Galaxii podle spektrálńı tř́ıdy. Druhý řádek udává odpov́ıdaj́ıćı

hmotnost typické hvězdy v jednotkách hmotnosti Slunce M⊙. Na třet́ım řádku je počet hvězd

dané spektrálńı tř́ıdy8 dělený 109. Na posledńım řádku je vyč́ıslena hmotnost celé tř́ıdy

v miliardách hmotnost́ı Slunce.

Z předposledńıho řádku vid́ıme, že se v naš́ı Galaxii nacháźı přibližně 400 miliard
hvězd. Zat́ımco koncem minulého stolet́ı se soudilo, že červených trpasĺık̊u spektrálńı
tř́ıdy M jsou pouhá 3% z celkového počtu hvězd (viz [5], s. 93), dnes se odhaduje, že je
jich převážná většina (viz tabulka). Pro podporu tohoto tvrzeńı můžeme např. uvést,
že z 20 Slunci nejbližš́ıch hvězd je v současnosti známo 13 červených trpasĺık̊u. Přitom
hmotnost červeného trpasĺıka se pohybuje v rozmeźı od 0.08M⊙ do 0.45M⊙. Z tabulky
je patrno, že tř́ıda M přisṕıvá k celkové hmotnosti Galaxie nejv́ıce ze všech spektrálńıch
tř́ıd. Vera Rubinová samozřejmě nemohla vědět o existenci tolika červených trpasĺık̊u
té nejmenš́ı hmotnostńı kategorie. Za tento nár̊ust vděč́ıme stále se zlepšuj́ıćı citlivosti
kosmických teleskop̊u. Tı́m se nám ale podstatně zvětšila i odhadovaná baryonová
hmotnost Galaxie. Sečteme-li č́ısla v posledńım řádku tabulky, dostaneme nerovnost

M(rG) ≥ 162.4 · 109M⊙ = 3.25 · 1041 kg.

6Věťsina zdroj̊u uvád́ı rychlost Slunce v⊙ v rozmeźı 220 až 240 km/s.
7Harvardská spektrálńı klasifikace (en.wikipedia.org/wiki/Stellar classification) uvád́ı po-

dobná poměrná zastoupeńı hvězd, která budou dále zpřesňována pomoćı dat z družice Gaia, jež
dohlédne až ke sťredu Galaxie i opačným směrem na jej́ı okraj. Přesnost měřeńı však podstatně zálež́ı
na magnitudě a extinkci.

8Mnemotechnická pomůcka k zapamatováńı ř́ıká: Oh, Be A Fine Girl, Kiss Me.
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Obr. 8. Schematické znázorněńı spirálńı galaxie z boku. Centrálńı sférickou výdut’ obklopuje
plochý disk a ř́ıdké sféricky symetrické halo vyplněné zejména neutrálńım vod́ıkem a heliem,
starými hvězdami a kulovými hvězdokupami.

Zat́ım bohužel neumı́me spolehlivě určit, kolik čińı př́ıspěvek k M(rG) od černých
děr, kvarkových či neutronových hvězd9, infračervených trpasĺık̊u10, exoplanet, blud-
ných planet apod., jejichž sv́ıtivost je malá. Podle [20], s. 393, čińı baryonová hmotnost
všech hvězd v Galaxii

175 · 109M⊙ = 3.5 · 1041 kg,

započteme-li ještě hvězdy luminozitńı tř́ıdy I–IV (tj. veleobry, obry a podobry). V disku
a ve výduti se také nacháźı velké množstv́ı nesv́ıt́ıćı baryonové látky ve formě prachu,
plynu a plazmatu. V práci [20], s. 353, se množstv́ı mezihvězdné látky (bez hypote-
tické temné hmoty) odhaduje na cca 10% celkové hmotnosti hvězd. Řı́dká nesv́ıt́ıćı
baryonová hmota se rozprost́ırá i v kulovém galaktickém halu (viz obr. 8), jak lze
zjistit na rádiových vlnách 21 cm, které odpov́ıdaj́ı překlopeńı spinu v atomu vod́ıku
(viz [31], s. 485). Proto lze celkovou hmotnost baryonové látky uvnitř uvažované koule
o poloměru rG zdola odhadnout na11

M(rG) ≥ 3.85 · 1041 kg. (6)

Podle [20] klesá hustota rozložeńı hmoty ρ = ρ(r) za viditelným okrajem rychleji
než r−2, jinak by integrál

∫∞
rG

ρ(r)4πr2dr divergoval. Z věty 2 však plyne, že tato

hmota (ani eventuálńı temná hmota) nemá na pohyb hvězd žádný vliv, pokud je

9Hvězd z levé části tabulky je v současnosti sice málo, ale protože žij́ı velice krátce, existuje po
nich v Galaxii mnoho superhustých kompaktńıch poz̊ustatk̊u.

10Pro malé chladné hvězdy byly poměrně nedávno zavedeny daľśı ťri spektrálńı ťŕıdy
L–červenohněd́ı trpasĺıci, T–hněd́ı trpasĺıci a Y–čerńı trpasĺıci (terminologie ještě neńı ustálená).
Např. v roce 2013 objevil Kevin Luhman dvojici hnědých trpasĺık̊u vzdálených od Slunce jen
6.5 světelného roku. Daľśı hnědý trpasĺık WISE J085510.83-071442.5 je vzdálen 7.2 světelného roku.

11V astronomických tabulkách [18] se na s. 127 ṕı̌se, že celková hmotnost naš́ı Galaxie je bilion
Slunćı, tj. MG = 1012M⊙ = 2 · 1042 kg. Některé zdroje [13] dokonce uváděj́ı ještě ťrikrát věťśı
hodnoty v objemu do vzdálenosti 200 kpc od sťredu.
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jej́ı rozložeńı sféricky symetrické. Zkoncentrujeme-li baryonovou hmotu uvnitř koule
o poloměru rG do jednoho centrálńıho bodu, pak ze vztah̊u (2), (4) a (6) dostaneme,
že oběžná rychlost hvězd na samém okraji viditelného disku je

v =

√
GM(rG)

rG
≥

√
6.674 · 10−11 · 3.85 · 1041

4.938 · 1020 = 228 · 103 m/s, (7)

což je hodnota vskutku srovnatelná s naměřenou rychlost́ı (5). I když je vztah (7) jen
přibližný, postulovat existenci 5–6krát větš́ıho množstv́ı temné hmoty než baryonové
hmoty (viz např. [7], [26]), aby se Galaxie nerozpadla a držela gravitačně pohromadě,
se zdá být dosti nadhodnocené.

5. Oběžná rychlost kolem plochého disku

Lze samozřejmě namı́tnout, že vztah (7) byl odvozen jen pro př́ıpad centrálńı śıly
hmotného bodu, což je podle věty 1 ekvivalentńı kouli se sféricky symetrickým rozlo-
žeńım hustoty. V této kapitole proto budeme gravitačńı pole spirálńı galaxie aproxi-
movat gravitačńım polem plochého disku s rotačně symetrickým rozložeńım hustoty.

Věta 3. Částice ob́ıhaj́ıćı hmotný bod po kruhové dráze o poloměru R má menš́ı
rychlost, než kdyby ob́ıhala plochý disk o poloměru R a stejné hmotnosti s libovolně
rotačně symetricky rozloženou hustotou hmoty.

Naznač́ıme hlavńı myšlenku d̊ukazu. Větš́ı přitažlivá śıla zp̊usobuje větš́ı oběžnou
rychlost po kruhové dráze, a proto stač́ı porovnat jen gravitačńı śılu disku se silou
centrálńıho hmotného bodu o stejné hmotnosti. Podle předpoklad̊u věty je plošná
hustota disku ρ = ρ(r) ≥ 0 závislá pouze na vzdálenosti od jeho středu. Nejprve
vyšetř́ıme, jak p̊usob́ı libovolný pevně zvolený jednorozměrný homogenńı prstenec
o poloměru r ∈ (0, R) na testovaćı částici o hmotnosti m ve vzdálenosti R od středu
prstence. Pak celková hmotnost prstence bude M = 2πrρ, kde ρ je délková hustota.
Zkoncentrujeme-li hmotnost prstence do jeho středu, potom odpov́ıdaj́ıćı śıla p̊usob́ıćı
na testovaćı částici bude rovna

F = G
2πrρm

R2
. (8)

Naš́ım ćılem bude ukázat, že F je menš́ı než śıla prstence p̊usob́ıćı na testovaćı
částici. Tvrzeńı věty pak dostaneme integraćı podle r. V polárńıch souřadnićıch (r, ϕ)
uvažujme dva stejné délkové elementy prstence

dl = r dϕ (9)

umı́stěné symetricky vzhledem k vodorovné ose ve vzdálenosti s od testovaćı částice
tak, jak je nakresleno na obr. 9. Potom podle kosinové věty plat́ı

s2 = r2 +R2 − 2rR cosϕ (10)

a śıla, kterou tato dvojice p̊usob́ı na testovaćı částici, se rovná

dF = G
2dl ρm

s2
cosα. (11)
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Obr. 9. Homogenńı prstenec p̊usob́ı na vněǰśı částici větš́ı silou, než kdyby byla jeho celková
hmotnost zkoncentrovaná do středu prstence.

Ze sinové věty r sinϕ = s sinα plyne

cosα =
√
1− sin2 α =

1

s

√
s2 − r2 sin2 ϕ. (12)

Bez újmy na obecnosti můžeme dále předpokládat, že gravitačńı konstanta G = 1,
R = 1, m = 1 a že i délková hustota prstence je ρ = 1. Pak pro r ∈ (0, 1) a ϕ ∈ [0, π]
dosazeńım (9), (10) a (12) do (11) dostaneme

dF =
2dl

s2
1

s

√
r2 + 1− 2r cosϕ− r2 sin2 ϕ =

2r dϕ

s3

√
(1− r cosϕ)2

= 2r
1− r cosϕ

(r2 + 1− 2r cosϕ)3/2
dϕ,

protože 1 > r cosϕ. Celková gravitačńı śıla prstence o poloměru r p̊usob́ıćıho na
testovaćı částici je tak

F (r) = 2r

∫ π

0

1− r cosϕ

(r2 + 1− 2r cosϕ)3/2
dϕ = 2r

∫ π

0

f(r, ϕ)dϕ, (13)

kde pro pevné r ∈ (0, 1) je integrovaná funkce ϕ 7→ f(r, ϕ) kladná, spojitá a klesaj́ıćı.
Protože hodnoty v krajńıch bodech f(r, 0) = (1 − r)−2 a f(r, π) = (1 + r)−2 jsou
konečná č́ısla, je vyšetřovaný integrál konečný (viz obr. 10).

Integrál

I(r) =

∫ π

0

1− r cosϕ

(r2 + 1− 2r cosϕ)3/2
dϕ (14)

vystupuj́ıćı ve vztahu (13) bohužel nemá známé analytické vyjádřeńı pro r ∈ (0, 1).
Můžeme ale zjistit, že I = I(r) je rostoućı funkce,12 a analyticky vyč́ıslit jej́ı limitńı
hodnoty. Pro r = 0 vid́ıme, že je integrovaná funkce rovna jedné, a tak (viz obr. 10)

I(0) = π. (15)

Pro r = 1 dostaneme pomoćı Taylorova rozvoje, že

cosϕ = 1− ϕ2

2!
+

ϕ4

4!
− ϕ6

6!
+ · · · ≥ 1− ϕ2

2
.

12Funkce I je dokonce ryze konvexńı a İ(0) = 0.
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Obr. 10. Vlevo je graf integrované funkce z (13) pro r = 0.5 na intervalu [0, π]. Vpravo jsou
znázorněny numericky vypoč́ıtané hodnoty integrálu I(r) pro r ∈ [0, 1).

Proto
ϕ2 ≥ 2− 2 cosϕ, (16)

a tedy plat́ı (viz obr. 10)

2I(1) =

∫ π

0

2− 2 cosϕ

(2− 2 cosϕ)3/2
dϕ =

∫ π

0

dϕ√
2− 2 cosϕ

≥
∫ π

0

dϕ

ϕ
= ∞,

čili
I(1) = ∞. (17)

Podobný trik s dolńım odhadem lze použ́ıt, abychom funkci kosinus v (14) nahradili
kvadratickými polynomy v proměnné ϕ, což již lze analyticky vypoč́ıtat a vede na
hledanou nerovnost

F (r) = 2rI(r) > F = 2rI(0) pro r ∈ (0, 1],

kde śıly jsou definovány v (13) a (8). �
Poznámka 3. Výsledné silové p̊usobeńı galaxie je součtem gravitačńıch účink̊u

výdutě, plochého disku a hala pro r ≤ rG, pokud je okoĺı Galaxie sféricky syme-
trické (viz věta 2). Z věty 1 plyne, že gravitačńı śıla, kterou p̊usob́ı dvojrozměrná
homogenńı sféra (slupka) na hmotný bod, který na ńı lež́ı, je konečná. Na druhé
straně, śıla jednorozměrného prstence p̊usob́ıćıho na hmotný bod, který na něm lež́ı,
je podle vztah̊u (13)–(17) nekonečná13, protože funkce f = f(r, ϕ) ze vztahu (13)
má pro r → 1 a ϕ → 0 nepř́ıjemnou singularitu. Vid́ıme tedy, že mezi dvojrozměrným
a trojrozměrným př́ıpadem je dosti podstatný rozd́ıl. Z dvojrozměrnéhomodelu je také
patrno, proč hvězdy na okraji spirálńı galaxie ob́ıhaj́ı rychle. Nelze tedy zaměňovat
gravitačńı pole galaxie s polem centrálńı śıly. Paradox velkých rychlost́ı hvězd pozo-
rovaných Rubinovou tak může mı́t zcela přirozené vysvětleńı.

13Pokud by ale měl prstenec kladnou konstantńı tloušt’ku, pak by jeho śıla na hmotný bod byla
konečná.
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6. Závěr

Analýzou fluktuaćı reliktńıho zářeńı, které detekovala sonda Planck (viz [26]), se
zjistilo, že vesmı́r by měl být složen z 27% temné hmoty, necelých 5% baryonové
látky (z toho méně než 1% tvoř́ı sv́ıt́ıćı látka) a zbytek připadá na temnou ener-
gii. V současnosti se rozv́ıjej́ı a studuj́ı r̊uzné modifikace Newtonovy teorie MOND
(Modified Newtonian Dynamics) [19], [21], [32] a jejich relativistická zobecněńı TeVeS
(Tensor-Vector-Scalar) [4]. Účinky, které přič́ıtáme temné hmotě, se snaž́ı vysvětlit
pomoćı jiného tvaru gravitačńıho zákona. V předchoźıch kapitolách (ale i v [17]) jsme
předložili několik protiargument̊u ukazuj́ıćıch, že výše uváděný poměr 27 : 5 množstv́ı
temné hmoty ku baryonové hmotě je značně nadsazený. Např. podle vztahu (7) ba-
ryonová hmota naš́ı Galaxie nacházej́ıćı se uvnitř koule o poloměru rG soustředěná do
jednoho centrálńıho bodu stač́ı k vysvětleńı vysoké rychlosti hvězd (5) ob́ıhaj́ıćıch na
samém okraji Galaxie. Věta 3 nám nav́ıc ř́ıká, že stejné rychlosti lze dosáhnout i pro
ještě menš́ı celkovou baryonovou hmotnost Galaxie rozloženou zcela libovolně rotačně
symetricky do plochého disku.

V roce 1933 Fritz Zwicky [35] naměřil př́ılǐs velké rychlosti osmi galaxíı v galak-
tické kupě A1656 ve Vlasech Bereniky. Proto postuloval existenci jakési temné hmoty,
aby kupa držela gravitačně pohromadě. V [17] podrobně analyzujeme jeho metodu
pro současně naměřené rychlosti a magnitudy jednotlivých galaxíı, která dramaticky
snižuj́ı odhadované množstv́ı temné hmoty. Podle [34] se v mezigalaktickém prostoru
kupy nalézá 30–50% hvězd z celkového počtu všech hvězd kupy, což také přisṕıvá
k vysvětleńı vyšš́ıch naměřených rychlost́ı i bez temné hmoty.

Pavel Kroupa se svým týmem uvád́ı v [16] celkem 5 argument̊u, které ukazuj́ı
na neexistenci temné hmoty v okoĺı naš́ı Galaxie. Řada daľśıch praćı ([2], [9], [10],
[14], [22], [23] a [33]) také potvrzuje, že na škálách galaktických disk̊u je Newto-
nova teorie gravitace docela dobrou aproximaćı reality a neńı ji třeba modifikovat
ani předpokládat existenci temné hmoty. Jinými slovy, temná hmota může být jen
chybou modelu vzniklá nesprávnou interpretaćı naměřených dat. Pokud přesto nějaká
existuje, patrně j́ı neńı šestkrát v́ıce než sv́ıt́ıćı i nesv́ıt́ıćı baryonové hmoty dohromady,
jak se extrapoluje v [26] z vlastnost́ı reliktńıho zářeńı starého přes 13 miliard let, které
je deformováno pomoćı gravitačńıho čočkováńı galaxíı a galaktických kup.

Na závěr uved’me nejzávažněǰśı nedostatek standardńıho kosmologického modelu.
Každá rovnice matematické fyziky bez výjimky má svá ohraničeńı na velikosti vy-
šetřovaných objekt̊u. Např́ıklad standardńı rovnice vedeńı tepla velice dobře aproxi-
muje skutečnou teplotu v pevných látkách o rozměrech srovnatelných s jedńım metrem.
Kdybychom ji ale použili na atomárńı úrovni v krychličce o hraně 10−10 m, dostaneme
zjevné nesmysly, stejně tak jako v krychli o hraně 1010 m (tj. sedminásobku pr̊uměru
Slunce), která by teoreticky okamžitě zkolabovala do černé d́ıry. Totéž plat́ı i pro rov-
nice pružnosti, polovodičové rovnice, Navierovy–Stokesovy rovnice prouděńı, Maxwel-
lovy rovnice atd. Podobně nemůžeme použ́ıvat Keplerovy zákony na škálách 10−10 m
nebo naopak Schrödingerovu rovnici na objekty o velikosti kočky. Při jakémkoliv
výpočtu je proto třeba starat se o chybu modelu.

Při odvozováńı standardńıho kosmologického modelu se ale Einsteinovy rovnice
použij́ı na celý vesmı́r. To se bere jako samozřejmost a jen málokdo si klade otázku,
zda je v̊ubec oprávněné provádět takové smělé a nič́ım nepodložené extrapolace,

234 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročńık 59 (2014), č. 3



když je obecná teorie relativity zat́ım
”
prověřena“ jen na mnohem menš́ıch pro-

storočasových škálách (ohyb světelných paprsk̊u a zpomalováńı elektromagnetických
vln v gravitačńım poli Slunce, strháváńı prostoročasu rotuj́ıćı Zemı́ — Lense̊uv–Thir-
ring̊uv precesńı efekt, stáčeńı perihelia dráhy Merkuru apod.). Přitom galaxie maj́ı
rozměr řádově 1010 astronomických jednotek a pozorovatelný vesmı́r ještě alespoň
o pět řád̊u v́ıce. Standardńı kosmologický model tak byl odvozen pomoćı dosti neko-
rektńı extrapolace.
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