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Vera Rubinova a rotac¢ni kiivky spiralnich
galaxii

Vénovéano prof. RNDr. Janu Palousovi, DrSc., k jeho 65. narozenindm.

Filip Kiizek, Rez, Michal Kiizek, Praha

1. Vera Rubinova

Vera Rubinova roz. Cooperové zasvétila celou svoji védeckou kariéru prosazovani
revolucnich myslenek, jez vyznamné ovlivnily rozvoj soudobé astronomie. Jeji otec
pochézel z Litvy a matka z Moldavska. Ve své diplomové préaci na Cornellové univer-
zité se zabyvala zdsadni otdzkou, zda by vesmir mohl rotovat jako celek.! Skolitelem
jeji doktorské dizertace byl George Gamow, ktery na toto téma publikoval ¢lanek [11].
Rubinova byla prvni zenou, ktera pouzivala ptistroje na kalifornské observatori Mt. Pa-
lomar. Jeji zivotn{ draha je podrobné popsdna napi. v [25].

7. o -
Obr. 1. Vera Rubinové roz. Cooperova (*1928), foto Robert Rubin

INa vlastn{ teorii rotujictho vesmiru pracoval i Kurt Gédel [12]. Pro libovolnou lichou dimenzi n
muze sféra S™ rotovat kolem stfedu tak, ze vSechny body maji stejnou rychlost (1ze ji totiz ,ucesat®).
Nejednd se tedy o rotaci kolem osy.
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Koncem sedmdesatych let minulého stoleti Rubinova zjistila, ze spirdlni galaxie
nemaji dostatek hmoty k vysvétleni své rychlé rotace. Nevérila ale, ze by vesmir mél
obsahovat néjakou temnou hmotu, i kdyz ji to méfeni naznacovala. Sama o této zdhadé
prohldsila [8]:

If I could have my pick, I would like to learn that Newton’s laws must
be modified in order to correctly describe gravitational interaction at large
distances. That’s more appealing than a universe filled with a new kind of
sub-nuclear particle.

Nejvétsim objevem Very Rubinové byla skutecnost, ze spirdlni galaxie maji ,plo-
ché“ rotacni kiivky (viz [30]). Na zdkladé toho pak v 70. letech minulého stolet{ roz-
pracovala vlastni teorii rota¢nich kiivek galaxii. Z vysokych obéznych rychlosti hvézd
usoudila, ze by galaxie mély obsahovat mnohem vice nesvitici latky nez svitici, aby
vubec drzely gravitatné pohromadé — viz napi. jeji prehledové clanky [28] a [29]
o temné hmoté. Pritom se opirala o standardni Newtonovu teorii gravitace. PTipo-
menme si proto nejprve néktera uziteéna tvrzeni této teorie.

2. Newtonovy véty

Podle Newtonova gravitacniho zdkona je velikost gravitacni sily mezi dvéma hmotnymi
body rovna
mM

r2’

F=G

(1)

kde m a M jsou jejich hmotnosti, r je jejich vzdélenost a G = 6.674-10~ ! m3kg—'s~2

je gravitacni konstanta. V nékterych u¢ebnicich se nesprévné pise, ze F' v (1) je velikost
gravitacni sily mezi dvéma télesy. Pfitom se ¢tenaf nedozvi, jak se presné definuje jejich
vzdéalenost.

Co je napf. vzdélenost r pro homogenni hmotny prstenec a hmotny bod v jeho
sttedu? Kdyby vzddlenost r byla rovna poloméru prstence, spravnou odpovéd podle (1)
nedostaneme. Celkovd vyslednd sila i jeji velikost je totiz nulova. Pro F' = 0 podle (1)
ale vychézi r = o0, coz jisté nema se skutecnosti nic spole¢ného. Kdyby r byla
vzdalenost tézist obou téles, pak bychom zase dostali F' = oo, protoze ve jmeno-
vateli (1) se déli » = 0. Opét se tak dostdvame do problémi.

Vidime tedy, ze mechanické pouzivani gravita¢niho zdkona muze vést k nepredpo-
kldadanym paradoxtum (viz téz pozndmka 1 nize). Vztah (1) ale zustane nezménén,
pokud misto hmotnych bodu budeme uvazovat koule se specialnim rozlozenim hustoty.

Véta 1 (prvni Newtonova véta). Je-li rozloZeni hustoty koule o hmotnosti M
sféricky symetrické, pak koule pusobi na hmotny bod o hmotnosti m, ktery lezi mimo
vnitiek koule, silou o velikosti (1), kde r je vzddlenost hmotného bodu od stiedu koule.

Dukaz se opird o specificky tvar gravitacniho potencidlu hmoty rovnomérné roz-
lozené na kulové plose. Vysledny vztah (1) se pak ziskd integraci. Pro podrobnosti
viz [1], s.149. Vétu lze zfejmeé zobecnit i na vzdjemné pusobeni dvou kulovych téles
se sféricky symetrickym rozlozenim hustoty hmoty (viz obr. 2). U skutecnych téles
o pruméru nad 1000 km gravitace samoc¢inné zaiidi piiblizné kulovy tvar i sféricky
symetrické rozlozeni hustoty. Tento proces se nazyva gravitaéni diferenciace.

Poznamka 1. Télesa, kterd nemaji sféricky symetrické rozlozeni hustoty hmoty, ale
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Obr. 2. Tlustrace prvni Newtonovy véty pro dvé sféricky symetricka télesa

pusobi téleso ve tvaru ¢inky o hmotnosti My + My, na druhé téleso, jimz je homogenni
koule o hmotnosti m. Hmotnost prostiedni rovné ¢asti ¢inky zanedbdvame. Necht
M; = My = m =1 kg. Na vodorovné ose na obr. 3 Ize odecitat prislusné vzdalenosti
v metrech. Pak je velikost celkové sily mezi obéma télesy rovna

li mMg 10G

+G =

F= -
R 12 9

vysla podstatné odlisna od F, tj.

F=G———3y—> = a 2F <F.

m(M1 +M2) g
22 2

Kvadraticka nelinearita r? ve vztahu (1) tedy zptsobila, Ze sfla F je vice nez dvakrat

vétst nez sila F odpovidajici hmotnosti prvniho télesa zkoncentrovaného do téziste.

M, M, m

00

-1 0 1 2

Obr. 3. Silu mezi dvéma télesy nelze obecné nahrazovat silou mezi hmotnymi body

V [1], s. 150, je dokdzéno dalsi dulezité tvrzeni pro kulovou vrstvu (mezikoul{), viz
obr. 4.

Véta 2 (druhd Newtonova véta).? Kulovd vrstva se sféricky symetrickym
rozlozenim hustoty nepiisobi Zadnou silou na hmotny bod nachazejici se uvnitf.

3. Spiralni galaxie nerotuji podle Keplerovych zakont

Podivejme se nyni podrobnéji na hypotézu Very Rubinové. Uvazujme testovaci castici
o hmotnosti m (typicky se bude jednat o hvézdu) a nechf M > m je hmotnost dalstho
hmotného bodu generujicitho pole centralni sily. Predpokladejme, ze testovaci ¢astice
obihéd kolem stfedu po kruhové orbité o poloméru r rychlosti v. Pak z Newtonova
gravitacniho zdkona a vztahu pro dostfedivou silu Rubinové [28] snadno odvodila, ze

M 2 M
gMm _mv” o JGM (2)

2Angl. Shell Theorem.
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Obr. 4. Ilustrace druhé Newtonovy véty v prufezu kulové vrstvy. Jeji silové pusobeni na
hmotny bod uvnitf dutiny oznaceny + je nulové pro sféricky symetrické rozlozeni hustoty
hmoty. Gravita¢ni potencidl v dutiné je totiz konstantni.

Obr. 5. Cérkované je zndzornén pokles rychlosti keplerovskych drah v zdvislosti na
vzdalenosti r od stfedu spirdlni galaxie. Plna ¢ara ukazuje idealizovanou rotacni kiivku, jejiz
tvar pomoci mnoha méfeni objevila Vera Rubinova.

Rychlost v astice na kruhové orbité je tedy imérna r—1/2. Takové drahy se nazyvaji
keplerovské (viz obr. 5).

Vera Rubinové uvddi (viz [30], s.491), ze
rotacni krivky galaxii jsou ploché a neklesaji ,keplerovsky®, jak by mély.

Pro vysvétleni tohoto paradoxu je dulezité si uvédomit, ze spirdlni galaxie ne-
maji pole centralni sily kromé blizkého okoli stfedu, kde napt. v nasi Galaxii hvéz-
dy S1, S2, ...obihaji centralni ¢ernou diru podle Keplerovych zdkonu rychlostmi az
7000 km/s. Hmotnost této diry je zhruba 3.5 milionti hmotnosti Slunce, coz je méné
nez jedno promile celkové hmotnosti Galaxie (srov. (6)). Ve Slune¢ni soustavé je na-
opak 99.85 % hmotnosti soustfedéno ve Slunci. Planety se gravita¢né témér neovliviiuji
a jejich pohyb je urcovan predevsim centralni silou Slunce. Naproti tomu drahy hvézd
v galaktickém disku jsou podstatné ovliviiovany zejména rozlozenim okolni hmoty,
protoze centralni vyduf obsahuje jen cca 10 % vsech hvézd Galaxie.

V poznamce 2 naznatime, pro¢ je silové pusobeni diskového tvaru galaxie na
testovaci Castici o dost vétsi, nez kdyz celou jeji hmotnost soustiedime do jednoho
centralniho bodu. Podrobnéji to pak rozvedeme v kapitole 5. Obézna rychlost v hvézd
na kruhovych drahach ve spirdlni galaxii by proto méla byt vyssi nez pro keplerovské
dréhy (viz obr. 5).
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Obr. 6. Velka spiralni galaxie M31 v Andromedé zabird na nebeské sféfe 6krat vétsi plochu
nez Meésic v tpliku. M4 zietelnou centraln{ vydut.

Vera Rubinové [29] (viz téz [31], s.480) zjistila u okolnich spiralnich galaxif témer
stejné konstantni® rychlosti viech hvézd* fadu v &~ 200 km/s pro r > 79, kde ro zhruba
odpovida polomeéru centralni vyduté (angl. bulge) a je typicky rovno nékolika kpc (viz
obr. 5 a 6). Na druhé strané, vnitiek spirdlni galaxie pro r < ry vcetné eventudlni
pricky rotuje zhruba konstantni tihlovou rychlosti podobné jako gramofonova deska,
protoze rychlost hvézd je pfiblizné linedrné timérnd jejich vzdalenosti od stfedu (viz
obr. 5).

U spirdlnich galaxi{ €ini primérnd tloustka disku (mimo vyduté) od 300 pc do
1 kpc. Je tedy cca 30krat az 100krat mensi nez prumér viditelné ¢asti galaxie. Je to
dobfe patrno, jsou-li k ndm galaxie natoceny bokem. Ptfitom plyn a prach se nalézaji
zejména v tésné blizkosti roviny disku. Proto budeme na disk galaxie pohlizet jen
jako na dvojrozmeérny tutvar, coz je zjevné lepsi aproximace nez centralni hmotny bod.
Gravitacni pole spiralni galaxie budeme tedy aproximovat gravitaénim polem plochého
disku s rota¢né symetrickym rozlozenim hustoty.

Poznamka 2. Vztah (2) poskytuje jen hruby odhad, pokud bychom jej chtéli
pouzit k vyjadireni obéznych rychlosti hvézd ve spiradlni galaxii. Ukazme proto nyni, ze
testovaci ¢édstice (hvézda) obihajici kouli o poloméru r se zcela libovolnym sféricky sy-

3Spiraln{ galaxie typu Sc nebo SBc pfipominaji svym tvarem hodné oteviené pismeno S. Je po-
zoruhodné, ze pro namérenou témér stejnou konstantni rychlost hvézd ([29], s.7) se nezavijeji a ze
v nich nedochézi k otekdvanému ,utahovani“ ramen, kdyz galaxie uz vykonaly mnoho otocek. Jen
tézko 1ze pfedpoklddat, ze se jednd o jakési hustotni viny [5], s. 544.

4Ve Sluneéni soustavé by podobny jev odpovidal tomu, ze by Merkur obfhal Slunce stejnou rych-
losti jako Neptun.
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Obr. 7. Koule se symetricky rozlozenou hmotou podle vodorovné roviny pusobi na testovaci
Castici mensi silou nez celkovd hmotnost koule promitnutd kolmo do vodorovné roviny disku
— carkované.

metrickym rozlozenim hustoty (srov. vétu 1) m4 nizsi rychlost, nez kdyby obihala disk
o stejném poloméru r a stejné hmotnosti. Pfitom budeme uvazovat specialni rozlozeni
hustoty disku, které vznikne projekci hmotnosti koule kolmo do roviny disku zy.
Abychom se o tomto tvrzeni piesvédcili, staci uvazovat dva libovolné hmotné body
o hmotnostech m; = mo umisténé uvnitt koule zrcadlové symetricky vzhledem k ro-
viné zy (viz obr. 7). Potom celkovd sila F, kterou oba body puisobi na testovaci ¢dstici
o hmotnosti m, bude mensi nez sila F', kterou by oba hmotné body ptisobily na m,
kdyby se nalézaly pfimo na disku. Necht d je vzdalenost mezi m1 a m. Oznaéime-li b jeji
ortogonalni projekci do roviny xy, pak
2mim b — 2mim

F:
2 4 ° G

F=G

Vidime tedy, ze pomér sil F' a F' je roven tiet{ mocniné podilu d/b

F= (%>3F > F. (3)

Tato kubickd nelinearita zpusobuje podle (2) vétsi pfitazlivou gravita¢ni silu disku nez
pro kouli, a tim i vyssi obéznou rychlost kolem disku.?

4. Obézna rychlost kolem centralniho bodového télesa

V této kapitole predstavime pomérné hruby konzervativni odhad obéznych rychlosti
hvézd v piipadé, ze veskerou baryonovou hmotu (tj. zejména protony a neutrony)
nasi Galaxie nahradime jednim centralnim hmotnym bodem, ktery muze byt podle
véty 1 nahrazen kouli se sféricky symetrickym rozlozenim hustoty. V dalsi kapitole se
pak soustfedime na plochy disk se zcela libovolnym rota¢né symetrickym rozlozenim
hustoty.

Polomér viditelné ¢asti disku nasi Galaxie se odhaduje na

ra = 16 kpc = 4.938 - 10%° m. (4)

5 Analytické vyjadieni silového puisobeni celého disku na vnéjsi testovaci éstici vede na eliptické
integraly (viz [1], s.156; [6], s. 73; [24], s. 274).

228 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 59 (2014), ¢. 3



Nase Slunce mé hmotnost
Mg =2-10% kg

a obih4 stfed Mlééné drahy rychlosti®
ve = 230 km/s (5)

na draze o poloméru ro = 8.3 kpc, tj. nalézd se cca v poloviné poloméru Galaxie,
kde uz je hustota hvézd pomérné mala. Hvézdy obihajici stied Galaxie ve vzdalenosti
r > ro ~ 3 kpc by mély mit podobnou rychlost jako vg vzhledem k ocekdvané ploché
rota¢ni kiivce (viz obr. 5).

K baryonové latce astronomové pocitaji vsechny ¢éstice, které jsou zahrnuty ve
standardnim modelu elementarnich ¢astic a interake{ (elektrony, neutrina apod.) a téz
degenerovanou baryonovou hmotu ukrytou v ¢ernych dirdch [15]. Oznaéme M (r¢)
hmotnost baryonové ldtky uvniti koule o poloméru rg se stfedem v centru Galaxie.
K jejimu odhadu pouzijeme rozdéleni hvézd dané tabulkou (viz napf. [20], s.394),
které se opird o data z naseho okoli do vzdalenosti nékolika stovek parseku pofizenych
druzici Hipparcos.”

Spektralni tiida 0] B A F G K M bili trpaslici
Hmotnost v Mg 25 ) 1.7 1.2 09| 0.5 0.25 0.7
Pocet v miliardéch 107 1 0.3 |3 12 26 52 270 35
Soucin ~0 1.5 (5.1 | 144 | 23.4 | 26 67.5 24.5

Tab. 1. Rozdéleni hvézd v nasi Galaxii podle spektralni tiidy. Druhy fadek uddva odpovidajici
hmotnost typické hvézdy v jednotkach hmotnosti Slunce M. Na tfetim fadku je pocet hvézd
dané spektralni tiidy® déleny 10°. Na poslednim fadku je vycislena hmotnost celé tifdy
v miliarddch hmotnosti Slunce.

7 ptedposledniho fadku vidime, ze se v nasi Galaxii nachézi ptiblizné 400 miliard
hvézd. Zatimco koncem minulého stoleti se soudilo, ze ¢ervenych trpasliku spektralni
tFidy M jsou pouhd 3 % z celkového poctu hvézd (viz [5], s. 93), dnes se odhaduje, ze je
jich pfevazna vétsina (viz tabulka). Pro podporu tohoto tvrzeni muzeme napf. uvést,
ze 7 20 Slunci nejblizsich hvézd je v soucasnosti znamo 13 ¢ervenych trpasliku. Pfitom
hmotnost ¢erveného trpaslika se pohybuje v rozmezi od 0.08 M, do 0.45M. Z tabulky
je patrno, ze tiida M piispiva k celkové hmotnosti Galaxie nejvice ze v8ech spektralnich
tfid. Vera Rubinova samoziejmé nemohla védét o existenci tolika cervenych trpasliku
té nejmensi hmotnostni kategorie. Za tento narust vdécime stale se zlepsujici citlivosti
kosmickych teleskopu. Tim se ndm ale podstatné zvétsila i odhadovand baryonova
hmotnost Galaxie. Se¢teme-li ¢isla v poslednim fadku tabulky, dostaneme nerovnost

M(rg) >162.4-10° Mg = 3.25 - 10*! kg.

6Vétsina zdrojit uvadi rychlost Slunce v v rozmezi 220 az 240 km/s.

"Harvardské spektralni klasifikace (en.wikipedia.org/wiki/Stellar_classification) uvadi po-
dobnd pomérnd zastoupeni hvézd, kterd budou déle zpfesniovdna pomoci dat z druzice Gaia, jez
dohlédne az ke stfedu Galaxie i opacnym smérem na jeji okraj. PFesnost méfeni vSak podstatné zalezi
na magnitudé a extinkci.

8Mnemotechnickd pomiicka k zapamatovéani ¥ikd: Oh, Be A Fine Girl, Kiss Me.
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Obr. 8. Schematické zndzornén{ spirdlni galaxie z boku. Centraln{ sférickou vydut obklopuje
plochy disk a fidké sféricky symetrické halo vyplnéné zejména neutrdlnim vodikem a heliem,
starymi hvézdami a kulovymi hvézdokupami.

Zatim bohuzel neumime spolehlivé uréit, kolik ¢ini pfispévek k M (rg) od Eernych
dér, kvarkovych & neutronovych hvézd?, infracervenych trpaslikii'®, exoplanet, blud-
nych planet apod., jejichz svitivost je mald. Podle [20], s. 393, ¢in{ baryonova hmotnost
vSech hvézd v Galaxii

175-10°Mg = 3.5 - 10*! kg,

zapocteme-li jedté hvézdy luminozitni t¥{dy I-TIV (tj. veleobry, obry a podobry). V disku
a ve vyduti se také nachazi velké mnozstvi nesvitici baryonové latky ve formé prachu,
plynu a plazmatu. V praci [20], s.353, se mnozstvi mezihvézdné latky (bez hypote-
tické temné hmoty) odhaduje na cca 10% celkové hmotnosti hvezd. Ridké nesvitici
baryonové hmota se rozprostird i v kulovém galaktickém halu (viz obr. 8), jak lze
zjistit na radiovych vinach 21 cm, které odpovidaji preklopeni spinu v atomu vodiku
(viz [31], s.485). Proto lze celkovou hmotnost baryonové latky uvnitf uvazované koule
o poloméru rg zdola odhadnout na'!

M(rg) > 3.85-10*! k. (6)

Podle [20] klesa hustota rozlozeni hmoty p = p(r) za viditelnym okrajem rychleji
nez r—2, jinak by integral ffs p(r)4mr?dr divergoval. Z véty 2 vsak plyne, ze tato
hmota (ani eventudln{ temnd hmota) nemd na pohyb hvézd zadny vliv, pokud je

9Hvézd z levé &asti tabulky je v soucasnosti sice mélo, ale protoze ziji velice krétce, existuje po
nich v Galaxii mnoho superhustych kompaktnich pozustatku.

10Pro malé chladné hvézdy byly pomérné neddvno zavedeny dalsi tii spektralni tiidy
L—¢ervenohnéd{ trpaslici, T-hnéd{ trpaslici a Y-¢€erni trpaslici (terminologie jesté neni ustdlend).
Napft. v roce 2013 objevil Kevin Luhman dvojici hnédych trpaslikii vzdélenych od Slunce jen
6.5 svételného roku. Dalsi hnédy trpaslik WISE J085510.83-071442.5 je vzdalen 7.2 svételného roku.

11V astronomickych tabulkdch [18] se na s.127 pise, ze celkovd hmotnost nasi Galaxie je bilion
Slunci, tj. Mg = 102Mg = 2 - 10*2 kg. Nékteré zdroje [13] dokonce uvadéji jeste tfikrat vetsf
hodnoty v objemu do vzdalenosti 200 kpc od stfedu.
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jeji rozlozeni sféricky symetrické. Zkoncentrujeme-li baryonovou hmotu uvniti koule
o polomeéru r¢ do jednoho centrélniho bodu, pak ze vztahu (2), (4) a (6) dostaneme,
ze obézna rychlost hvézd na samém okraji viditelného disku je

GM(rg) \/6.674- 10-11.3.85 - 1041 ,
= > —998.1
! \/T - 4.938 - 1020 8-10” m/s, (7)

coz je hodnota vskutku srovnatelnd s naméfenou rychlosti (5). I kdyz je vztah (7) jen
priblizny, postulovat existenci 5-6krat vétstho mnozstvi temné hmoty nez baryonové
hmoty (viz napf. [7], [26]), aby se Galaxie nerozpadla a drzela gravita¢né pohromade,
se zda byt dosti nadhodnocené.

5. Obézna rychlost kolem plochého disku

Lze samozfejmé namitnout, ze vztah (7) byl odvozen jen pro piipad centrélni sily
hmotného bodu, coz je podle véty 1 ekvivalentni kouli se sféricky symetrickym rozlo-
zenim hustoty. V této kapitole proto budeme gravitacni pole spirdlni galaxie aproxi-
movat gravitatnim polem plochého disku s rotacné symetrickym rozlozenim hustoty.

Véta 3. Cistice obihajici hmotny bod po kruhové dréze o poloméru R m& mensi
rychlost, nez kdyby obihala plochy disk o poloméru R a stejné hmotnosti s libovolné
rotacné symetricky rozlozenou hustotou hmoty.

Naznacime hlavni myslenku diukazu. Vétsi ptritazliva sila zptusobuje vétsi obéznou
rychlost po kruhové dréaze, a proto stac¢i porovnat jen gravitacni silu disku se silou
centralniho hmotného bodu o stejné hmotnosti. Podle piedpokladu véty je plosna
hustota disku p = p(r) > 0 zavisld pouze na vzddlenosti od jeho stfedu. Nejprve
vysetiime, jak pusobi libovolny pevné zvoleny jednorozmérny homogenni prstenec
o poloméru r € (0, R) na testovaci ¢dstici o hmotnosti m ve vzddlenosti R od stiedu
prstence. Pak celkovd hmotnost prstence bude M = 2zrp, kde p je délkova hustota.
Zkoncentrujeme-li hmotnost prstence do jeho stiedu, potom odpovidajici sila pusobici
na testovaci ¢astici bude rovna

®)

Nasim cilem bude ukézat, ze F je men3i nez sila prstence pusobici na testovaci
¢astici. Tvrzeni véty pak dostaneme integraci podle r. V poldrnich souradnicich (r, ¢)
uvazujme dva stejné délkové elementy prstence

dl =rdyp 9)

umisténé symetricky vzhledem k vodorovné ose ve vzdalenosti s od testovaci ¢astice
tak, jak je nakresleno na obr. 9. Potom podle kosinové véty plati

s2 =12+ R?> —2rRcosyp (10)
a sila, kterou tato dvojice pusobi na testovaci ¢dstici, se rovna

2dl pm
52

dF =G cos . (11)
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Obr. 9. Homogenni{ prstenec pusobi na vnéjsi ¢astici vétsi silou, nez kdyby byla jeho celkova
hmotnost zkoncentrovand do stfedu prstence.

Ze sinové véty rsin ¢ = ssina plyne

1
cosa = V1 —sin®a=~/s2 —r2sin’ . (12)
s

Bez ijmy na obecnosti mtuzeme déle predpokladat, ze gravita¢ni konstanta G = 1,
R =1, m =1 a ze i délkova hustota prstence je p = 1. Pak pro r € (0,1) a ¢ € [0, 7]
dosazenim (9), (10) a (12) do (11) dostaneme

2dl1 2rd
dF:5—2;\/T2+1*2TCOS<,07T281H290: 23()0\/(1*7”(305%0)2
_o 1—rcosyp do,

(r2 +1—2rcosp)3/2

protoze 1 > rcosy. Celkova gravitacni sila prstence o poloméru r pusobiciho na
testovaci ¢astici je tak

" 1—rcosy u
F(r)=2 do = 2 d 3
) T/o (r2 41— 2rcos p)3/2 14 T/o f(r e)de, (13)

kde pro pevné r € (0,1) je integrovand funkce ¢ — f(r, @) kladnd, spojita a klesajici.
Protoze hodnoty v krajnich bodech f(r,0) = (1 —r)~2 a f(r,7) = (14 r)~? jsou
koneénd ¢isla, je vySetfovany integral konecny (viz obr. 10).

Integral
i 1—rcosyp
I(r) = d 14
(r) /0 (r2 +1—2rcosp)3/2 ¥ (14)

vystupujici ve vztahu (13) bohuzel nemd zndmé analytické vyjadieni pro r € (0,1).
Mizeme ale zjistit, ze I = I(r) je rostouci funkce,'? a analyticky vyéislit jeji limitn{
hodnoty. Pro r = 0 vidime, Ze je integrovand funkce rovna jedné, a tak (viz obr. 10)

1(0) = . (15)

Pro r = 1 dostaneme pomoci Taylorova rozvoje, ze

2 4 6
COS@:17¢—+¢——¢—+~~21—

¢
ol a6l 3

12Funkce I je dokonce ryze konvexni a [(0) = 0.
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Obr. 10. Vlevo je graf integrované funkce z (13) pro r = 0.5 na intervalu [0, 7]. Vpravo jsou
znézornény numericky vypocitané hodnoty integrélu I(r) pro r € [0,1).

Proto
02 >2—2cos p, (16)
a tedy plati (viz obr. 10)

T 2—2cosp g dy /’T dy
2I(1) = [ —2—=0%% g, [ ¥ 5 [ ¥_
(1) /0 (2 —2cosp)3/? 14 /0 V2—=2cosp  Jo oo

1(1) = co. (17)

Podobny trik s dolnim odhadem lze pouzit, abychom funkei kosinus v (14) nahradili
kvadratickymi polynomy v proménné ¢, coz jiz lze analyticky vypocitat a vede na
hledanou nerovnost

cili

F(r)=2rI(r) > F =2r1(0) pror € (0,1],

kde sily jsou definovany v (13) a (8). O

Poznamka 3. Vysledné silové pusobeni galaxie je souctem gravitaénich dcinku
vyduté, plochého disku a hala pro r < rg, pokud je okoli Galaxie sféricky syme-
trické (viz véta 2). Z véty 1 plyne, Ze gravitacni sila, kterou ptisobi dvojrozmérng
homogenni sféra (slupka) na hmotny bod, ktery na ni lezi, je kone¢nd. Na druhé
strané, sila jednorozmeérného prstence pusobiciho na hmotny bod, ktery na ném lezi,
je podle vztaht (13)-(17) nekonecna!®, protoze funkce f = f(r,¢) ze vztahu (13)
mé pror — 1 a ¢ — 0 nepfijemnou singularitu. Vidime tedy, ze mezi dvojrozmérnym
a trojrozmérnym piipadem je dosti podstatny rozdil. Z dvojrozmérného modelu je také
patrno, pro¢ hvézdy na okraji spirdlni galaxie obihaji rychle. Nelze tedy zaménovat
gravitacni pole galaxie s polem centralni sily. Paradox velkych rychlosti hvézd pozo-
rovanych Rubinovou tak muze mit zcela pfirozené vysvétleni.

13Pokud by ale mél prstenec kladnou konstantni tloustku, pak by jeho sila na hmotny bod byla
konec¢na.
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6. Zaveér

Analyzou fluktuaci reliktniho zafeni, které detekovala sonda Planck (viz [26]), se
zjistilo, ze vesmir by mél byt slozen z 27 % temné hmoty, necelych 5% baryonové
latky (z toho méné nez 1% tvori svitici lidtka) a zbytek pfipadd na temnou ener-
gii. V soucasnosti se rozvijeji a studuji rizné modifikace Newtonovy teorie MOND
(Modified Newtonian Dynamics) [19], [21], [32] a jejich relativistickd zobecnéni TeVeS
(Tensor-Vector-Scalar) [4]. Utinky, které pricitame temné hmoté, se snazi vysvétlit
pomoci jiného tvaru gravitaéniho zdkona. V predchozich kapitolach (ale i v [17]) jsme
piedlozili nékolik protiargumentu ukazujicich, ze vyse uvadény pomér 27 :5 mnozstvi
temné hmoty ku baryonové hmoté je znaéné nadsazeny. Napt. podle vztahu (7) ba-
ryonova hmota na$i Galaxie nachazejici se uvniti koule o poloméru rg soustfedéna do
jednoho centrélniho bodu staéi k vysvétleni vysoké rychlosti hvézd (5) obihajicich na
samém okraji Galaxie. Véta 3 nam navic tika, ze stejné rychlosti lze dosahnout i pro
jesté mensi celkovou baryonovou hmotnost Galaxie rozlozenou zcela libovolné rotacné
symetricky do plochého disku.

V roce 1933 Fritz Zwicky [35] nameéril piilis velké rychlosti osmi galaxii v galak-
tické kupé A1656 ve Vlasech Bereniky. Proto postuloval existenci jakési temné hmoty,
aby kupa drzela gravitaéné pohromadé. V [17] podrobné analyzujeme jeho metodu
pro soucasné namétrené rychlosti a magnitudy jednotlivych galaxii, ktera dramaticky
snizuji odhadované mnozstvi temné hmoty. Podle [34] se v mezigalaktickém prostoru
kupy nalézi 30-50% hvézd z celkového poctu vsech hveézd kupy, coz také prispivéa
k vysvétleni vyssich namérenych rychlosti i bez temné hmoty.

Pavel Kroupa se svym tymem uvadi v [16] celkem 5 argumentu, které ukazuji

na neexistenci temné hmoty v okoli nasi Galaxie. Rada dalsich praci ([2], [9], [10],
[14], [22], [23] a [33]) také potvrzuje, Ze na Skéldch galaktickych diski je Newto-
nova teorie gravitace docela dobrou aproximaci reality a neni ji tfeba modifikovat
ani predpokladat existenci temné hmoty. Jinymi slovy, temnd hmota muze byt jen
chybou modelu vznikla nespravnou interpretaci namétrenych dat. Pokud piesto néjaka
existuje, patrné ji neni Sestkrat vice nez svitici i nesvitici baryonové hmoty dohromady,
jak se extrapoluje v [26] z vlastnosti reliktniho z&ren{ starého pies 13 miliard let, které
je deformovéno pomoci gravitaéniho ¢ockovani galaxii a galaktickych kup.
Kazda rovnice matematické fyziky bez vyjimky ma sva ohraniceni na velikosti vy-
Setfovanych objektu. Napfriklad standardni rovnice vedeni tepla velice dobie aproxi-
muje skutec¢nou teplotu v pevnych latkach o rozmérech srovnatelnych s jednim metrem.
Kdybychom ji ale pouzili na atomérni irovni v krychliéce o hrané 10~ m, dostaneme
zjevné nesmysly, stejné tak jako v krychli o hrané 1019 m (tj. sedmindsobku priméru
Slunce), kterd by teoreticky okamzité zkolabovala do ¢erné diry. Totéz plati i pro rov-
nice pruznosti, polovodi¢ové rovnice, Navierovy—Stokesovy rovnice proudéni, Maxwel-
lovy rovnice atd. Podobné nemtizeme pouzivat Keplerovy zdkony na §kdlach 10710 m
nebo naopak Schrodingerovu rovnici na objekty o velikosti kocky. Pii jakémkoliv
vypoctu je proto tieba starat se o chybu modelu.

P1i odvozovéani standardniho kosmologického modelu se ale Einsteinovy rovnice
pouziji na cely vesmir. To se bere jako samoziejmost a jen malokdo si klade otazku,
zda je vubec opravnéné provadeét takové smélé a ni¢im nepodlozené extrapolace,
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kdyz je obecnd teorie relativity zatim ,provéfena“ jen na mnohem mengich pro-
storocasovych skalach (ohyb svételnych paprski a zpomalovéni elektromagnetickych
vln v gravitatnim poli Slunce, strhavani prostoroc¢asu rotujici Zemi — Lensetuv—Thir-
ringuv precesni efekt, stdceni perihelia drdhy Merkuru apod.). Pfitom galaxie maji
rozmér iadové 10'° astronomickych jednotek a pozorovatelny vesmir jesté alespoii
o pét fadua vice. Standardni kosmologicky model tak byl odvozen pomoci dosti neko-
rektni extrapolace.

Podékovani. Autofi dékuji RNDr. Soné Ehlerové, Ph.D., Ing. Vladimiru No-
votnému, RNDr. Vojtechu Rusinovi, DrSc., a Mgr. Richardu Wiinschovi, Ph.D., za
cenné podnéty a pfipominky. Clanek byl podpofen grantem P101/14-020675 GA CR
a vyzkumnymi zdméry MSM 0021620839, RVO 67985840 a MSMT CZ.1.07/2.3.00/
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