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Uber ein Problem der Nitherungsrechnung
Makeham’schen Rentenwerte.
Von Prof. Dr. Aljred Tauber (Wien),

~ Bei der niherungsweisen Darstellung einer Funktion, sei es fir
kleine oder grosse Werte einer Variabeln z, wihlt man in der Regel
eine Entwikelungsform (Potenzreihe, Kettenbruch, Fakultitenreihe
usf.), deren verfiigbare Konstanten derart zu bestimmen sind, dass der
Fehler beim Abbrechen nach irgend eirer Anzahl der FEntwicklungs.
glieder mit einer moglichst hohen Potenz von x resp. 1/x vergleichbar
wird. Eben dadurch aber beschleunigt man oft nur fiir die ganz kleinen
oder grossen Werte von x die Annéherung, withrend sich die Berechnung
umso langwieriger fiir die tibrigen gestaltet. '

Eigentlich wiirde sich hier die (ideale) Forderung erheben, die
verfiigharen Konstanten der zu wihlenden Entwicklung so zu bestim-
men, dass innerhalb eines vorgegebenen Intervalles der Varia-
beln x der (relatwe) Fehler beim Abbrechen an einer beliebigen Stelle
der Entwicklung ein moglichst kleines Maximum aufweist (das
sich mit fortschreitender Entwicklung immer mehr verringern muss).
In mancher Hinsicht jedoch lisst sich dem erwihnten Nachteil, wie an
dem Beispiel der Berechnung bestimmter Integrale gezeigt werden soll,
schon durch Nebenbedingungen fiir die auftretenden Konstanten entge-
genwirken, indem jene Nebenbedingungen dazu dienen, um nicht nur die
Grosse des Fehlers, sondern auch dessen Sinn zu beeinflussen und um
die Naherungsfunktlon fiir spezielle Werte der Variabeln z festzu-
legen, d. h. dort in Ubereinstimmung mit den genauen oder willkiirlich
angeniherten Werten der darzustellenden Funktion zu bringen. Durch
eine solche Anpassung an den Verlauf der letzteren erreicht man nicht
selten eine durchgingig bessere Anndherung, als bei den allgemeinen,
unterschiedslos fiir alle Funktionen aufgestellten Entwicklungsformen,

Beispielweise stehen zur Berechnung des Integrallogarithmus die
bekannten Entwicklungen zu Gebote .
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(z positiv grésser als Null), aber gerade in denjenigen Fillen, wo die
zweite Formel schon die Berechnung ziemlich vieler Entwicklungsglieder
zu erfordern beginnt, etwa bei x > 1, versagt die andere, um erst bei
sehr viel grosserem x brauchbarer zu werden. Hingegen liefert die fiir
dasselbe Integral nach der zu besprechenden Methode geblldete
einfache Néherungsfunktion

1 1 8/3 . o m 2 o
T-+ TT1+TT1T2’TWx+1 Ty=x*+4x4 2, Ty=24 102418 (2)
eine sehr gute*) Anndherung fiir alle x > 1, so dass die zweite Formel (2)
fiir die Fille, wo sie rasch konvergiert, aufgespart bleibt. o
Ahnliche Nitherungsformeln wie (2) ergeben sich fiir die sogenannte
»unvollstindige Gammafunktign (Prym’sche Funktion) ohne Schwie-
rigkeit aus allgemeineren Betrachtungen (vgl. unten Formel (21)).

Diese Prym’schen Funktionen treten nun auch in der®
Versicherungsmathematik auf. Man verdankt nimlich Makeham,
ausser der Aufstellung seiner bekannten Formel fiir die Zahl der Leben-
den einer Sterbetafel,. den Nachweis, dass die Werte der zugehorigen
(kontinuierlichen) Leibrenten, obzwar sie von fiinf Groéssen, nihmlich
den drei Konstanten der Makeham’schen Lebenswahrscheinlichkeiten,
ferner vom Beitrittsalter und vom Zinsfuss abhéngen, trotzdem auf
die Berechnung einer Funktion bloss'zweier Gréssen, eben der
Prym’schen Funktion riickfiihrbar sind**). Es bedarf also zur Berechnung
der Leibrentenwerte, bei jedem beliebigen Zinsfuss, fiir die Gesamtheit

aller irgendwie konstruierbaren Makeham - Sterbetafeln — und, wie
beizufiigen, aller Sterbetafeln, deren Lebendenzahlen aus der Uber-
lagerung verschiedener ~Makehamformeln entstehen — jedenfalls

nur einer einzigen Tabelle mit doppeltem Eingang. Ob man eine solche
Tabelle direkt fiir die Prym’sche Funktion oder fiir irgend eine andere,
aus ihr abgeleitete anlegt, bleibt wohl eine Frage von geringerer theore-
tischer Bedeutung. Demgemiiss werden hier bloss praktisch brauch- -
bare, auf die direkte Berechnung der Leibrenten (bei einfachen Makeham-
Sterbetafeln auch der Verbindungsrenten) abzielende Methoden erértert.

Den versicherungsmathematischen Zwecken wiirde eine Tabelle
missigen Umfanges fiir die Prym’sche Funktion wohl vollkommen ge-
niigen, wenn auf die, ohnehin etwas unsicher fundierten Leibrenten-
werte fiir die hochsten Beitrittsalter (etwa -iiber 85 Jahre) Verzicht

*) Wie auch durch Vergleich mit der Bretschneider’schen Tabelle
©

des Integrales [ e—t t—1dt (Zeitschrift flir Math. u. Physik Bd. 6) zu ersehen.
r
**) Vel Bohlmanns Referat (1901) iiber Lebensverswherungsmathex
matik in der Enzyklopidie der math. Wissenschaften, Bd. 1. S. 878. Be-
Czuber (Wahrscheinlichkeitsrechnung etc., 3. Auflage II. Band 8. 267)
fehlt der Hinweis auf die Autorschaft Makeham’s (1874) hmswhthch dleses
Satzes iiber die Rentenberechnung
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geleistet wiirde. Hingegen wiire der Spielraum fiir den Zinsfuss unbe-
schrinkt.

Der interessante von Blaschke unternommene Versuch (vgl. Czuber
a. a. 0.) die von Makeham intendierte Aufstellung einer Tabelle der
Prym’schen Fupktion durch die nach einer Standardtafel, zu den
Zinsfiissen von. 0.1, 0.2, 0.3,... bis 5/, Perzent berechneten Leib-
rentenwerte zu ersetzen, erreicht seinen Zweck nicht vollstindig. Abge-
schen davon, dass die Handhabuag der Blaschke’schen Tabelle ziemlich
kompliziert ist und den direkten Vergleich der Leibrentenwerte! fiir
irgend zwei Sterbetafeln untereinander nicht gestattet, ist durch die
Beschrinkung des Zinsfusses, die sich fir eine von der Standardtafel
stark abweichende Sterbetafel noch verstirken kann, ihre Anwend-
barkeit beeintrichtigt. Auch wurden die ganzjithrig zahlbaren Leibren-
ten, anstatt wie genauer gewesen wiire, die kontinuierlichen verwendet.
Bei Uberlagerung mehrerer Makeham-Formeln wiirden sich diesc
Mingel nur noch akzentuieren.

§ 1. Die Aufgabe der niherungsweisen Darstellung des Integrales
QR0
[ f()dt, wo x eine positive Grosse vorstellt, oder allgemeiner des Pro-
T

[02]
duktes ¢(x) = yp(z) f f(t)dt des angefithrten Integrales mit irgend einer

x

Funktion y(x) erfihrt hiufig durch die Betrachtung einer Differential-
gleichung 1. Ordnung eine Vereinfachung, Aus der Definition von
@(x) folgt

d gz 1 do(x x) dy(x

£ plx) 1 do(x) 22(,__12 W 3)

x y(z)  ylx) dw p(x)? dx
und hieraus, durch Multiplikation der letzten Gleichung mit F(x) y(x),
wo F(x) eine beliebig gewidhlte Funktion ist,

F(z) ii'(;%) — ((z) p(x) + H(z) =0, (345

mit den Bedingungen fir F:G:H

Glz) 1 dy(=) H(x)
) p@) dz | @) H(z)yp(2). (3b)

Umgekehrt geniigt dieser Differentialgleichung (3a), unter gewissen
Konvergenzbedingungen, die Funktion

roo o faw Hiz)
@) = w(x)ff(t)dt bei f}"(;)‘ dx = lgy (x)’m = f(z). (4)

Von der nunmehr zum Ausgangspunkt dienenden Differential-
gleichung (3a) wird indes einschrinkend vorausgesetzt, dass F(z),
. ' 4%
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G(z), H(z) Polynome von z bedeuten, und zwar soll F(x) sowohl
als G(z) von héherem Grade sein als H(x), hingegen der Grad von F(x)
denjenigen von G(z) nicht oder héchstens um 1 iibersteigen (Ausserdem
sollen die héchsten in F(x), G(x) vorkommenden Potenzen von x posi-
tive Koeffizienten besitzen, damit ¢(x) fiir grosse = der Null zustrebt).

Bezeichnet jetzt » die Differenz der Grade von G(z) und H(zx),

ferner T'(x)= 2"+ ... ein passend zu wahlendes Polynom eben dieses
Grades n, und § eine zu wihlende Konstante, so kann :
3
B+ ulx)

gesetzt werden, wodurch die Differentialgleichnung (3a) iibergeht in

1 dpix) B+ gulz) dT (=) B+ o) -
F(x)[T(x) dz . T(x)F dx ]“G(x T T(x) + H(2)=0. ()

Mit T'(x)? multipliziert, liefert dies fiir die neu eingefiihrte FunktionA ()
ebenfalls eine Differentialgleichung

@D _ G (2py(2) 4 Hy(e) = 0

Fy(e) = F(@)T(a), Gy(x) = G(&)T() + F(&)- Lo (5a)
d T(x)]

H,(2) = H(x)T(x) ——ﬁ[G(x P(x) + F(2)

und nun hat die Wahl von  und 7(x) derart zu geschehen, dass
die Polynome F,(z), Gy(x), Hy(x) genau dieselben Bedingungen er-

filllen, wie sie F(z), G(x), H(z) auferlegt wurden. Hiedurch entsteht die

zur fritheren analoge Aufgabe, ein Polynom 7' (x) = 2™ - ..., wenn n,
die Differenz der Grade von G(z) und H, (%) ist, sowie eine Konstante 8,
‘passend zu wihlen, um

ﬂ1 + 992 ‘
setzen zu konnen, und weiter so fort_fahrend
_ Bt esl®) Bt en@
‘ %(x)_—“—fg(“x) e @) = *T*;(Z;) (6‘?)
zu einer Entwicklung von ¢(z) zu gelangen '
e B B 2 .
AR (O (T) Ar R (o AL X R

Zu den charakteristischen Elgenschaften dieser Entwicklung (7)
gehort, dass in dem ganzen Intervall, in welchem sie gelten soll, die
Polynome T, T,,T,, ... nicht verschwinden, d. h. ihr Vorzeichen nicht
. &ndern diirfen, aber a.uch die Funktionen ¢;(x), @), ..., ¢(x); ...
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ihr Vorzeichen beibehalten miissen, weil sonst ja, wenn beispielsweise
-, (x) sowohl positive als negative Werte besitzen diirfte, die Summe
der ersten » Terme in (7) fiir manche Werte von x zu klein, fiir andere
zu gross gegeniiber dem wahren Werte von ¢(z) ausfallen wiirde, so dass
-der néchstfolgende Term §,/TT,...7T, den Fehler fiir die eine der
beiden Kategorien vergrdssern miisste, was die Brauchbarkeit
der Entwicklung in Frage stellt.

Hochstens in dem Falle, dass man die Entwicklung mit dem »-ten
Gliede abbrechen will, darf von dieser Bedingung beziiglich der Funktion
@, () abgesehen werden, nicht aber beziiglich der vorangehenden Funk-
tionen

P1(2), o), - -y @),

Die Koeffizienten der die Funktionen ¢,(x), @y(x), . . . definierenden
Differentialgleichungen sind allerdings wohl kaum independent, son-
-derm nur rekurrierend darzustellen, was aber keineswegs die Moglich-
keit zu verhindern brauchte, iiber Eigenschaften dieser Funktionen
Aussagen machen zu kénnen. Nennt man F,, G,, H, die Koeffizienten
der Differentialgleichung von ¢,(x)

Fy(=z ).f@f’_(‘) — Gy(z) () + H,(x) = 0, (8)

dx
ﬂ +‘Pv41( x)
Ty(x)

2zu (5a) als Rekursion fiir die Koeffizienten F,,, Gyyy, Hopy

a.
By 1(2) = F(0T(@), Cia(s) = Gla)To(a) + Fifa) Tori)

so folgt durch die Substitution ¢, (z)= in Analogie

Hyiy(2) = Hy(2)T(z)— ﬁ[G (2) T (2) + F (2 >‘?Z"‘—’ﬂ}. (9a)

Auch eine Abschitzung des Fehlers, der beim Abbrechen mit dem »-ten
Gliede der Entwicklung (7) entsteht, wird mittels der Koeffizienten
F.(x), Gy(x), H,(x) ermiglicht, es ist analog (4)

* oo

Hy(i)dt G, (x)dx ,
@o(x) == p(z) mw&i, Ig wp.,(x)zf F( ) (10)

z
‘wenn also das Maximum des Absolutbetrages |H,(t)/F,(t) | im Intervall
1= z bis oo unterhalb der Grosse & bleibt, so muss | ¢,(x) | kleiner als

oo
.
&9,(x) f o sein.

§ 2 Die weitere Betrachtung werde auf das Beispiel der Prym’-
schen Funktion abgestellt:

o

¢z, a)= e‘x"‘.'lfe”‘ tmaedt. {11

(3
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Als Spielraum fiir die hier auftretende Konstante « reicht ein irgendwie
gewihltes Intervall von der Lange 1 aus, weil (2, «) und ¢(z, ¢ 4 1}
in dem Zusammenhang

(11a)

stehen, wie sofort aus dem Satz von der partiellen Integration fblgt»
@® .
(p(x,a):exx“'l[t“““d(——e"’)::e’xﬂ‘*l[x-“.e'—x+f(~—at—“—1)e“‘tdt].

x

y plo, e+ 1) =

o, @) = 1 —ap(z,a+ 1) 1 —-—xZJ(x, az

4

‘Am einfachsten erscheint es, ¢ zwischen 0 und 1, oder, vielleicht noch
zweckmiéssiger fiir die angenaherte Berechnung von .¢(x, ¢) zwischen 1
und 2 anzunehmen. Dann liefert die Theorie der Prym’schen Funktio-
nen (deren sonstige Details hier nicht weiter in Betracht kommen) eine
das ganze Intervall fiir ¢ von Null bis 2 umfassende, aber nur fiir nicht.
zu grosse Werte von x brauchbare Entwicklung

A== ) & 1 o2 1 2
P, 14+39)=e [ ) 1—9 11 2—p2i T 353! J

(12}
wo  zwischen —1 und -1 variieren kann. Die Werte der Euler’schen
‘I Funktion sind aus Tabellenwerken zu entnehmen.

Auch wenn ¥ sehr nahe bei Null liegt bleibt nach den Elementar--
sétzen itber die Euler’schen Integrale der Term

l—a?I'(1—9) 1—-I'(1—9) 1—2a?
5 = 3 t g Ta—=9

endlich, und fiir & - 0 geht die Formel (12) in die zweite Formel (1)
iiber. Ist anderseit ¢ nahe 1, oder ¢ nahe 2, so benutzt man am ein-
x<p(x, a—1)
a—1

fachsten die Formel (11a) in der Gestalt (p(x, a) =

um wieder auf den vorigen Fall zuruckzukommen

Nun bleibt noch die Frage der Entwicklung von ¢(z,a) fir die
jenigen Werte von x, welche eine bestimmte Untergrenze =z,
.haben. Da die Differentialgleichung fiir f(x, &) geméss (3).

d pa) 1 dpxa) 1 «—1 o

dz evge—1 = e ga—1 dx  |esxa—1 + et o p(x, a) = —e x(ilig)
lautet, oder nach Multiplikation mit e?ze "l L

l do(z, o ; _ ’

x rp((ix )~—(x+ a—1)p(z,0)+1=0 (14)

liegt hier betreffs der Formel (3a) das Beispiel vor



und nach Formel (5) ist zu setzen
B+ qa
- T(z,a)
wodurch fiir ¢,(x, @) eine Differentialgleichung, vgl. (5a), mit den
Koeffizienten
Fi(2) = a(x + g), Gi(x) = 2® + (9 + «) + ¢ (e — 1)
Hy(2) = (x + 0)* — B[2® + x (0 + @) + ola —1)] (16)

resultiert. Damit aber wiederum der Grad von H(x) geringer als der
von Fi(x), Gy(x) ausfallt, muss § = 1 gewithlt werden, sodass

Hy(x) = 2(p —a) + ple + 1 —a) (16a)
wird. Entweder soll jetzt H;(x) fiir grosse Werte von z positiv oder
negativ sein: Im ersteren Falle geniigt es, fir o den kleinstmﬁglichen
Wert ¢ = « zu nehmen, und H\(x) reduziert sich fir alle x auf die posi-
tive Konstante . Im letzteren Falle reicht es aus zu bewir ken, dass Hl( o)
negativ ausfillt, d. h. der Ungleichung entsprechend

Tle—a)+elg—ae+1) <0, p<ua

p zu wihlen. Jedoch wird diese letztere Wahl von p hier nicht weiter
verfolgt, sondern g = ¢ genommen. Dann ist Fy(x), ¢y(z) quadra-
tisch, H;(z) konstant

Fi(2) = z(z + a), Gy(x) = 2®+ 202+ o —a, H{x) =a (16b)
somit muss bei dem nichsten Schritt der Entwicklung

_ Pt el @)
(Pl(x! a) _ Tl(x, a)

der Nenner T',(x) den zweiten Grad in z besitzen.

Aber auch beziiglich der Polynome Ty(z), Ty(x), ... wird im Fol-

genden nur der Fall betrachtet, das jedes unter ihnen vom zweiten
Grad in 2, d. h. in der Entwicklung (6a)

ﬂ_‘_’+¢v+1(x’a)
Tz, @)

zu setzen ist. Dies hat zur Voraussetzung, dass der Grad von G,(z)
denjenigen von H,(x) um 2 iibersteigt, sonach werden, wie man leicht
abzahlt, die Grade von F,,G,, H, gleich 2»,2v, 2y — 2 (fiiry = 1, 2, .. .).
Die Konstanten f, und g, sind aber bereits durch die Forderung,
dass H,,(z) den Grad 2y besitzen soll, fixiert. Denkt man sich namlich
F,(z), G\(x), H,(x) nach Potenzen von z entwickelt
Fyx)=a® 4 F2»—1 4 ... ‘
0,(x) = a¥ + G,a¥~1 (18)

Hy(2) = Hua= 4 Hyo~1 4 . -

80 folgt gemiss (9), fir Hy+() der Ausdruck

gz, a) == (2, @) == 2+ 0, @==const. (13)

oz, a) = , Tv(x,a)=x2+gyx+ay, v==1,2,3,... (17)

A}



56

(Hyo2? =2 + Hpya® =3 4 .. ) (2 + 20,2% + .. .) —
— B [(a¥ + G =4 ) (22 4 02 + 6y) +-
Fav 4 F, &P (22 4 )]

und damit derselbe wie verlangt, den Grad 2» besitzt, miissen die
Koeffizienten von a?+2, x2+1

H"O - ﬂv: ' (]Ipl + 2QVH110) '—-ﬂp (Gyl + Q,, + 2) .
verschwinden, es sind also ff,0, nicht mehr willkiihrlich wihlbar, son-
dern fixiert durch : _

H,
fr = Hy, 0y = "1+2_'H1. (18a)
0
‘Danach ist fiir v = 1, vgl. (16b)

fi=¢a, po=2a-+2 (18b)
" Die noch zu 16sende Aufgabe besteht'nun darin, die bisher offen
gelassenen Konstanten oy, 0y, . .. passend zu-wihlen. Es kénnte
z. B. als Bedingung gestellt werden, dass jedes o; (eventuell unter Er-
fiilllung gewisser Nebendingungen) den  kleinsten Wert besitzen
soll, fir den sowohl Ti(x) als Hgy,(x) positiv fiir alle = >z,
ausfillt, oder noch allgemeiner, dass die ersten k der Gréssen gy, gy, . . .
entsprechend dieser Bedingung zu bestimmen sind, hingegen die iibri-
gen GOjp+q,-..,0, — wofern die Entwicklung mit dem (v + 1)-ten
Term abgebrochen wird — durch die Forderung, dass die Summe der
ersten ¥ 4+ 1 Terme

B B - By
T(x) + T(z)Ty(x) et T(x) Ty(z) ... T,(x) (19)

fiir -k spezielle Werte von z mit dem genauen oder angeniiherten
Werte von ¢(z, ¢) zusammenfallt.

Um beispeilsweise die" Fragestellung fiir k=1 zu formuheren
Nach Ausrechnung der Polynome Fy(x), G,(x), Hy(x), welche unter
Beniitzung von (9) und (18b) .

Fy(z) = 2(x + o) [#* + (22 + 2) ¢ + 6],
) = 24 + (4o + 4) B + (0, + 5a? + Ta + 2) #* + 20 (0 + @ —
—a) z -+ oy (a* —a), (20)
Hy(x) = aa¥(o; —0* + a+ 2) + 2af(@+ 2y oy —a (@ + DIz +
, + aoy(o, —a? - @) ‘
-ergibt, die Konstante o, kleitistméglich®derart ‘zu wéahlen; dass sowoehl
Ti(x) = x? + (2a +2) x + 0, als ‘Hy{z) fiirtalle = > =z, das positive
Vorzeichen besitzt, d. h. es muss Ty(x,) positiv sein und H,(z) darf keine
positive Wurzel grosser als x, haben. Hiezu ist: noch die Darstellung der

“gur Bestimmung der Wurzeln von H, (x) = 0 in’ Betracht kommenden
-Grosse

Hy? “‘4Honzz= _‘4a2[‘0'1“‘a"“a][‘71 ""-0"14{2“2 +"F+’2) +ied @+ )]

B
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auszufithren. Im Folgenden wird aber das Problem nur in seiner
einfachsten Form erdrtert, wonach einersets lediglich 7'(z) = = + «
fixiert, anderseit den Konstanten oy, g, die Bedingung auferlegt wird,
dass die Summe der ersten drei Glieder der Entwicklung (19)
fir zwei Werte x,, x;, von z (genau oder niéherungsweise) mit ¢(x, «)
iibereinstimmt. Da sich nach {18a) die Grossen f, und g, durch g,
ausdriicken lassen

(@+2)o;—ad(a+ 1)

= —a? == — 2 20
fo=aloy—at+a+2],pp=da+6—2~ P (20a)
lauten die ersten drei Glieder der Entwicklung (19)

1 a a(o’l-—a2+a + 2) }
14 e 21
x + a[ + xz+01x+01+ (3712+ Q1x+ o)) (2*+ sz+02) =D

" und nun sind die beiden Unbekannten o,, g, derart zu bestimmen, dass
der Ausdruck (21) fir z = z,, z; die vorgegebenen Werte ¢(z,, ),
(xla) annimmt. (Der kleine Horizontalstrich iiber dem Funktions-
» zexchen @ charakterisiert die nach Willkiir angeniherte Uberein-
stimmung mit @(xy, @) Tesp. @(x,, @).) Diese Aufgabe erfordert die
Auflésung einer Gleichung 3. Grades.
Fiihrt man nimlich statt der gesuchten Grossen gy, o, zwei andere
7. 7 ein
t=0—at+ta+ 2, v'=0,(0,—a*+ ¢+ 2) (22)
und ausserdem die, von 7, ' unabhingigen Funktionen
W(x, a) == 2* + p,a, B(z, a) = 22 4 0%+ at—a—2 (23)

so wird unter Beriicksichtigung der aus (20a) leicht abzuleitenden Be-
ziehung zwischen o, o,

4
o =0y (1+ ) (24)
der Ausdruck (2li gleich
I | o
x4 a{l + 7 + Bz, a)+

- |

[z + Bz, a)) (U(w @) + 247+ {-]’

und damit sein Wert gleich g(xq, @), ¢(x,, @) fiir = z,, x, werde, ha-
‘ben 1, ' die beiden Gleichungen zu erfiillen

{ayta) plag,a)~1 1 7
« T 4B, ) [To+ Bz, )] [(PU(w, @) + dpy2ot v

S xy +a) q)(xl, a)y—-1 - 1 q?
@ I+ Bz, a) ['c+55(x1,a)] [ A(zy, @)+ 42, + 7]

‘Bezeithnét man hierin 'der-Kiirze halber die linken Seiten
*mit Voo 73 und A(a,, &), W(zy, ), B(zg, @), B(x,,a) der Reihe nach niit-Y,,
A, By, B, s0 erhalten dxese Glelchungen dle Gestalt

S
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_(_ { —_ [ S
volr+ B — = o v
72
i —_—1] = ’
n(rt B —1 AUsT + 40,7, + 4
oder, nach Entfernung der Nenner
[y (z + By) — 1] (Uo7 + 40,2, + T] = 7%,
[y1 (2 4 By) — 11 [ W + 4oy, + 7] = 72
voraus durch Multiplikation mit y;(t 4 B;) — 1 resp. yo(v+ By) — I
und nachherige Subtraktion eine Gleichung fiir v allein folgt
Vo (7 + By) — 1] [y (v + By) — 1 [(Ay — Up) 7+ 4py(2, — x)] =

. = 12 [yo (r + By) — 1 (r 4 By)]. .
Zur leichteren Auswertung der Koeffizienten berechnet man vorher
noch die Grossen

bo=1—980 by=1—n1By, o = 4o (z, — ) (26)
und hat schliesslich eine Gleichung 3. Grades*) fir ¢
0= 7 [(Ug — Wp) o1+ v —¥ol + ,

+ 72 [b, - by — (U — Ap) (boyy + byye) + 0 7971] -

— 7 [0 (boyy + byye) — (U — Ug) boby] + @'body (27)

deren Auflésung auch die gesuchten Konstanten oy, o, mittels der Glei-
chungen (22) liefert

og=t+et—ag—2 (28)
_ T T _ 4oy
Og == — = ————— —g= —-—*
T YeT— by T

Auserdem miissen oy, 0, der oben gestellten Forderung entsprochen,.
dass 7Ty, Ty im Intervall x, bis oo nicht verschwinden.

Die rechnerische Durchfithrung der bisher abgeleiteten Formeln
fiir den Fall ¢ = 1, unter der Annahme z, = 1, 2, = 2 zeigt, dass.
nicht die mdoglichst genaue Anpassung der Naherungsfunktion (21)
an die Funktion ¢(z, 1) an diesen Stellen zy = 1, 2, = 2 das kleinste-
Fehlermaximum hervorbringt, sondern eine bloss angenéherte. Demge-
méss erscheinen ¢(1, 1), ¢(2, 1) bei Verwendung der in der Einlei-
tung angefithrten Konstantenwerte oy = £,0,= 18, 7= § mit.

- einem relativen Fehler von ungefdhr 2.10—8 (zu gross) resp. 2.10—5 .
(zu klein) behaftet. ‘

*) In ganz derselben Weise bestimmt man, wenn T(z), Tu(x), . . . Te—y{z)
vorgegeben sind, Ti(z) und T'k+.(x) aus der Bedingung, dass fiir die zwei
Werte z,, #; von z die Summe der ersten k+2 Terme von (19) mit ¢(z, a)
ubereinstimmt.

Aber auch schon die Formel (21) verdlent bei fixem a und ver-
anderlichem =z, den Vorzug vor der bekannten Fakultatenrelhe fiir @(z, a),.
vgl Schlémileh, Kompendium der héh. Analysis 2. Bd. 2, Auflage (1874)

8.266. Die letztere schreibt Blaschke irrtiimlich dem Verszcherungsmathe—
matiker Laudl Zu. - ‘

Vo . ) ‘ o



59

Will man jetzt fiir irgend ein anderes ¢ zwischen 1 und 2, eben-
falls bei x, = 1, 2; = 2 die Konstanten o,, o, bestimmen, so empfiehlt
es sich, beziiglich des Fehlers von ¢(1, a) ¢(2, @) eine mit derjenigen
beim Fall ¢ = 1 konforme Annahme zu machen, damit nicht die
Moglichkeit verloren geht, den Zusammenhang der Gréssen ay, g,
mit o, unter sonst gleichen Voraussetzungen, zu erkennen.

Hienach ergeben sich fiir die Fille ¢==§ und a==2 bei 2y =1,
2, = 2 als Werte der Konstanten

T=27T, o= 145, ;== 13 (a == 3)
T=278, g, =278, 0,=T7237 (z=2)

was bereits die sehr geringe Variabilitit der Grosse T im ganzen Inter-
vall ¢ = 1 bis 2 zeigt (von 2:666 ... bis 2-78), Man konnte also z. B.
die Grosse 7 in ihrer Abhingigkeit von « angendhert durch dasjenige
quadratische Polynom von a definieren, welches fir ae=1, §, 2
die Werte 2:666. .., 2'7, 2-78 besitzt, bei strengerer Rechnung aber t
gleich der dem Werte dieses Polynoms niichstbenachbarten Wurzel
von (27) setzen.

Im allgemeinen verringert sich bei Anwendung der Formel (21)
der relative Fehler mit wachsendem z und der Genauigkeitsgrad ist,
bei & zwischen 1 und 2, ungefibr derselbe wie bei ¢ = 1 und gleichem .

Von weiteren Kalkulationen auf Grund der eben erhaltenen Werte
wird indes hier abgesehen, weil vielleicht noch besser geeignete Wahlen
von &y, &y, Ty, Ty eXistieren kénnten.

§ 3. Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen der bisher
betrachteten Aufgabe der Berechnung der Prym’schen Funktion und
der Aufgabe, die (kontinuierlichen) Leibrentenwerte nach irgend einer
Sterbetafel, deren Lebendenzahl beim Alter x durch eine oder mehrere
Makeham-Formeln dargestellt ist

L= ks’g” + k9" + .. 6 6. > 1, 9, g, .- < 1 (30)

zu berechnen. Denn die allgemeine Formel fiir den Wert a* der konti-
nuierlichen Leibrente von Jahresausmasse 1

(29)

oo
. lz&—z = fl:c»ru v du, (3”
0

wobei z das Beitrittsalter und v der Abzinsunsfaktor ist, geht, wenn I, 4
durch die Formel (30) bestimmt wird, in eine Summe von Integralen
itber .

@

o0 .
La, =ksxf(3”)7‘¢2+u du + klsl”[ (8, 0)" gxc‘t+u du+ ..., ' (32$'
g .
.deren jedes sich auf eine Prym’sche Funktion zuriickfiihren Tasst. Mafn
braucht, um dies fiir das erste Integral zu zeigen, nur g¢*** = ¢~ oder
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umgekehrt ) ,
t=—cit]lgg=~E¢c*, &= —c"lgyg (33)
zu setzen, so folgt aus der Beziehung zwischen ¢, u, nachdem ¢ eine
wesentlich positive Grosse vorstellt, dass den Grenzen 0, co von u

die neuen Grenzen f= £, co entsprechen. Daher verschafft die Ein-
fithrung der neuen Integrationsvariabeln ¢ wegen

Ig (¢/£) du = dt
lge ’ tlge
und wenn man auch (sv)* durch t ausdriickt
: 1g (sv)
(sv)* = enla(st) — (-,) lee
. &

t = &c¥*, u =

dem ersten Integral in (32) die Gestalt

@, e | ”
lge €
J(E) e , (34)
3
N N 1g (sv) .
oder weiters, wenn noch zur Abkiirzung ¢=1— Too gesetzt wird
- _ g
a1 —& x .
fa—1 ma gt g 90 g & a) (35)
Ige Igc Ige ‘

£
Nxmmt man die analoge Umformung bei jedem der iibrigen Integrale

in (32) vor, so gelangt man, wie behauptet, zu einer Darstellung von a,
- durch Prym’sche Funktionen

—  ks® g kl 1 9'1
lra, = "T"*“P(E: a) + lgc (P(Ep a1)+ (36)
“Ig(sv) log(sv)
E = — % — —r ! B T e xll 3 e e e e
?lgg, a= lA lge =1— logc s S €17 80

die sich vereinfacht, wenn nur eine einzige Makehamformel zugrun-
deliegt: ° .

— gl ,_ _ . lgev) 26a

a,= g o , &= ﬁlgq, afl Tgo (36a)

Der - Spielraum - fiir ‘die Gréssen a;, ¢, ... kann wie oben (§2)

zwischen 1 und 2 angenommen werden, wodurch alle moglichen ‘Zins-

fiisse berticksichtigt sind; derjenige fiir £ zumindest im einfachsten Falle
= ks® g aber auch moch in anderen “Fillen, etwa mit 0 < £ < 3, ,

wofern man eben fiir 'die héchsten Beitrittsalter, etwa tiber 85 Jahre,

. die Leibrentenwerte, deren statistische Ungerlagen dort ohnehin recht

" -unsicher werden, nicht-von vornehereéin’ aufGrund aller moghchen

Makeham-Tafe]n ausgemhnet :Wissen - wﬂl ,



Bei Beschrinkung auf den einfachsten Fall I, = ks*g*” kinnte man
zwar den Spielraum von «, weil diese Grosse mit dem Zinsfuss wiichst,
etwas verkleinern, indem man den Zinsfuss limitiert, etwa mit 59, aber
dies empfiehlt sich, von anderen Griinden abgesehen, auch mit Riick-
sicht auf die Berechnung der Verbindungsrenten nicht. Beispielsweise
besitzt die Verbindungsrente fiir zwei Leben y, 2 nach derselben Ster-
betafel I, = ksvg"> I, = ks?g? und mit der Abzinsung v gerechnet,
denselben Wert, wic die Leibrente fiir eine x — jihrige Ersatzperson,
aber mit der Abzinsung v’ gerechnet, wofern die Bedingungen ¢ ==
== c¥ - ¢%, v’ = sv erfiillt sind. Der Zinsfuss der Ersatzleibrente iiber-
steigt also (wegen s <C 1) denjenigen der Verbindungsrente.

Die Ausarbeitung einer Tabelle der Prym’schen Funktion, welchen
Umfanges immer, wire auch vom rein theoretischen Standpunkt wiin-
schenswert, weil dadurch noch Aufschliisse iiber manche Eigenschaften
dieser wichtigen Funktion zu erwarten sind.

Wien, 5. Juni 1929.

Bemerkung zum oberen Artikel.
Dr. J. Strdnsky.

Zur Illustration der vom H. Prof, Tauber vorgefiihrten Methode habe
ich die Berechnung des Wertes des Integrallogarithmus fiir x = 1,0 1,1,
1,2, ..., 6,9 nach der Formel (2) durchgefiihrt.

Die nachstehende Tabelle zeigt den Uenauigkeitsgrad der angewen-
deten Methode in Vergleichung mit der Tabelle der Werte des f el dt
vor, welche von C. A. Bretschneider nach der Formel
)

10 T 23 T3
berea:hnet und in der Zeitschrift fur M. u. Ph,, VL. Jahrg. veroffentlicht
wurde.

8 4+ lr —

®
In der Kolonne (2) sind die Werte des &* j et Lt enthaltep, wobei

z
lo s}

fiir den Wert des j ettt die von Bretschneider berechneten Zahlen

x
beniitzt wurden, in der Kolonne (3) wurde dieselbe Funktion nach der Formel
des H. Prof. Tauber berechnet; die Kolonnen (4) und (5) enthalten die
absoluten, beziehungsweise relativen Differenzen.
Die merkwiirdige Genauigkeit der Tauberischen Formel hat desto
grosseren Wert, dass sie auf eine ganz einfache Weise erreicht wurde.
blexchzemg sei erwéhnt, dass sich in der zitierten Bretschnexdenschen

Tabelle 2 Fehler befinden: fiir x = 4,9 ist der Wert des ep{t dt =

= 0,0012914833 und nicht 0,0012114833, fiir 2 = 6, 3 0,0002554714 und
mchf, 0, 0002554914
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