
Aktuárské vědy

E. Bounitzky
Sur le problème d’interpolation

Aktuárské vědy, Vol. 1 (1930), No. 2, 69–82

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/144512

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of
any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for
electronic delivery and stamped with digital signature
within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/144512
http://dml.cz


09 

tuts d'assurances suivant différents systèmes (utilisation de la poste au 
Japon; timbres à coller; organisation d'un service extérieur reposant 
exclusivement sur le système de provisions, avec Paide de ce qu'on 
appelle le block-système, etc . . .). 

Il résulte de la définition de l'assurance populaire que nous avons 
employée que nous ne prenons pas en considération les sociétés qui 
remplacent de façon irrationelle l'assurance populaire (caisses mortu­
aires, etc . . .). Il faut cependant remarquer que les membres de ces 
sociétés, qui existent dans presque tous les États, ont put se recruter 
grâce à l'ignorance et, en outre, à la méfiance que nourrissent les 
masses populaires à l'endroit des compagnies d'assurance privées. C'est 
à regretter, surtout si Ton tient compte des dommages économiques qui 
sont causés par ces institutions conduites, comme des associations, ordi­
nairement sans contrôle de l 'État et sans les connaissances les plus élé­
mentaires des mathématiques appliquées aux assurances. 

(A suivre.) 

Sur le problème d'interpolation. 
E. Bounitzky. 

1. En résolvant, un problème d'interpolation on cherche d'ordinaire 
h approcher une fonction inconnue par les fonctions d'une forme déter­
minée (polynômes, fonctions trigonométriques, exponentielles etc.). 

Mais on peut poser le problème d'une autre façon, en cherchant 
à déterminer t o u t e s les fonctions qui vérifient les conditions indiquées 
dans un problème d'interpolation. En interprétant de cette manière 
les problèmes liées à la formule interpolatoire de Cauchy, on obtient des 
solutions tout à fait générales, contenant une fonction arbitraire et 
parfois en outre des constantes arbitraires. 

Ces solutions générales peuvent présenter pour les sciences empi­
riques et, en particulier, pour la statistique un bon moyen heuristique 
dans la recherche des solutions spéciales que l'on trouverait en choisis­
sant convenablement la forme d'une fonction arbitraire. 

2. La formule interpolatoire de Cauchy nous définit un polynôme 
f(x) qui vérifie les égalités 

/ K ) - A10, ff(ai) = Aîv f(ax) = A12,..., / c - - 1 ^ ) = AVVl„v 

f(a2) == A20, f(a2) = A2V f(a2) = A22,. . ., f^-^aj = A2,Vl-v 

f(am) = Am0, f'(am) = Amv f\am)^Am2,. . . , / ^ - D ( a w ) = i W ) , v 

(i) 

où av a2,. . ., am sont des nombres donnés inégaux, vv v2,. . ., vm des 
entiers positifs donnés, A10, A1V . . ., Am,rm^.x des nombres donnés, 
choisis arbitrairement. En posant vx -f- v2 -f- . - . + vm == n, on démon-
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tre sans peine qu'il n'existe qu'un seul polynôme parfaitement déterminé 

f(x) ^P0+Pxx+...+ Pn^ * » - - . 

de degré n—1 au plus qui satisfasse aux conditions (1); c'est précisément 
le polynôme défini par la formule de Cauchy. Les coefficients de ce 
polynôme étant des fonctions linéaires homogènes des quantités A10y 

Alv . . ., Am,v r-v on peut écrire ce polynôme sous la forme 

* A=m Y~*x—l 

X—l 7 = 0 

ou, pour abréger, 

f(x)=]?AAYgAy(x), (2) 
xY 

gxy (%) étant des certains polynômes de degré ?*—1 au plus dont les 
coefficients ne dépendent pas des quantités AAy; ils sont parfaitement 
définis par l'ensemble de nombres ava2i . . ., am et vvv2, . . .,vm. Le 

X—m 

nombre de tous les polynômes gAy (x) est égal à la somme *S] vA = n. 
A = l 

Chacun des polynômes gAy (x) représente un polynôme défini d'une 
manière univoque de degré n — 1 au plus, satisfaisant aux conditions 

f(ax) =* 0, j'(ax) = 0, . . ., p>-»(«x) - 0, 
f(a2) = 0, f'(a2) = 0, . . ., /( ' .-"(a,) = 0, 
f(ax) - 0, f(aA) = 0, . . ., flv~»(aA) = 0, /<-•>(**) - 1, flv+»(aA) - 0, . . ., 

. . . /<**-->(<**) = 0, 

f(am) = 0, f'(am) = 0, /«'"-"(«m) - 0. 

On le prouve immédiatement, en posant dans la formule (2)„ 
pour les indices A et y fixés, AAy = 1 et en remplaçant par zéro chacune 
des autres quantités Apq. Par suite, chacun des polynômes g?.y(x) satis­
fait aux relations 

g>^)(ap) = 0, p =M> * == 0, 1, 2 , . . M vP - h 
?*,<*>(aa)=0, 4 = 0, 1 ,2 , . . . , y — l9y+l,. . .,VA — l,giyM(aA)=l. [ 

Remarque . Nous posons partout, pour chaque fonction Q(X)> 
Q(°)(X) = Q(X). Ainsi on aura gxy

{0)(<*p) = gky(ap), gxy
(0)(ax) = ^(a; .) . 

3. En s'appuyant sur les relations (3), on démontre la proposition 
suivante. 

Théorème L Tou te s les fonct ions F(x) qui sa t i s fon t p o u r 
une su i te donnée de nombres inégaux ava2,. . .,am et pour les-
va l eu r s données des AxY aux cond i t ions (1) s 'expr iment p a r 
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la formule générale*) 
F(x) = tp(x) + ]?[Axy — V<r) (ax)] gAY(x)9 (4) 

Xy 

où les po lynômes gxy (%) on t la même s igni f ica t ion que dans 
la formule (2), \p(x) é t a n t une fonct ion a rb i t r a i r e , a y a n t pour 
x = ax des dér ivées finies j u squ ' à l 'ordre vx — 1 inc lus ivement . 

R e m a r q u e . La fonction ip(x) doit être définie pour les mêmes 
valeurs de x pour lesquelles on veut définir la fonction F(x). Par exemple, 
on peut la définir, ce qui est le plus naturel, dans l'intervalle entre le 
plus petit et le plus grand des nombres av a2, . . ., am. 

Fixons les indices X et y et différentions pour x = ax la fonction F(x) 
définie par l'équation (4) y fois, si l'on a O < y . < vx— 1, ou, si y = 0, 
posons dans l'équations (4) x = ax. On aura 

FM{ax) - y(y)(«A) + 2 [Av*—Y(q)(aPÏÏ °pév) fa) 
va 

ou, en vertu des relations (3), 

F^(ax) = y>M(ax) + [Axy — tp^(ax)] = A}y. 

Par suite, la fonction F(x), définie par la formule (4), satisfait aux condi­
tions (1) quelle que soit la fonction y)(x). Réciproquement, si la fonc­
tion F(x) satisfait aux conditions (1), toutes les différences Axy—y^v) (a?) 
s'annulent, et on aura identiquement 

F(x) = F(x) + ]? [Axy - F(r> (ax)] gxy(x). 
Xy 

Donc, on peut représenter la fonction F(x) par la formule (4) en posant 
\p(x) = F(x). Ainsi la formule (4) nous donne une expression générale 
de toutes les fonctions qui vérifient les conditions (1). 

4. Cherchons maintenant une forme générale des fonctions qui 
vérifient pour un ensemble donné de nombres inégaux ax et de nombres 
arbitrairement choisis Axy les conditions (1) et de plus les égalités 

aA a l > + i 
/ f(x)dx = Qv I f(x) dx = Ç2, . . ., / f(x)dx = Qm-V (5) 

(ti a2
 am 

Qv Q& • • •> Qm—i étant des nombres donnés. 
A cet effet construisons d'abord un polynôme qui satisfasse aux 

conditions (1) et (5). En désignant ce polynôme par f(x) et posant 

f f(y}dy= F(z), (6) 

*) Cette formule, ainsi que la formule (18) se trouve dans mon tra­
vail ,,K t e o r i i i n t e rpo l ac i i " , Zapiski Novorossijskago Universiteta, 
1916 en russe; , ,Cont r ibu t ion à la t h é o r i e de l ' i n t e r p o l a t i o n " , 
Annales de l'Université Néorussienne d'Odessa). 
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on aura 
F(a1) = 0, (7) f(x) = F'(x), (8) f^(x) = F« + *>(*). (9) 

D'après les égalités (6), (7) et (5) il vient 

/ Hy)dy = F(a„) = ff{y)dy + ff{y)dy +...+ 

? 
!Hy)<iy------ Q1 + Q2+ •••+ Qt-i (* = 2 , 3 , . . . , m ) . 

.! 
« x - 1 

Ainsi, en posant 
Q1+Q2+ . . . + Ç*-i = c* ( * = 2 , 3 , . . . , r o ) (10) 

et en particulier Çt = c2, on a 

F(a,) = c,. ( 4 = 2 , 3 , . . . , m). (11) 

De plus, ayant en vue les égalités (8) et (9), on peut écrire les équations 
(1) sous la forme 

F<v+U(ax) = Axy. (12) 

Donc, le polynôme F(x) doit satisfaire d'après les équations (7), (11) 
et (12) aux n + m conditions 

F(aJ = 0, F'(ax) - Al0, F"(ax) = An, . . ., FM(aJ - At,Pl-v 

F(a2) = c2, F'(a2) = A20, F"(a2) = A21,. . ., F<*->(a2) = A2,v^v (13) 
F(a3) = c3, F'(a3) = A30, F"(a3) = A3l,. . ., F('*>(a3) = A9,P^V 

F(aM) = cm, F'(am) = Am0, F"(am) = Ami, . . ., F^»)(am) = Am,Vm^v 

En applicant la formule (2) de Cauchy, on construit un polynôme F(x) 
parfaitement déterminé de degré n + m — 1 au plus, satisfaisant aux 
conditions (13). Ce polynôme est représenté par l'équation de la forme 

F(x) = ^ Axy %iy(x) + V ckipk{x), 
* kti 

yjy(x) et yik(x) étant des polynômes dont les coefficients ne dépendent 
que des quantités av a2, . . ., am. En substituant les valeurs des c# con­
formément aux équations (10), on a, 

i=m—1 
F(x) = £ 4 , y #,,(*) + 2 &?><(*), (14) 

Ay * = 1 

9?(.r) étant aussi des polynômes dont les coefficients ne dépendent que 
des a;. Différentiant l'équation (14) et tenant compte de l'égalité (8), 
il vient 

izzm—l 
f{x) - £ Avl x% (x) + £ Qt ?i'(x) 

t = l 
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ou, en posant %'xy(x) = HxY(x), (p'i(x) = *$(#), 

f(x) = 2 ^ r HXv (x) +• £ Qi *i (*), (15) 
Ay 1 = 1 

Hxy(z) et &;(#) étant des polynômes parfaitement déterminés dont les 
coefficients ne dépendent que des quantités ava2, . . ., am. Il est à re­
marquer que, la fonction F(x) étant parfaitement définie par les condi­
tions (13) comme un polynôme de degré n + m — 1 au plus, la formule 
(15) définit aussi d'une manière univoque le polynôme f(x) de degré 
n -f- m — 2 au plus, satisfaisant aux conditions (1) et (5). 

En fixant les indices A et y} posons dans la formule (15) Aiv = 1 
dans l'hypothèse que toutes les autres quantités Apq, de même que 
tous les nombres Qi s'annulent. Après une telle substitution l'équation 
(15) devient 

f(z) = Hly(x). 

Il résulte delà que HXy(x) est un polynôme de degré n -f- m — 2 au plus, 
défini univoquement par les conditions (1) et (5) pour le choix des 
nombres AXv et Qt qui vient d'être indiqué. Donc le polynôme H,y(x) 
satisfait aux relations 

HXy<*>(ap) = 0, p + A, q=0, 1,2,...,vp — 1, 
HXyl*>(ax) == 0, q = 0, 1, 2, . . ., y — 1, y + 1, . . ., v, — 1; 

H,yM(a,) = 1, (10) 

Hzy(x)dx = 0 , k = 2, 3, . . ., m. 
/ ' 
« * - 1 

De même, en posant dans la formule (15) Qi = 1 pour une valeur fixée 
de l'indice i et en remplaçant toutes les autres quantités Qr ainsi que 
toutes les. quantités A;.f par zéro, on aura 

f(x) = st(x). 

Donc, le polynôme Si(x) de degré n + m — 2 au plus est parfaitement 
défini par les conditions (1) et (5) pour le choix des nombres Qf et A?,y 

indiqué plus haut, d'où suivent les relations 

spKax) = 0, A = 1, 2, . . ., m, y = 1, 2, . . ., Vx — 1; 

/ 
si(x)dx = 0, k = 2, 3, . . ., i — 1, i + 1, . . ., m, 

(П) 

/ 
Si(x)dx • 

5. Ayant recours aux relations (16) et (17), on démontre la pro­
position suivante. 
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Théorème II. Tou tes les fonct ions f(x) qui sa t i s font aux 
cond i t i ons (1) e t (5) poux un ensemble donné de q u a n t i t é s tt;, 
Axy et Qi s ' expr iment par la formule généra le 

t-rw—i p+\ 
f(x) ^ y>(x) + ^ [Axy — y^(ax)} HAy(x) + ^[Q~ L(y)dy] *(*), 

isi <H (18) 
où Hxy(%) e t &i(x) sont les mêmes po lynômes que dans l 'équation 
(15), y>(x) é t a n t une fonct ion a r b i t r a i r e . Cet te fonct ion a pa r 
hypo thèse pour a; •= ax (X=~- 1, 2, . . ., m) des dér ivées finies jus­
qu 'à Tordre vx — l inc lus ivement ; de plus elle es t i n t é g r a b l e 
dans chacun des i n t e rva l l e s [ah a*.ni ou, ce qui est équ iva l en t , 
dans un i n t e rva l l e du plus p e t i t j u s q u ' a u plus g rand des 
nombres ax. 

R e m a r q u e . On voit ainsi que la fonction arbitraire y)(x) de la 
formule (18) est définie, de même que la fonction y)(x) de la formule (4), 
dans l'intervalle du plus petit jusqu'au plus grand des nombres ax. 

En fixant les valeurs des indices A et y, différentions pour x ==- ax 
la fonction f(x), définie par l'équation (18) y fois, si l'on a 0 < y <1 vx — 1 » 
ou, si y ~~ 0, posons dans cette équation x -= ax* On aura 

fir)(ax) = y<r)(ax) + ]?[A,q — y^(ap)] Hpq<r)(ax) + 
ptf 

i-= m—1 "i-H 

+ Y [Qi— fy>(y)dy]êi<rHax) 

ou, en vertu de trois premières des relations (16) et de la première des 
relations (17), 

f(r)(ax) =- y*?\ax) + [Axy—^(ax)] = Aly. 

Donc, la fonction f(x) définie par l'équation (18) satisfait aux condi­
tions (1), quelle que soit la fonction arbitraire ip(x). Intégrons mainte­
nant les deux membres de l'équation (18) dans l'intervalle [«*, cu-f-x], 
la valeur de l'indice k étant fixée. On aura 

ï*+i **+i **+i 
/ f(x)dx = / y>(x)dx + T [Axy — f^(ax)] I Hxy(x)dx + 

«k «k ak 

f[Qi~fy>(y}dy}l*i(z)dz 

«-1 *i n 

( t = l , 2 , . . . , r o —1), 

d'où il suit, conformément à la quatrième des relations (16) et à deux 
dernières des relations (17), 



"*+1 '!*+' ï*+l 
I /(s)** - / y>(x)dx + [Qk — / f(y)dy] = <&. 

«A "'A «A 

Il en résulte que la fonction f(x) définie par l'équation (18) satisfait 
aussi aux conditions (5), quelle que soit la fonction arbitraire y(x). 

Réciproquement, si la fonction f(x) satisfait aux conditions (1) 
et (5), toutes les différences 

ïf+i 
Axy — fMfa), Q( — f(y)dy 

s'annulent, et on a identiquement 
, = I H - 1 " f + l 

f(x) - f(x) + 2 " [Axy ™ fM(ax)] Hxyix) + V [Qi ~ / f(y)dy] *(*)• 

On peut donc représenter la fonction considérée f(x) par la formule (18) 
en posant y)(x) === /(a:). Par suite, la formule (18) donne vraiement 
l'expression générale d'une fonction satisfaisant aux conditions (1) et (5). 

R e m a r q u e . On obtient de même la formule 

f(x) ^y>(x) +]?[Qi -j\(y)dy]si(x) (18'} 
1 = 1 «£ 

qui détermine l'ensemble de toutes les fonctions f(x)t satisfaisant aux 
conditions (5) considérées séparément. Dans cette formule les poly­
nômes Si(x) sont les mêmes que dans la formule (18) et y>(x) est une 
fonction arbitraire. On peut déduire la formule (18') immédiatement 
de la formule (18) en y remplaçant tp(y) par l'expression 

V(V) +']?[A*Y ~ ¥r) («A)] HXy (y), (18") 
. Xy 

où Axv sont des constantes arbitraires ; c'est permis en vertu de la 
dernière des relations (16). En changeant les notations et en rempla­
çant l'expression (18") de nouveau par y)(y), on obtient la formule 
(18')» où y)(y) est aussi une fonction arbitraire. 

6. Nous avons trouvé ainsi des solutions générales du problème 
d'interpolation de Cauchy et du problème analogue que Ton résout au 
moyen de la formule (18). On peut appeler ces problèmes d'interpola­
tion p rob lèmes l inéa i res , en ayant en vue que les formules corres­
pondantes (2) et (15) contiennent linéairement les quantités données 
Axy ou Axy et Qi. 

A son tour les formules (4) et (18) donnent les solutions générales 
de ces deux problèmes linéaires. Désignons par N le nombre de condi­
tions auxquelles doit satisfaire la fonction cherchée d'un problème liné­
aire. Il est à remarquer que p réc i s émen t la dér ivée d 'ordre N d 'une 
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so lu t ion généra le du problème l inéa i re à N cond i t ions est 
t o u t à fai t a rb i t r a i r e . 

En effet, le nombre N du problème de Caiichy est égal à la somme 
vt -j- r2 + • • • + vm = n> l e s polynômes gxy(x) de la formule (4) étant 
de degré w — 1 = N — 1 au plus. Le nombre N du problème analogue, 
résolu par la formide (18), est égal à N = n -f- m — 1, les polynômes 
JI/,y(x) et #i(x) étant de degré n -f- m — 2 = N — 1 au plus. Par suite, 
différentiant les équations (4) et (18) N fois, c'est à dire respective­
ment n e,t n + m — 1 fois, il viendra 

/<*>(*) = y>{N)(x)> 

la dérivée d'ordre N d'une solution générale f(x) étant ainsi égale à la 
dérivée d'ordre N d'une fonction arbitraire y>(x). 

7. Pour illustrer l'application des formules (4) et (18) résolvons 
quelques problèmes particuliers. 

P rob lème 1. Trouver l ' équat ion généra le d'une famille 
de courbes p a s s a n t pa r deux po in t s donnés don t les abscisses a 
et b son t inégales . 

R e m a r q u e . Nous considérons partout les courbes de la forme 
y == f(x) en coordonnées cartésiennes. 

D'après la formule (2) le polynôme <p(x) du premier degré, satis­
faisant aux conditions <p(a) = A, <p(b) = H, s'exprime par la formule 

x — b x — a 
<p{x)= • •- A + B. 

a — 6 b — a 
Par suite, conformément à la formule (4), l'équation 

t(x) = f(x) +[A- tp(a)] j £ | +[B- rp(b)] £ = £ 

où y(x) est une fonction arbitraire, représente toutes les fonctiones f(x) 
satisfaisant aux conditions f(a) = A, f(b) = B. 

Donc, l'ensemble de toutes les courbes qui passent par deux points 
donnés a, A et b, B s'exprime par l'équation 

y = xp(x) +[A- f(a)] ~ £-£ +[B- y>(b)} g £ 

Prob lème 2. T rouve r l ' équat ion généra le de t o u t e s les 
courbes qui a i en t une a i re donnée Q comprise en t r e la courbe , 
Taxe des x et les deux d ro i t e s x = a et x = b (a =$z b). En construi­
sant au moyen de la formule (15) un polynôme <p(x)àe degré zéro qui 
vérifie l'égalité b 

/ . 

on aura 
x — a 

9?(я)rfa;=Ç, 

*W-ř=.Г7«. ^ ) = ғv) = ^ - . 



Donc, d'après la formule (18), l'équation 
b 

l(x) = y>(x) + b±a \ç - (y(y)dy) 
a 

où tp(x) est une fonction intégrable dans rintervalle <a, b> et d'ailleurs 
arbitraire, donne l'expression générale de toutes les fonctions f(x) 
satisfaisant à la condition 

b 

[Þ (x)dx = Q. 

Par suite, la famille de courbes en question est déterminée par l'équation 
b 

y = y(x) + j — — \Q— ! w(y)dv 

a 

Prob lème 3. T rouve r l ' équat ion généra le de t o u t e s les 
courbes qui pa s sen t pa r deux po in t s donnés (a, A) et (6, B) e t 
qui i n t e r c e p t e n t une aire donnée Q en t r e le c o n t o u r de la 
courbe, Taxe des x et les deux d ro i t e s x = a et x = b (a ={= b). 

Le problème se réduit à la construction d'une expression générale 
de toutes les fonctions f(x) qui satisfassent aux conditions 

b 

f(a) = A, f(b) = B, fj(x\dx=Q. (lit) ì, f,f(x 

Donc, en posant 

F(x) = m+ n(x — a) + p(x — a)2 + q(x — a)2 (x — b), (20) 

on aura besoin, conformément aux formules (14) et (15), de choisir les 
coeficients m, n, p, q d'une telle façon qu'ils satisfassent aux équations 

F (a) = 0, F'(a) = A, F(b) = Q, F'(b) = H. 

Après avoir calculé les coefficients m, n, p, q au moyen de ces 
équations, on%ura 

Q A A + B 2Q 
m = O , n = A, p = 

•ésignons 
conditions 

(b~a)2 b—a'* (b — af (b — af* 

Désignons par <p(x) un polynôme du deuxième degré, satisfaisant aux 

b 

<p(a) = A, <p(b) = B, I <p(x)dx = Q. 

a 

« 
En faisant usage des formules (14) et (15), il vient 

<p(x) = Ff(x) ^n+ 2p(x — a)+ q[(x — af + 2(x — a)(x — b)} 
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ou, en substituant les valeurs de n, pf q trouvées plus haut, 

, v A(x — b)(3x — 2a — b) . B (x — a) (3x — 2b— a) 
</(*) = 77——r2 + (b — a)2 ' (6 — a)2 

GQ(x — a)(x — b) 
~ (b — a)z * 

Donc, d'après la formule (18), l'équation 

/<-., -« -*-> + [A - V(«,] S l ~ È l ^ - ^ + 

+ [ ^ - ^ ) 3 ( ^ - a )
(

(
6

3 l - 2 6 - a ) - - (21) 

< * — 6 , 
»)* -.[»-/.«,.] J ! ^ : 

où \p(x) est une fonction arbitraire, donne l'expression générale de tou­
tes les fonctions qui satisfont aux conditions (19). Par suite, la famille 
cherchée de courbes est représentée par l'équation 

, « v{x) + [A.m] S^^z^L + 

+ r * - V ( 6 ) ] > - - a ) ( 3 * - 2 6 - a ) 

(6-o) -

8. Désignons par f1? f2,... f» les ?i quantités f(y)(ax) = -4^, figu­
rant dans les égalités (1) et proposons nous de trouver une fonction f(x) 
qui satisfasse aux k conditions, exprimées par un système d'équations 

<-Vfi> !„ . . ., f*î Qv . . . , Ç,«-i) = 0 (/) = 1, 2, . . ., i ) , (22) 

où Ton pose, comme dans les équations (5), 

*+! * 
<&;= //(*)(!.» ( fc==l ,2 , . . . ,m— 1). 

«; 
Si le système d'équations (22) est incompatible, le problème pro­

posé n'est pas résoluble. Si, au contraire, les équations (22) sont compa­
tibles, on les résout en obtenant un ou plusieurs systèmes des valeurs 
définitives des quantités Axy> Qi ou bien en les exprimant par un ou 
par plusieurs paramètres arbitraires. Dans les deux cas, en substituant 
les valeurs ainsi trouvées des AjtY et des Qk dans la formule (18), on trouve 
une expression générale des fonctions cherchées. Dans le second cas 
cette expression contient outre la fonction arbitraire rp(x) des constan-
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tes arbitraires. Si le système d'équations (22) est linéaire, la distinction 
de deux cas indiqués plus haut se fait d'après les règles simples bien 
connues. Soit à trouver, par exemple, l ' express ion généra le d 'une 
fonct ion qui vérif ie les égal i tés 

b 

f(a)—b-l_~tf(z)dx=A, f(b)-~t-ff(x)dx^B, 
a a 

a, b (a- =(-: 6), A, B étant des nombres donnés. En posant 
b 

(23) 

:=ф x)dx = C, 

on a, en vertu des équations (23), 
b 

Ѓ f(x)dx = (b — a) C, f(a) = A + C, f(b) = B + C. 

Donc, d'après ces relations et conformément à la formule (21) 
l'exjjression générale de la fonction cherchés f(x) est représentée par 
l'équation 

/(_) _ *_> + L4 + C-*->] _ _ _ ^ = * _ _ _ - + • 

+ [B+ C - m _ L T _ ) | 1 " » - f ? _ 

? — a)(x — b) 
u 

.0U-a) C-j^dJ (X~b
a^X

a) 

ou, après quelques transformations, 

•m - «*> + IA- »w] — — ^ = i — — . + 

+ w _ ^ _ _ ^ _ _ . + 

6(„—a)(a? —b) /• 
+ — ( 6 , a ) . , JУ(У)JУ+С', 

y(„) étant une fonction arbitraire et O une constante arbitraire. 
Cherchons encore l ' équat ion généra le de t o u t e s les courbes 

de la forme 
y = /(*) 

qui a i en t pour les abscisses x——a et x=a des .o rdonnées 
égales et qui i n t e r c e p t e n t e n t r e l 'axe des x, l 'axe des y et la 
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droite x =-—a la même aire qu'entre Taxe des x, Taxe des tj 
et la droite # = a. 

En posant 
o a 

f(-a) = A, /(a) =-.8, ij(y)dy=^Q, ff(y)dy=Qv (24) 
— « Ô 

on a pour chacune des courbes cherchées 
A = B, Q=QV (25) 

En construisant au moyen de la formule (15) un polynôme <p(x) du 
troisième degré au plus qui satisfasse aux conditions (24), on aura 

<p{y)đУ = Җx), ?(*) = F'(x), 

F{—a) = 0, F'(-a) = A, F(0) = Q, F(a) = <?+<?,, F'(a) = #. (26) 
Donc, en posant 
F(x) = m + n(x + a) + p(x + o)2 + 9(* + «)2 (* — o) + 

+ r(x+a)*(x — a)\ K ' 
on cherchera à déterminer les coefficients m, n, p, q, r d'une telle manière 
que les équations (26) soient satisfaites. Tous les calculs faits, on trouve 

n A Q + Q1 — 2Aa Ba + Aa — Q — Q1 m=0,n = A,p = -p-= , q 
4a2 ' * 4a3 

2Q — 2QX — Aa+Ba 
4a4 

Après avoir substitué ces expressions de m, n, p, q, r dans l'équa­
tion (27), on aura, en différenciant 

W(*\ ^*\ M^+ax — a^)(a — x) B(ix*-ax-a*) (x+a) i (x)-cp(x) « — + ~ - — + 

. Q($x — 3a) (a2 — a2) Q^Sx + 3a) (a2 — a2) 
4a4 4a4 

Par suite, une famille de fonctions f(x), satisfaisant aux conditions (24), 
est représentée par la formule 

,, v , v , rA t ,- (4*2 + ax — a2) (a — x) f(x) =-= y)(x) + [A —y)(— a)] — h 

. „(±x2 — ax — a2)(x+a) t 
+ [B - v>(a)] * ^ 3 + 

o 

\Q- íw(y)dy\ + ÍQ-ыvm{*'-^?--



81 

- k - fy>(y)dyy~ (Sx+ Зtf)Jл^a 2) 
~4ã* 

tp(x) étant une fonction arbitraire. On trouve donc l'expression généralo 
de l'ordonnée de la courbe cherchée en remplaçant dans la dernière 
équation, conformément aux égalités (25), B par A et Qx par Q. 11 en 
résulte que la famille cherchée de courbes se représente par l'équation 

+w_v(0)]<^---p<?+«>+ 

\Q — fv>(y)dy\ 
—a 

0 

-ÍQ- fy>(y)dy\-^-
+ Зa)(я2 —a 2) 

4a* 

y(x) étant une fonction arbitraire, A et Q étant des constantes arbi­
traires. 

9. On étend sans peine la méthode exposée plus haut sur les problè­
mes analogues concernant les fonctions de plusieurs variables et sur 
les intégrales multiples. 

Ainsi, par exemple, l'expression générale d'une fonction f(x), 
satisfaisant à l'équation 

b x 

f\ fny)dy\dz=Q, 
a a 

a, b (a =}r b) et Q étant des nombres données, est représentée par la formule 
b z 

/(*) =-. xp(x) + - y ™ - - [ Q - ( (w(y)dydz 1 
a a 

où ip(x) est une fonction arbitraire, intégrable dans l'intervalle <a, 6>. 
Désignons par 

b x 

In= fff(*)dx* 

a a 

une intégrale déterminée par les formules réccurentes 

Ii(*)= ff(y)dy, /*(*)= íh(y)dy, 
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* b 

/*(*) = fh-i(y)dy (k = 2, 3 , . . . , » -~ 1); / „= / In^(y)dy, 

« a 

a et 6 (a 4- b) étant des nombres donnés. En gardant ces notations, 
on démontre que toutes les fonctions f(x) qui satisfont à la condition 

b x 

П f(x)dxn = Q, 

a a 

Q étant un nombre donné, s'expriment par une formule générale 

f(x) = W(x) + - ( 6 -3- M ÏQ~ f L(y)dy»\ 
a a 

où ^p(x) est une fonction arbitraire, intégrable dans l'intervalle < a , 6 > . 
La formule 

y>(x, y, z) — f[x, g(x), o] = 0, 
contenant une fonction arbitraire %p(x, y, z), représente une équation 
générale des surfaces qui passent par une courbe donnée 

V = 9(x)> 
située dans le plan xy. 

L'expression générale des fonctions f(x, y) dont l'intégrale dans un 
domaine donné a à deux dimensions a une valeur donnée Q est déter­
minée par la formule. 

f(x, y) = ^p(x, y) + ~ [Q—l y(u, v)dudv], ~s [Q — I V>( v) 

y>(x, y) étant une fonction arbitraire, intégrable dans le domaine a 
et s désignant Taire de ce domaine. 

Einige Bemerkungen zur Novellierung 
des tscheehoslovakischen Gesetzes betreffend die 
Versicherung der Arbeitnehmer für den Fall der 

Krankheit, der Invalidität und des Alters* 
Von Dr. A. Zelenka. (Fortsetzung.) 

Die Wege, auf welchen die Frage der Grundzahlen im Antrag der Z. S. 
V. A. und nachher im Entwurf des soz. politischen Ausschusses gelöst 
wurde, waren bis auf einige Abweichungen, über die des weiteren noch 
referiert werden soll, im Prinzip dieselben. Vor allem wurden natürlich 
sämtliche Voraussetzungen und statistische Grundlagen, wie sie zur Aufstel-

« w 


		webmaster@dml.cz
	2016-03-01T12:21:52+0100
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




