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n 100ig 100i, 100i5; | 100i
2,00317 | 1,99564 | 1,99941 2
100 | 3,01685 | 2,98702 | 3,00194 | 3
4,05577 | 3,98108 | 4,01843 | 4
200135 | 1,99825 | 1,09980 | 2
75 | 300925 | 2,99200 | 300062 | 3
Y1 4,02370 | 3,98357 | 4,00363 4
505990 | 497775 | 501883 | 5
2,00042 | 1,99925 | -1,99984 | 2
3,00229 | 2,99695 | 2,99962 | 3
50 | 4,00751 | 3,99208 | 3,99979 | 4
501883 | 4,98553 | 500218 | 5
6,03972 | 507829 | 6,00901 6

Il est évident de ce tablean, avec quelle simple manitre on peut
obtenir un résultat beaucoup plus préeis.

Durchschnittliche Primienreserve in der Sozial-
versicherung.
Von Dr. 4. Zelenka.

L

In der letzten Nummer dieser Zeitschrift befasste ich mich mit
der Frage der Bestimmung einer vom Alter des Versicherten unabhéingi-
gen Primienreserve und leitete fiir dieselbe eine Formel ab, die eine
Konsequenz der Durchschnittsprimie ist. In meinem Artikel behauptete
ich, daB diese Durchschnittsprimienreserven als sog. ,,Uberweisungs-
betrag® unter der Voraussetzung verwendbar ist, dal die Ubertritte
der Versicherten hinsichtlich Alter und erworbener Beitragszeit im
Versichertenkollektiv gleichméaBig verteilt sind. Hier will ich den
Beweis dieser Behauptung geben.

Der Uberweisungsbetrag soll, wie ich im vorangegangenen Artikel
anfiithrte, so berechnet werden, dal durch seine Ausgabe die ,treuen
Versicherten, das sind die in der Versicherung Verbleibenden, nicht
geschidigt werden.

Bezeichnen wir mit V(z, n) den Wert des Uberweisungsbetrages,
welchen der Versicherungstriger bgim Austritt des Versicherten fliBig
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machen soll, der in die Versicherung im Alter z eintrat und in ihr »
Jahre verbrachte. Wegen Allgemeinheit kénnen wir vorderhand voraus-
setzen, daB dieser Uberweisungsbetrag nicht nur von der Beitragszeit «,
sondern auch vom Alter x abhiéngt. Der durchschnittliche Versicherungs-
beitrag ist durch die Relation (I) gegeben:

$ateate 8 $vte g e

L=y T=Z,y {==0 (I)
=p[ Bt s+ Ve o et

Bezeichnen wir die Anzahl der Personen, welche in die Versicherung
im {~ ten Jahre im Alter x eintraten und nach weiteren » Jahren iiber-
treten mit Q(z,t, n). Machen wir ferner die Voraussetzung, dafi alle
Austritte am Ende des Jahres erfolgen. Diese Voraussetzung beschriankt
nur scheinbar die Allgemeinheit, denn, wenn wir die Summenformeln
durch Integralausdriicke ersetzen, dann ist diese Voraussetzung nicht
notwendig und das Resultat dndert sich keineswegs. Fiir jeden von
ihnen soll der Betrag V(x, n) ausgegeben werden. Wir fordern, daf8l
damit das Gleichgewicht in der Versicherung nicht gestért wird, d. h.
.daB es nicht zur Schédigung der in der Versicherung verbliebenen
Versicherten fithren wird, dal aber auch andererseits den treuen Versi-
cherten aus den Ubertritten nicht ungerechte Vorteile erwachsen.
Man mulBl daher V(z, %) so bestimmen, daBl folgende Relation gilt

i M(z) al -\: i Q(=, 0, m) v* [ag'n — V(z, m)] +

T=T, n=12=2,
+ 2 iN("’ mbt-f-‘/g Z Z ZQ z,t,n) b&+n+‘/: [a,+n——V(x,n)]=
X=Tyl=0 N=1T==Tol=
= p[ Z M(x) a;’“~—2 Z Q(z, 0, n) v™ ag’yp +
2=, =1z=2,
+ Z ZN (z, ) o'+ g% }: Z ZQ(x,t n) ottt g2 ] (11)
L=z, t =1 L=z, {=0

Das 2. und 4. Glied der linken Seite driickt den Umstand aus,
daB beim Ubertritt emerselts die Anspriiche des Versicherten erléschen,
d. h. es wird der Wert aﬂ.n, frei, daBB aber auf der anderen Seite die
Pflicht erwichst den Uberweisungsbetrag herauszugeben, das ist den
Wert V(x, n). Das 2. und 4. Glied der rechten Seite reprisentiert dann
den Wert der zukiinftigen Versicherungsbeitrige, welche sonst die
iibertretenden Versicherten zahlen miiBten.
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Aus den Relationen T und II geht hervor, daBl V(x, n) folgende
Bedingung erfiillen mul}

[7] v w

2 E Q(x, 0, n) V{x,n)v" 4 E 2 }: Qx, t,n) V(z, n) ottt =

lz:.t:., nl:l:a:,,::()

=¥ Vowonaien+ ¥ Y Yo Lmad, i

nle Z B lx»-ar't =i
k4 (2]
Y\ ¢
m/)[}_J Y 0, 0,m) v 0l + 3 V VQ(» t, n) o +}
n lzx-z, n= lzwx‘,t =0

Wir setzen jetzt voraus, dafl die Austritte im Versichertenkollektiv
gleichmiiBig verteilt sind, d. h. dafi
Q(x, 0, n) = M (z, n),
@z, t, n) = IN(x, 1, n),
wobei @ zwischen den Grenzen (0,1) liegt und in der Praxis ein gentigend
kleiner Betrag ist. So liegt er in unserer Sozialversicherung anndhernd
bei 0,03.
Der Ausdruck IIT nimmt dann die Form an

2 iM(x, n) V{x,n 2 \ 2_‘]\ (x, t,m) V (x, n) ottntihe =

lzaxo
= ) LM(:L, n) al v + Z ZN(x, t,n)al, vt+"+l/’ — (IV)
e l.t Iy n= lx-»r., =0
"‘“T’[ 24 )J M (z, n) &x+n G Z v ZN(x t,n) az+n Ut+n+l/’}-
N=] =2, n=1 :caa:o

Ks ist aber leicht zu beweisen, dafl die durchschmtthche Reserve V,,
wie ich sie frither abgeleitet habe, diese Bedingung IV erfiillt. Denn V,
ist gegeben durch die Beziehung

[ Z Mz, n) -+ Z 5:7\’(2,, t, n) @t+‘/n] —_

X ==y :t—zo =(}

= EM (%, n) a5hn + 2 2 (2, ¢, ) o' 8%, — (V)
o t=0

T=1, Z=x

_up[ ZM(@:, n) agin + ) EN(:::, t,m) agen UHJ',']
L=Ty L=Tyl=0

Multiplizieren wir die Gleichung (V) mit dem Ausdruck ¢* und
addieren wir nach n von 1 bis », erhalten wir die Relation IV, womit
der geforderte Beweis erbracht ist.



01

Dieser Umstand berechtigt dazu, die von mir definierte Durch-
schnittsprimienreserve als ,,Uberweisungsbe’crag“ zu erkliren, denn sie
erfiillt die dem Uberweisungsbetrag auferlegte Grundbedingung, da8
nihmlich durch die Herausgabe eines solchen Uberwcisungsbetrages
die treuen Versicherten nicht geschidigt werden, d. h. daf} das finanziele
Gleichgewicht des Versicherungstriigers durch die Uberweisung nicht
gestort wird. Auf den zweiten Vorteil der durchschnittlichen Reserve
habe ich schon frither hingewiesen, nihmlich auf den Umstand, dafl
¢ie vom Alter unabhiingig ist. Diese Forderung ist blo8 einc logische
Konsequenz der durchschnittlichen Primie; zahlt der Versicherte eine
vom Alter unabhéngige Durchschnittsprimie, dann ist sicherlich die
Forderung, dal beim Ubertritt desselben auch ein vom Alter unab-
hiingiger Uberweisungsbetrag ausgegeben wird, vollkommen berechtigt.

- Die Bedeutung fiir die Praxis liegt ohne Zweifel dort, wo es sich um
eine groBere Anzahl von Ubertritten handelt und wo es aus administra-
tiven Griinden umbedingt notwendig erscheint die tatsichlichen Be-
rechnungen auf das kleinstméglichste AusmaB zu beschrenken.

Mit der ¥rage der Bestimmung des ,Riickkaufswertes” in der
.Versicherung, welche auf dem Prinzip der Deckung der Durchschnitts-
priamien aufgebaut ist, haben sich einige Mathematiker befalit. Es war
dies vor allem Schértlin in seinem Artikel ,,Die Abfindung fiir austre-
tende Mitglieder bei Kassen mit Durchschnittsprimien®, veroffentlicht
im Jahre 1911 in den Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer-
Versicherungsmathematiker; weiters Kiittner in seiner Abhandlung
»Die. Rickkaufs — und Abfindungswerte bei vorzeitiger Losung des
Versicherungsverhéltnisses, welche in derselben Zeitschrift im Jahre
1912 enthalten ist. Ein Beitrag zu dieser Frage ist weiters der Artikel
Goldzihers aus dem Jahre 1921 in ,,Skandinavisk Aktuarietidskrift®
unter dem Titel ,,Die Berechnung des Abfindurigswertes bei Pensions-
kassen mit Durchschnittsprimien. Der Schirtlinsche ,,Riickkaufswert'*
erfiillt nicht nur die Relation IV, sondern auch letzten Endes die Re-
lation II1 ohne Riicksicht darauf, wie die Zahlen Q{z,t, n) beschaffen
sind; leider fithrt er aber zu Werten, die fiir die Praxis vollkommen
unannehmbar und nicht selten auch negativ sind. Die Kiittner’schen
2 Riickkaufswerte erfiilllen nicht die Bedingungen III und IV und
auch nicht einmal in der Modifikation, welche zur Berechnung der
Uberweisungsbetriige nach der Regierungsverordnung Nro 195/28 .
d. G. u. V. angewandt wurde. Ich betrachte daher die von mir abgelei-
teten durchschnittlichen Prémienreserven als die bisher beste Losung
des Problems ,,der Uberweisungsbetrige*.

IL

~ Mein erster Artikel hat eine Kritik vom Herrn Dr. Fuhrich hervor-
gerufen, die in den Versicherungswissenschaftlichen Mitteilungen des
Deutschen Vereines fiir Versicherungswesen in der Tschechoslowakischen

L
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Republik erschienen ist. Diese Kritik enthilt aber Behauptungen und
Argumente, die unrichtig sind, sodaf ich gezwungen bin, mich damit
niher zu beschiftigen.

1. Dr. Fuhrich erklirt: ,,Wenn nun aber der Autor behauptet, daB
diese Methode einen prinzipiellen oder praktischen Vorteil gegeniiber
etwa der Kiittnerschen darstellt, so kann dem nicht zugestimmt werden.
Vor allem ist nicht einzusehen, inwiefern die Voraussetzungen der
Kiittnerschen Methode willkiirlicher sein sollen als die vom Autor
gemachten, wo doch in beiden Féllen mit der Durchschnittsprimie
und dem EinfluB der kiinftigen Beitritte operiert wird und die Ver.
schiedenheit lediglich formaler Natur ist.” Im ersten Abschnitt habe
ich dagegen bewiesen und gezeigh, worin die sowohl theoretischen als
auch praktischen Vorteile der durchschnittlichen Prémienreserve be-
stehen. Vor allem ist es die Tatsache, daB die durchschnittliche Pramien- -
reserve unter der gegebenen Voraussetzung — daB namlich die Austritte
gleichmiBig im Kolektive der Versicherten vorteilt sind — die Eigen-
schaft hat, daB sie den Uberweisungsbetrag darstellt, d. i. daB Thre
Herausgabe das Gleichgewicht der Versicherung keineswegs stiren kann.

2. Dr. Fuhrich behauptet weiter: ,,Es ist ohne weiters klar, da}
die Verwendung dieser Durchschnittsreserven als Uberweisungsbetrige
theoretisch nur in sehr engen Grenzen zuldssig ist, solange niémlich
die Zahl der Ubertritte so gering ist, daB die Abfertigung der erlo-
schenden Anspriiche durch die Uberweisungsbetrige keinen EinfluB auf
die Hohe der Durchschnittsprimie hat.“ Aber diese Behauptung zeigt
an die Oberflichtigkeit der Fuhrich’schen Kritik. Die Gleichung III
gilt nicht nur fiir kleine Werte von Q(z, t, n), sondern fiir alle Q(z, ¢, n)
fiir 9 in (0,1): Dieses Argument des H. Dr. Fuhrich ist daher vollkommen
unrichtig, .

3. Ferner schreibt Dr. Fuhrich: ,,Jm Hinblick auf die Praxis mul
betont werden, daB die hier erwihnten GréBen rein fiktiven Charakters
sind und ihrer Verwendung als Uberweisungsbetrige, d. h. als Aqui-
valent fiir gesetzlich erworbene Anspriiche, die allerschwersten Bedenken
gegeniiberstehen‘‘. In meinem ersten Artike! habe ich aber ausdriicklich
darauf hingewiesen, daB der Uberweisungsbetrag nicht blofl als Aqui-
valent der gesetzlich erworbenen Anspriiche betrachtet werden kann,
sondern daf er andere Bedingungen erfiillen muB, und daB er deswegen
anders berechnet werden muBl, was gerade die eigentlichenn Schwierig-
keiten zur Folge hat. Ohne Gegenargumente anzugeben, setzt Herr
Dr. Fuhrich wieder die Gleichung ,,Uberweisungsbetrag == Aquivalent
fiir gesetzlich erworbene Anspriiche’. )

4. Nur in einer Sache stimme ich Herrn Dr, Fuhrich zu und zwar,
daB eine bessere Losung der Anspriiche der iibertretenden Versicherten
eine Losung ohne Beniitzung der Uberweisungsbetriige méglich ist.
Aber Herr Dr. Fuhrich ist sich sicher dessen bewuBt, daB er damit gar
nichts neues gesagt hat. Es geniigt dass er einige von fritheren Heften
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dieser Zeitschrift durchblittert, wo ich einigemal meine Meinung iiber
diese Frage erklirt habe.

Zuletzt muB ich erkliren, daB Herr Dr. Fuhrich in seiner Kritik
schwache Argumente durch starke Worte zu unterstiitzen versucht hat.
Seine Argumente waren leicht zu widerlegen; in starken Worten moge
er Prioritdt und Superioritit behalten.
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Obsahem této knihy jest ur¢ité pouZiti matematiky v biologii. Vyjdéme
z definice, 2e biologické sdruZeni tvofi vice druhtiorganickychindividui,
které Ziji v tém¥e prostfedi. Vzajemny styk druhi zpisobuje, Ze zpravidla
individua navzdjem zépasi o stejnou potravu, kterou dané prostfedi po-
skytuje, anebo kromd toho jests jisté druhy slouZi jinym druhium za potravu,
Nastavé zjev zvany obecnd ,,boj o Zivot®, ktery se kvantitativng
projevuje tim, ¥e b&hem 8asu se mé&ni polet individui kaZdého druhu.
Matematické teorie boje o Zivot mé za kol teoreticky studovati fasové
zmény (variace) v pobtu individui jednotlivych druh@i v daném prostfedi.

Zékladem pro matematicky popis jest nasledujici tivaha: Necht N(t)

jest podet individui urditého druhu v &ase I. Pak% = rychlost zmé&ny

(rychlost variace) v podtu téchto individui a %f . dg = intensita
variace. Je-li v prostfedi & druhd, p¥sludi ke kaZdému druhu podet indi-
viduf Ni(t) pro 2 = 1, 2, .. ., k. Nejjednodus$i a nejpravdépodobné&jsi hypo-
tésa o intensitdch jednotlivych variaci jest

1 dN; ,
m..a?i::ﬁ(Nl,Na,...,Nk) (t=1,2..,k) (+)

kde fi jsou analytické vyrazy, jejichZ tvar se stanovi podle bliZ8ich podminek.
Pfi tom mohou zdsadné nastati dva p¥ipady: 1. bud intensita variace
v okamiZiku 2, zévisi jedind® na hodnotach Ny}, anebo 2. tato intensita
zévisi na v8ech hodnotach Ni(2), které leZi v jistém intervalu p¥ed okamZi-
kem ¢£,, tedy pro které ¢ty <t < ¢,. V prvém pFipads relace () dava systém &
obytejnych diferencidlnich rovnic pro N; (i = 1,2, ..., k). V druhém p¥i-
padd relace (4-) vedou na rovnice integro-diferencidlni, protoZe f; obecné
neni funkef proménnych N, nybrZ funkciondlem téchto promé&nnych.

Abychom mohli konkrétnéji posouditi tyto dvahy, uvedu pFipad,
kdy v témZe prostfedi %iji dva druhy individui, z nich prvy druh (I) sloui
skoro vyhradn$ za potravu drubu druhému (2).

UvaZujme nejd¥ive jen stavy soulasné. Kdyby nebylo v prostiedi
drubu (2), intensita variace pro druh (1) byla by rovna konstant & > 0
{coX jest nejjednoduddf hypotésa). Proto¥e viak se vyskytuje také druh (2),
ubyvé druhu (I) se vzristem podtu individui druhu (2). Tento ubytek
oznaéme jako (— y; . N,), kde »; = konst. > 0. Tedy

1 dN,
N“;"‘&t‘“!;‘ﬁ‘*h'lvs- (@)
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