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Uber eine allgemeine Relation zwischen Todesfall-
versicherung und Rente.

Von Dr. Alfred Berger.

Im Folgenden sollen aus einer Darstellung der abgekiirzten Todes-
fallversicherung — Versicherung auf Ab- und Erleben — als temporére
Rente und aus der Umkehrung dieser Relation eine Reihe von Resul-
taten gewonnen werden, die zwar auch auf anderem Wege abgeleitet
werden kénnen, aus den beiden genannten Relationen aber fast ohne
Rechnung folgen. Dazu gehéren die bekannten Relationen zwischen
Todesfallversicherung und Reunte fiir den speziellen Fall, daB die ver-
sicherten Betrige bezw. Rentenzahlungen sémtlich unter einander
gleich oder gleichm#Big fallend oder steigend angenommen werden.
Weiters Resultate tiber Bez1ehungen zwischen Kapitalsversicherungen
und Renten, die Herr Broggi in seinem Lehrbuch der Versicherungs-
mathematik S. 229 ff. mitgeteilt hat. Sie erscheinen hier als Spezialfall
allgemeinerer Fragestellungen. Endlich eine ganze Reihe von Dar-
stellungen des durchschnittlichen Risikos, die ich in den letzten Jahren
bekannt gemacht habe. So viel ich sehe, haben die beiden erwihnten
Relationen, abgesehen von einem- ganz speziellen Fall, bisher keine
Beachtung gefunden. Sie sind aber wegen ihrer Allgemeinheit an sich
von Interesse und jedenfalls iiber den Rahmen des in dieser Arbeit
Mitgeteilten zu verwerten.

Wir verwenden die kontinuierliche Methode, die Ableitungen sind
jedoch sammtlich fast wortlich auf das diskontinuierliche Verfahren zu
iibertragen, dem wir nur an einer Stelle folgen. Den Betrachtungen
zugrunde gelegt wird eine Versicherung auf Ab- und Erleben des Beitritts-
alters z und der Versicherungsdauer n. Die laufende Zeitvariable sei ¢,
die vom Zeitpunkt der Zahlung abhingigen versicherten Kapitale
seien 4,. Die Primienzahlung erfolge nach MaBgabe einer Funktion 7,
so daB m,dt die dem Zejtpunkte ¢ entsprechende Priémienzahlung be-
deutet. éeschlungene Klammern {} bezeicknen die Werte, die fiir
die Kapitals- bezw. Rentenversicherung als Zahlungen in Betracht
kommen. Es ist demnach
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Z,;.‘,{Z;} bezw. E,,rl{rt}

der Einmalwert einer Versicherung auf Ab- und Erleben auf die Be-
trige A;, bezw. der Wert einer temporiren Rente auf die Betrige 7.

Fiir die Versicherung auf Ab- und Erleben gilt
Zmﬁ{At} == nzz{At} + nBr Ag

.—:—“_fdl‘“ e—ot 4, dt+l’+”e~6nA,, 1

Fiir den Wert der temporiren Rente gilt

— 1

(lz,ﬁ{fg} = —-fl,H.te“‘” r de. (2)
X
0

Setzt man in letzterer Formel ;

”n
dl,

beve=— [ =5 A+ Lo

{
und formt den sich so aus (2) ergebenden Ausdruck mittels der Dirich-
letschen Integralformel un, so erhilt man

aw{n} = -—~;~ oty [ f i‘-lﬁ;if di — l,M] dr
£
(4

[

t n
dlz+[ z+n
- t | e—o2 —at
lx/ o dfe radi + ‘,e n dt
0 0

dl -
l -+t t!{ A} dt + 1+7la”,{rt}

l;
o
wobei ajj{r:} den Barwert der kontinuierlich zahlbaren Zeitrente der
Dauer ¢ auf die Betriige 7, bedeutet. Diese Relation kann auch

a.m {r} = nds {e“ aii{ra}} + aBz e aﬂi{n}

oder ,

ariin) = Aeiifet aﬂ{’i}} (8)
geschrieben werden. Dies besagt, dal der Barwert der Rente auf die
Betriige 7, gleichkommt dem Werte einer Versicherung auf Ab- und’
Erleben auf die bis zum Ablebens- bezw. Erlebenstermin aufgezinsten
Betriige aller bis dahin fillig gewesenen r,. Das ist auch ohne jede
Rechnung einzusehen. Es entspricht der Festsetzung, daB bei einer

»
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temporiren Rente die Rentenzahlungen nicht fortlaufend bei Erleben
der Termine zu erfolgen haben, sondern jeweils mit Zins und Zinseszins
am Todestag bezw. am Erlebenstermin — Ablaufstermin der Rente —
nachgezahlt werden sollen.

Andererseits ist im Wege partieller‘ Integration zu erhalten
n

‘1 (dl

1 fdleye et A, dt

I ¢

0

n;'i I{At} =

= ——-%ﬂe“”z‘it

X

n n
170 d4
+ Ej l;;.u e—ot (—a}ﬁ -_ (SAg) dt
0

0

bevn - (d4
=do— ‘%'_ e 4, + axn‘:{“d'zf — 5At}
und daher ist auch
) - d4
Az'n_l{At} = do + Arn| {-a'z—' -— (5441}- 4)

Auch diese Relation ist ohne Rechnung einzusehen. Nach ihr ist der
Barwert der Versicherung auf Ab- und Erleben auf die Betrige A,
gleich dem Anfangesbetrag 4, unter Abzug des Wertes aller kiinftig von
den bereitgestellten Betriigen A4; abreifenden Zinsen und unter Beriick-
sichtigung des Wertes der Anderung der Betrige A, mit ¢.

Die Relation (4) ist die Umkehrung von Relation (3). Denn setzt
-man in (3)
dd4
Ty = —a—t—! — 6A[

und beachtet
t

. t
/ e—o% Ta di = —&ﬂ{n} =f ~82 (d-d—jii —_— aAz) di=e-o At — Ao
i 0

so ergibt sich
- _[d4 —
Azr| {-—dw——tt — 5A¢} = Axﬂ {e‘” (6_& Ag — Ao)}

= Ayi{de} — 4, Ay ()
= dg{dg — 4o
demnach Relation (4).

Fiir A; = 1 bezw. 4; = t erhilt man aus (4) sogleich die bekannten
Relationen

_ Zzﬂ = 1— &iﬂ‘t—!
bezw. Azi] {t} = Qzn; — Oaeiy {t},
10*
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wobei A7i{t} und a;i{t} die abgekiirzte Todesfallversicherung und
die temporire Rente auf steigende Betrige bedeuten. Dieselben Bezie-
bungen folgen natiirlich auch aus (3).

Auf grund von (4) 148t sich auch leicht die Frage entscheiden,
welche Bedingungen die 4, erfiillen miissen, damit zwischen der Todes-
fallversicherung und Rente, wenn beide auf dieselben Betriige lauten
sollen, eine lineare Relation besteht. Es miifite dann gelten

- - d4 —
Ay {Ay = Ao+ auiy {‘a—f - f?At} = &+ fan {4d)

wo o und f# zwei Konstante bedeuten. Hieraus aber folgt
d4,

Ao"‘“a—f*.(;ml —a——'""dAt ﬂAtj"—
fiir jeden Wert von « und n und daher
dA
— =0+ P 4
oder
Ay = Cel®+5),

Die 4; miissen daher durch die Exponentialfunktion definiert sein in
Ubereinstimmung mit einem eingangs erwihnten Resultat von Broggi.
Aus (4) entnimmt man auch sofort die Antwort auf die Frage, welche
Bedingungen die 4, erfiillen miissen, wenn die Barwerte der Versicherung
auf Ab- und Erleben unabhingig von @ und » sein sollen. Die Bedingung
hiefiir wire

A {4y = Ao + @] {d“"‘ aA}

woraus man

d4
4,=0C, '"&25 = 04,
At = Ce‘"

entnimmt. Die Betrige sind demnach aus 4, = C durch Aufzinsung zu
erhalten.
So viel ich sehe, ist die Relation (3) und (4) bisher nur in einem
besonders einfachen Fall bei der Definition der Lebenserwartung be-
* achtet worden. Im Falle der lebenslinglichen Leibrente folgt nimlich
aus (3)
a; = Az {e* a7}

und fiir den speziellen Fall § =

, lz+t 4 gt — 0,0 = — _Ldl.vﬂ

= de,
T T Ltde ftzpz Uzt
]

0
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wonach die vollstindige Lebenserwartung einmal als Mittelwert der von
den Lebenden und das andere mal als Mittelwert der von den Toten
durchlebten Zeit definiert erscheint.
Zu weiteren Folgerungen aus (3) und (4) gelangen wir unter Heran-
ziehung des Aqmva.lenzprmzxpes, nach welchem
Az {Aey = aziy (e}
und daher auf grund von (3)

A {As} = Az (e ary {ma})
oder Az {Ai— et api{m}} =0 (5)
gilt. Die letzte Relation ist ausfithrlich geschrieben

dl.ﬂ—i—t
l,\ dt
V]
Unter der Annahme, dal die Gleichung
Ay —etari{m} =0 (6)
nur fiir einen Wert ¢ = k erfiillt ist und fiir ¢ < k bezw.,

Az e apy {ma)
k

—0t (4, — et a7y {my)) dt + = ”" e=9" (A—et® ay {m3}) = 0.

gilt, erhilt man aus (5)

D= — L [Tt oot (4, — oy ey e
L] d
ndl 0 @
l - e (A — e a7 {ma}) dt—&l:_n 0 (Ay — & ag (1))

k ' ®
als Ausdruck fiir das dem Aquivalenzprinzip entsprechende Prinzip

des gerechten Spieles im Sinne der Risikotheorie, wobei D das durch-
schnittliche Risiko bezeichnet.

Weiter erhélt man auf grund von (3) die Nettoprémienreserve

nVe = Zz+m, n—mj {Am+t} —_ E’:t+’ln7 n—m| {nm-} t}
in der Gestalt

mVe = Zz+m, n—m] {Am+t —edt ;?] {Wmﬂl}}- (8)
Fiir den speziellen Fall 4; = 1, &, = s der gewohnlichen Versicherung
aus Ab- und Erleben mit gleichbleibender Priamie folgt aus (8)
t .

y mVe= zx%—rm F:;rﬁ{l -7, e"‘fe*"’- dl}
0

_z+m: n—m| {1 — (¥ — 1)}

= A:H—m; n—m| ~—— T Axtm; n—mi-

>
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Ganz analog erhiilt man aus Relation (4)

* d4
mVe=An4 -+ G:-Hu, n—m| { d':ii — 04 EY S ﬂmvH} (9)
Fiir den Beginn der Versicherung m = 0 folgt aus (9)
~ _jd4
Ao+ @i { =L — a4, -——m} =0 (10)

als zu (5) entsprechende Relation, demnach wiederum als Ausdruck fiir
das Prinzip der Gleichheit von Leistung und Gegenleistung.

Um nun zu den verschiedenen Ausdriicken fiir das durchschnitt-
liche Risiko zu gelangen, zerlegt man die Versicherungsdauer n in die
beiden Abschnitte k£ und n — k und erhilt aus (5)

1Az {Ar — etapi{ma)} + 1By Arir, =i {Arse— e agj {misa}} —

— B agi{m) =0 (11)
wobei

Ay i {@ [ ary {m} + aij {mesa}]) =
= gy, a=m & ap{me+a}} + F apy {ma}

beriicksichtigt ist. Subtrahiert man von (11) dxe Relation (8) fiir m = k
nach Multiplikation mit £, demnach

B iV = 1Bz Az, 75 {Aku — eag (s}

80 erhalt man

D = A, {4 — Gy {m))} = B ( fm ek 4t — ka)' (12)

demnach die Darstellung des durchschnittlichen Risikos als Erlebens-
kapital auf die Differenz der zum kritischen Termin aufgezinsten
Primien und der Primienreserve. Unter Heranziehung der Gleichung
fiir die kritische Dauer

k
= fm ekt gt (13)
[}

ist dann auch
D = 1B, (4 — iVa). : (14)
Weiter folgt aus (9) ’

- d
Ap—mVy= Az4-m, n—m] {6Am+t - & Amyt+ Wm+t} *
und daher aus (14)-
e GO T B

x
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mithin die Darstellung des durchschnittlichen Risikos als zum kri-
tischen Termin aufgeschobene Rente.

Aus (15) und (10) folgt durch Subtraktion
D=4, —as {aAt —Sa+ m} (16)

demnach das durchschnittliche Risiko dargestellt als temporiire Rente
und endlich folgt aus

)
—— d d
| {GAt T 4 + m] .—:fe-,n (611, — i@ A, + m) dt
0
k
=d,—e % 4; +fe"” m dt

0

und mit Riicksicht auf (13) ‘
- d ’ .
aﬂ {644; —_— ;E Ag + ng} = A,, (17)

und daher aus (16) und (17)
— - d
D = (az] — ax)) {6Az“aZAt+7tt}, (18)
sonach die Darstellung des durchschnittlichen Risikos als Nachrente.
Wenn wir beachten, dafl
Ty = Rﬂ; + Sm
wobei Sz; die Sparprimie und Rz, die Risikopramie
Bry = Uz +t (At - tVa:)
bedeutet, so folgt aus (3)
asy (B} = Ay {e* gy { Bma}}

oder
"

t
. —
f—’flﬂ €% Uz iy (Ay—V,) dt = Ay {fm 6”“““‘”-"’““} (9)
¢

wobei von der Relation
!

Vo = [0t~ Sm, dA (20)
0

Gebrauch gemacht ist. Der Ausdruck links in (19) ist aber der Barwert
der Risikoprdmien fiir die ganze Versicherungsdauer, ein Wert fiir den
Bohlmann die Bezeichnung Wrightscher Versicherungswert in Vor-
schlag gebracht hat. Er ist somit gleich einer Versicherung auf Ab- und
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Erleben auf die Werte der Differenzen der aufgezinsten Prémien und
der Reserven.

Ebenso folgt aus (3) unter Riicksicht auf (20)

Aj {1 V2) = agy {Smi) 21
und aus (4)
d[Vz

;1;57 {tVr} ang { a

Daher aus den beiden letzten Relationen

6(Vz}, Oyﬁ"'—AD’"‘O (22)

d == 0. th -+ S, (23)
= 0. Vot m— pgse (Ae—1Va)
demnach die Differentialgleichung der Pramienreserve. Gerade aus den
letzten Entwicklungen erhellt die groBe Allgemeinheit der Relationen
(3) und (4) wobei die miihelose Ableitung, sonst nicht eben einfach zu
erhaltender Beziehungen zwischen gewissen Versicherungswerten bemer-
kenswert ist.

VerliBt man die kontinuierliche Methode und betrachtet daher die
versicherten Betriige bei der Versicherung auf Ab- und Erleben als am
Ende, die Primien am Anfang der Versicherungsjahre Zahlbar, ebenso
die Rentenbetrige, dann lauten die (3) und (4) analogen Relationen

auit = A oo (i} @

A {di} = 4, + aui {4 A — d4y). @)

Die Richtigkeit erweist man wohl am kiirzesten mittels der zwischen den
diskontierten Zahlen der Lebenden und Toten bestehenden Relationen.

Auf grund von

und

C; = vD, _‘Dxfl

st
Y Cribn
A;wﬁ {A‘-} 2244 ““{D"‘-‘ + An 5‘\"”
l - el
n n A
ZZAKT v, ngkj* x+k +A z+ﬂ
1 ¥ 1

= -(l——v)ZA ._D_’Ei'.‘:':_ +2A x+k——1D-;— Dz+k+A D;i,,

Dw+l.——~1

=~Mmuk+A+Z (A — Ag—y)

"‘——"‘Ao“}'atn‘ {A -Ak "‘—dAl}
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in vollstindiger Analogie zu (4). Die Grole 4, ist hiebei nur scheinbar
enthalten, da sie sich aus der Gleichung forthebt.

Andererseits gilt fiir jedes n die Relation
1
p = Oyt 4 O+ ... Cryna?" + Dypiyr®, 1= 0
wie man sofort durch Einsetzen der den C, entsprechenden Ausdriicke
in den D, verifiziert. Demnach gilt

k]
Dy
ami {re) = Z Sty
1 D,

1
=P ["1 (Cor+ Cojr P2+ ... Coyna ™+ Dryp ™)
'z
F 79 (Copr1r+ o  Coppa 71 4 Dy r—1)

......

+ 70 (Copn—ar + Dx-m")]

= A7 {rlr" N £ Aand I SUY r}
= Az {v~* ar; {nj}

Die vorstehenden Betrachtungen kénnten noch in mannigfacher
Richtung weiter verfolgt werden, namentlich unter Einfithrung der fir
die Gewinntheorie in Betracht kommenden Momente. Jedenfalls geht
aus ihnen hervor, dafl der selbstverstindliche Inhalt von Relation (3) —
Relation (4) ist eine Folge von Relation (3) und umgekehrt — geniigt,
um eine ganze Reibe von versicherungsmathematischen Beziehungen
in Evidenz zu setzen. Dieser Inhalt reduziert sich vom mathematischen
Standpunkte aus auf die Dirichletsche Integral- bezw. Summenformel,
vom versicherungstechnischen Standpunkte aus auf die Gleichwertig-
keit gleicher, -zu verschiedenen Terminen falliger Zahlungen unter
Beriicksichtigung der entsprechenden Zinsen.
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