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jusqu’a quel point on doit placer la fortune des porteurs de I'assurance
dans telles créances il s’en suit que la fortune des porteurs d’assurance est
complétement & la disposition de I'Etat. Un réglement pareil est trés
risquant n’étant nullement en accord avec les intéréts de l'assurance.
11 est certain que le porteur de I’assurance sociale comme toute l'insti-
tution de 'assurance sociale est étroitement lié avec I'Etat et avec ses
destins mais il est nécésaire qu'une liberté relative de I'action reste au
porteur de l'assurance envers I'Etat. Peut-étre signifie ce réglement
le commencement de la fin de I'independance des assurances sociales
et prépare le changement de ’assurance en assistance.

Das zweiiindrige. Wahrscheinlichkeitsgesetz der Ab-
weichungen der Priimienreserve eines Bestandes
von Versicherungen mit verschiedenen Auflsungs-

moglichkeiten.

Von Hans Koeppler, Berlin.
(Beendigung.)

Darauf entwickeln wir In X in die nach den zweiten Potenzen und
dem Produkt der Variablen abgebrochene Maclaurinsche Reihe

(In X)so + 2 (0 In X) +y (8 In A) 4
, y=0 z==0 z2=0
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in der, wie die Untersuchung lehrt,

oln X oIn X
(In X)peo = 0, (———“~—~) =0, ( 1 ) =0
y=0 -\ oz =0 2=0

oy
y=0 y=0
ist, und
#lnX\. _ (@InY o
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otln X _ [##InY (InXy (Y
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gesetzt werden kann, soda man zu dem Niherungsausdruck
' X 1
s X s (Cpu® + 2Cp0xy + Cpoy®)
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gelangt, dessen Anwendung auf den partiellen Differentialquotienten

GP(“, 'U) dX -—-(ux—~1~y)i
= (27)2 f f dx dy

e

fiir diesen den N‘iherungsausdruck

oP(u,v) _
T T (Zn)gj ny%uz Wi (aya® + 20,57y + ayy?) dx dy
—p -2
liefert, wenn noch .
C C C,
—:;g— = an, —-;2!83 = am, —;—:- = “22’

gesetzt wird. Ferner kann man die part,iellen Ableitungen

é"’P u, v
é,‘(u? - (zn)“f f Xezwemntatdz dy,

— 7
#2P(u, v) 1 ) o
= (2n)*f f Aemmytdady,
. ]
2P l n =
2 P(u, v) P
ou v =+ (23)2ff‘Ye =t oy da: dy
—T 3

berechnen, deren Substitution in den Niberungsausdruck fiir die
Ableitung von P(«, v) nach s die von Bachelier?) in die Wahrscheinlich-
keitsrechnung eingefiihrte partielle Differentialgleichung

op_ BP_, OP 2P

s our RBouow ' = ove
liefert. Mit der Losung dieser hat sich der Verfasser®) mehrfach befaBt.
Die einfachste uns hier geniigende Losung lautet

P(u: v) = (2:7)7] fe““(“u’?’+2ﬂuxy+¢’nﬂ‘)~—(u$~”ﬂ)i dx dy

(VIII)

— —00

1 Byq® 242,41t -+ @y 2
== ez €77 Yy} (4 = anayy —a,,®)
4::3]/A

) Caleul des probablhtés, Paris 1912.

8) Die Elementarwahrscheinlichkeit fiir zwei Arten von Abweichungen;
Het Verzekerings-Archief.’s-Gravenhage 1926. Die Differentialgleichungen
des normalen Verteilungsgesetzes der betrachteten Eigenschaften bei einer
hinreichend groBen Anzah% von Vertretern einer Gattung; Atti del Congresso
internazionale dei Matematici, Bologna 1928, Tomo VI

«
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und geht nach Einfithrung der Weite von a,;, a4, und a,, iiber in den
Ausdruck (VI).

Interessant ist wohl der Hinweis, daBl man die partielle Differential-
gleichung ohne vorhergehende Transformation unmittelbar durch An-
wendung eines Doppelintegrals mit Besselscher ‘Funktion 16sen kann.
Dieses Doppelmtegral hat die Form

P= C’fje~(“lx"“2“r-xy+“!t”’)' (uz+-vy)t I, (ux+vy) dz dy. (IX)

DaB es die Gleichung befriedigt, erkennt man durch seine Anwen-
dung auf die Gleichung. Dabei ist zu beachten, daB man auf Grund der -
Besselschen Differentialgleichung

1
I _(uztvy) 4 ———— I'_j(uz + vy) — (uz + vy) =

1
uz + vy Tz L ogp
= — I_y(uz + vy)
setzen kann, Zwecks Auswertung des vorstehenden Integrals setze man
z—0 dz
uxr + vy =z, x*—ﬂu—*—q, = —
und forme dementsprechend den Ausdruck
. (@ @® — 2ay,7Y + agY?) 8

W22 4 (dgey — Ay2)? )
Ay

um in

Hierin bedeutet dann
Apyllap — Bpp%) 8 As?
4t —del)s A
A= Aoy — Ayy w? u
(@5 + au) 8 A, — (a1,0% + 20000 + agu?) s )
ul 22— uz

An = T3

7 A=
Man kann durch diese Vornahme dem Doppelintegral die Form geben:

P = ——fe A ‘Z P2 I..}(Z) dzfe“:;“‘;(“n”:‘Anz)' dy.

—

Nachdem man die Innenintegration ausgefithrt hat, verbleibt das

einfache Integral
_(fj{_“_ f — P2 Iy (2) d
w VAzz

Mit Benutzung des im Handbuch der Theorie der Cylinderfunktionen
von Nielsen mitgeteilten Integrals
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o
xd

1 a’ -
f(‘"‘w t’+l Iu(tx) dt = W ¢ 4y
0
aBt sich das Integral

o z?
fe vt 41 [ (xt) db == [1 4 (— 1)2+D+1] ”"";';Ci ¢ iy (X)

berleiten, welches fiir ¥ == — § das fiir unsere Losung erforderliche

Integral w
. 2 1
eV RI_(t) dt = ;}-e iy (Xa)

—

liefert. Indem man fiir y den Wert

A As
cdy aguP — 2a,uv + a0

setzt, erhilt man
Yy 1o Agath? 4 2a,,u0 +a, 00
P o .(_:1/..?.7.” e 44s

b

und da die Konstante C den Wert

V4

haben muf, damit die Summe aller Wahrscheinlichkeiten 1 betriigt,
so ergibt sich die oben angegebene Losung. Die Losung der entsprechen-
den Gleichung von 4 Variablen hat der Verfasser, von denselben Prinzi-
pien ausgehend, inh seinem Aufsatz ,,Equazioni alle derivate parziali
della teoria delle probabilitd che intervengono anche nella teoria del
calore”?) gegeben.

C=

6. Die Wahrscheinlichkeit P(u, v) gibt zu der schonen mathema-
tischen Aufgabe AnlaB, das fernere mathematxsche ‘Risiko mittels des
Doppelintegral- Ausdrucks

R = ffP(u, v) (u —v) du dv

zu berechnen, in welchem die Integratibnen iiber alle Werte vonuundv
zu erstrecken sind, welche der Ungleichung

u—v >0

geniigen. Inbezug auf das jahrliche mathematische Risiko hat sich der

I

%) Giornale dell’ Istituto Italiano degh Attuari, Anno 1V, n. 2, aprile
1933.X1.
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Verfasser mit dieser Aufgabe mehrfach befaBt.1?) Hier sei kurz bemerkt,
daB beispielsweise der Bedingung u — v > 0 der Ausdruck

R = Tdv fP(u, v) wdu — fv dvTP(u, v) du (XI)
L e @ ——o0 1]

geniigt. Durch einige Umformungen und Einfithrung vereinfachender
Variablen erhdlt man fiir B den Ausdruck

5 ___ o« ©
V H/ : *"dxf 'y dy — G t_—c-'-‘-?fe-"x dxfe*’" dy}-
T 22 V022
o - C'!Vi'o" (XII)
i

Aus den Doppelintegralen, die der Verfasser in seinem 1930 im Giornale
di Matematica finanziaria erschienenen Aufsatz dargestellt hat, lassen sich
die Doppelintegrale

fe*‘"'dxf ~v'yd _*._V____
2Vl+a2

—0 azx

herleiten, deren Anwendung auf den Ausdruck fiir B diesen nach Aus-
fiihrung einiger vereinfachenden Berechnungen umwandelt in

1
B= —= V2 (Cu + 022 + 2C). (XHI)
2 Vn

7. Um aus der Wahrscheinlichkeit P(u,v) die Wahrscheinlichkeit
P(4) der Gesamtabweichung 4 = u — v herzuleiten, eliminiere man
etwa u vermoge der Substitution 4 = 4 + ». Nach einigen Umformun-
gen und nach der Integration nach v (vergl. des Verfassers Aufsatz im
Het Verzekerings-Archief 1926), erhdlt man das gesuchte Wahrschein-
lichkeitsgesetz P(4) in der allgemeinen Form

1

A.
P(A) = == €L FenT oGy (XIV)
V” V2 (G + Cop + 2Cy) *

die fiir alle Arten von Versicherungen gilt, bei denen wenigsten zwei ver-

19) Die Berechnung des jéhrlichen Risikos schwierigerer Versicherungs-
arten, Mitteil. der Verein. schweiz. Versich.-mathematiker, 11. Heft, Bern
1916. Das jahrliche mathematische Risiko der Versicherungen, bei denen
zwei von einander verschiedene Ereignisse die vorzeitige Auflésung herbei-
fiihren kénnen. —— Giornale di Matematica finanziaria, Turin, Volume XII,
1930. Ferner Aktuéarské védy, Prag, ro¢nik II, 1931, &islo 2. Zur Anwendung
von Polarkoordinaten in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. — Giornale di
Matematicsa finanziaria, Turin, Serie II, Volume I, 1931.
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schiedene Méglichkeiten das Ausscheidens bestehen. Mittels dieses Aus.
drucks kann man natiirlich des mathematische fernere Risiko und das
Quadrat des mittleren ferneren Risikos durch die bekannten Formeln

Bt fowo gaae L unasre P foragas - )

Vﬂ Vn Vn 25

recht schnell darstellen SchlieBlich iiberzeuge man sich durch Berech-
nung, daB das entwickelte Gesetz auch tatsichlich das gesuchte ist,
indem man zu diésem Zweck auch aus In Y die GréBen C,,, Cy, und Cpy
berechnet. Fiir diese ergeben sich die Ausdriicke

o (ae In Y) B ‘i’ [a% (?_Z_l)’] _
" 02 ) mo = K2 A P

Y==0 y=0
A=ept=r2 t=v
2 )
= [ Zp&ll-u) (0‘33 +t)% -+ ZP v1,2) vt‘gsq)+t)2 +
t=1t =] t=1 .

-+ (3)(” ‘S(s) )2 — U, +k)z]

. (#In X) . “Z: azzl_(_a_giy
“ ( o g Al \) |y,
y==0

. y=0
i=s . t=yy e .
= F"A[Z D (an ) + (aa“;)’~—a?x+k),]
A==1 t=1 )
;_
. (azln*Y) _ 2‘[ 82 %'%J _
12 020y /., | oz oy ox oy |._o
=0 y=0

1= t=v;
= -—Z le[ 2 Pl1a b‘Skﬁ: ai + Z Py ’D'SS.; +tag]+

te=1 =1

+ p(3) LVAS(?») a’l’ — Q[(,.,.k), &(z+k)1]
Durch Einfithrung dieser Werte erhélt man aber leicht
Cn+ G+ 20, = ’

dog 9y =y,
= 2[2 Pl + z P, bea? -H.l o5 — Vi ]
A=l U f==l
)L.a
= 2 M2 = e

A=1"
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Hierbei ist zur Abkiirzung

(1 . 2 - (8, —
vtSki.)‘l’t - PZ}_ ag |:":a(t,l), LvtSlSA)'{'-( - le ag I:&(‘,l)’ g ‘Ssl;.) - P:l';_ ﬂvl} = C"l

gesetzt worden.

. Das Thema dieser Arbeit war bereits in dem seinerzeit nicht
mehr veroffentlichten SchluB des im 14. Heft (1919) der Mitteilun-
gen der Vereinigung schweizerischer Versicherungs-Mathematiker abge-
druckten Aufsatzes kurz behandelt und muBte vegen Raummangels
auch aus dem im 28. Heft der genannten Zeitschrift verdffentlichten
Avufsatz fortgelassen werden.

Une remarque sur larticle de M. A. Guldberg:
»On discontinuous frequency functions and statis-
tical series.)

Dr. Ota Fischer.

Dans Darticle cité, M. A. Guldberg déduit d’équations aux diffé-
rences finies des quattre fonctions de fréquence (bindémial, de Poisson,
de Pascal et hypergéometrique) tantot des formules pour les moments
complets méme incomplets de ces fonctions, tantét des critéres si on
peut représenter le collectif donné par une de ces fonctions. On peut
trouver des résultats analogues méme pour la loi de Polya.?)

La loi de Polya

‘3“*‘53_1 daz
f(z) = g, 220 1
’ (L4d)a**

satisfait & I’équation
flat1) h 4 dx
f(x) 1+d)(z+1)
Ecrivons 'équation (2) dans la forme
(1 +d)(z+ 1) iz + 1) = hi(z) + dai(z)

et en la multipliant par

L e () En MR ER

1) Skandinavisk Aktuarietidskrift 1931. i

2) Dr. M. Vacek: Sur la loi de Polya régissant les faits corrélatifs. —
Aktudrské vidy IIIL.

2)
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