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0 VYPOCUTU PRAVDEPODOBNOSTI, KTERE SE VZTAHUJI
K CASOVEMU VYVO.JI SOUSTAV.,

Bonvsarav Hostinsuy

1. Kdyz r. 1913 vysly Volterrovy knihy o integrdlnich rovnicich a
o funkdnim po¢tu,!) napsal jsem o nich referdty.?) Zajimaly mne zejména
obecné véty o feSeni rovnic integrdlnich a integrodiferencidlnich; nevédél
jsem tehdy, na které dlohy bude moino aplikovati Volterrovu theorii.
V letech 1910-—20 jsem se mnoho stykal s p. prof. Schoenbaumem a v dlou-
hych rozhovorech jsme probirali riizné Glohy z analyse. geometrie, mecha-
niky, theoretické fysiky a zv1aité z po¢tu pravdépodobnosti. Schoenbaum
se zajimal na moje upozornéni z r. 1913 o Volterrovy theorie. Pozdéji
svou praci o rozpadu souhrnu osob, ktery se ménf v disledku imrtnosti,
vstupu do invalidity a moZnosti opétné reaktivace,®) dokdzal, %e prive
Volterrova theorie zde vede k dokonalému FeSent tlohv; dodatek k této
prici vysel pozdéji.?)

VyloZim zde, pro¢ povaZuji Schoenbaumovu praci za cennou jako vzor
k feSeni rtiznych tloh statistické fysiky (z oboru nauky o difusi a kinetické
theorie plvni).

2. Hlavni vysledek Volterrovy theorie, o kterou se opird Schoenbau-
mova theorie, shrnuji takto: Integrilni rovnice

Y
#y) = ¢l@) + [K(y, & p(&) d&, (1)

kde K(y, &) je dand spojitd funkce proménnych y a & (jadro integralni
rovnice), ¢(y) neznidmd funkce a g(a) jeji dand hodnota pro y = a, mi joliné
feleni dané rovnici

Ply) = () + gle) [S(y, &) d&; @w”’ ") (2)

g
»resolventa S je vyjadiena fadou ’;f"?@?g’ z
s,
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=
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Sy, & = 2Ky, £, \B,
D Eems !

W

KG+) = [K)y, z) K(z, &) dz, KOy, &) = K(y, &), 3)
&

1=1,2,3,...

1) V. VOLTERRA: Lecgons sur les équations intégrales et les équationy intégro-
différentielles; Legons sur les fonctions de lignes (Paris, 1913).

2) Viz Casopis pro péstovéni matematiky a fysiky 43, str. 73 a 428; 1914,

3) E. SCHOENBAUM: Poufiti Volterrovych integralnich rovnic v matematické
statistice (Rozpravy Ceské akademie 28, tiida I, & 26; 1917).

4) E.SCHOENBAUM: O jisté integrodiferenciilni rovnici (Rozpravy C. akadamie
29, ti. II, &. 15; 1920).
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3. Schoenbaumova uloha, kterou rozfesil v citované praci, zni takto:
Jak se rozpadd souhrn aktivnich osob homogenniho sloZeni, vezmeme-li
v tvahu jako pfitiny zmény jeho sloZeni kromé umrtnosti a vstupu do
invalidity té% moZnost opétného nabyvdni aktivnosti? Souhrn &itd v uréitém
okamziku 1"*(a) a-letych osob; toto ¢islo je ddno. Dile jsou déiny intensity
imrtnosti a vstupu do invalidity: to jsou funkce dosaZeného stdii; mimo to
jsou ddny intensita Gmrtnosti pro invalidy a intensita reaktivovéni, kterézto
intensity jsou funkcemi dvou proménnych: dosazeného stéif a doby, po
kterou osoba byla invalidni. Schoenbaum ukazuje, ze hledany podet 1%2(x)
£-letych aktivnich osob (@ < ) vyhovuje integrodiferencidlni rovnici tvaru

dlnu(_Q — lﬂ"(x) F(x) - flllll(f) G(‘.T, &) dé, 4)

dor

kde F(z) a 7(x, §) jsou zndmé funkce sloZené urditym zphsobem z danych
intensit. Jednoduchou tipravou zaviadi pomocnou proménnou misto 1**(z)
a ukazuje, %e novd proménnd vyhovuje rovnici typu (1). Redeni dlohy, se-
strojené na zaklade fady (2), vychiazi pak v tomto tvaru:

1(x) = yolx) + yo(x) + palx) + ... . (5)

Zde znadi: yy(r) potet téch osob z daného souhrnu, které se doZily staii z
bez pferufeni aktivity; y,(x) podet téch, které se dozily stdfi x a z nichZ
kaZdd se stala jen jednou invalidni a jednou byla reaktivovina; y,(z) potet
téch, které se dofily stdff x a z nichz kaZdd se stala celkem dvakrat inva-
lidni a dvakrdt byla reaktivovdna atd.

Velitina [**(x) : I"“(a) se rovnd pravdépodobnosti, Ze osoba, naleZejici
uvaZovanému souhrnu, doZije se v aktivité stafi x. Jak levd strana tak jed-
notlivé ¢leny v fadé na pravé strané rovnice (5) jsou imérny pravdépodob-
nostem piisludnych pfipadd. Podle mého nédzoru je vyznam Schoenbaumovy
rovnice (5) nejen v tom, Ze fedi piedloZenou tilohu, nybri Ze objasinuje uziti
této obecné zdsady: Pravdépodobnosti, je se vztahujt k dasovému wvyjvoji
néjakého souboru, se ulelné vyjadiuji fadami, jichi kaidy élen md wvijznam
urdité pravdépodobnosti, takée sprdvnost takového vyjddrent se stdvd evidentnd.

4. Je-li ve Volterrové rovnici (1) K(z, &) spojitd funkce proménnych
x a &, je S8(y, &) nekone¢na fada a obdobné, povaZujeme-li v integrodife-
rencidlni rovnici (4) funkce F(z) a G(x, &) za spojité, je Ffada vyskytujici se
na pravé strané rovnice (3) nekone¢nd. Hledime-li v8ak ke skutednému
problému invalidd a jejich reaktivace, mdme co &initi jen s koneénou fadou
na pravé strané rovnice (5), nebot neni moZno, aby na pf. nékdo se stal
stokrdt invalidnim a stokrat byl reaktivovédn. Smysl rovnice (5) je ten:
souhrn x-letych aktivnich osob se sklddé z osob, které se dozily véku x bez
preruseni aktivity, z osob, jeZ se toho véku dozily a byly jednou reaktivo-
vény, pak z osob dvakrit reaktivovanych atd. Rovnice (5) je tedy samo-
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zfejmd; dovedeme-li ji dnes odéivodniti i bez Volterrovy theorie, nesmime
zapominati, Ze byla objevena uZitim této theorie.

5. Pozdéji jsem se zabyval studiemi o difusi; v souvislosti s otdzkami
o pritbéhu difuse poloZil jsem si tlohu, nalézti feSeni funkéni rovnice

b

[P, 2,8, u) Dz, y,u, 1) dz = D(z, , 3, 1) (6)
pro “
a<z<b a<y<h s<u<l,

které by obsahovalo libovolnou funkei A(z, y, s) tif proménnych; nezndma
@ je funkei ¢ty¥ proménnych. Rovnici (6) jsem nazval rovnief Chapmanovou
podle anglického theoretika S. Chapmana, ktery se ji po prvé zabyval.
Refeni rovnice (za uritych podminek poloZenych ve shodé s tlohami
o difusi) je odvozeno ve tiech pracich, které jsem vydal v letech 1932—38;5)
uZival jsem methody, kterou nazyvéam integraci linedrnich funkénich trans-
formaef a kterd je zobecnénim methody pouZité Volterrou k refeni diferen-
cidlnich rovnic linedrnich.$) '

Hledand funkce @(z, y, s, t) se vyjadiuje nekone¢nou fadou; pozdéji
jsem shledal, Ze vyloZime-li vyznam jednotlivych ¢lend, lze fadu odiivodniti
jednoduse, bez integrovani linedrnich transformaci.?) Funkce ®(z,y, s, t)
udévéa pravdépodobnost (vlastné hustotu pravdépodobnosti) piechodu
(v nejjednoduiiim piipadé bé%i o pfechod bodu pohybujictho se po pfimee
z polohy x do polohy y); v okamzZiku s je soustava v konfiguraci z, v okam-
Ziku t pak v konfiguraci y. Vysledek, k némuz jsem dosel, potvrzuje spriv-
nost obecné zdsady, kterou jsem vyslovil shora na konci odst. 3. Koneénd
formule je pomérné jednoduchd a p¥ehlednd, byla viak ziskdna dosti sloZi-
ty mi vypotty. V odst. 6 uvedu hlavni vysledky, jeZ jsem odvodil pro piipad,
ie D(x, y, 5, t) je funkei jen t¥i proménnych, totiz x, y a rozdilu t — s (t. j.
doby, za kterou soustava piejde z konfigurace x do y). Chapmanova rovnice
(6) pFechdzi v tomto pifpadé v rovnici Smoluchowského; za piedpokladu,
Ze jde o pohyb bodu urdeného tsetkou z na kladné ose 0x(0 < z < 0),
zni rovnice Smoluchowského takto:

qup(xo, z, u) @(z, 2, v) dz = @(xy, ¥, u + V). (7)

Smysl rovnice (7) je ten: ¢(z,, 2, u) dz je pravdépodobnost, Zze bod piejde

5) Sur une équation fonctionnelle de la théorie des probabilités (Spisy vydavané
piirodovédeckou fakultou Masarykovy university v Brné &. 156, 194, 261).

%) V. VOLTERRA-B. HOSTINSKY: Opérations infinitésimales linéaires (Paris,
1939).

7) Résolution d’un probléme général de la théorie de la diffusion (Comptes
Rendus t. 206, 1452; 1938). — Sur une équation générale de la mécanique statistique
(tamtéz t. 207, 522; 1938). — O pravdépodobnostech zmén v soustavé, ktera se vyviji
bshem &asu (Rozpravy C. akademie, 50, t¥. IT, &. 26; 1940).
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z polohy z, do polohy mezi z a z 4 dz za u vtefin; funkce stojici za integrag-
nim znamenim, nidsobend dx, je pravdépodobnost, Ze bod piejde za prvnich
u vtefin z polohy 2, do polohy mezi z a z 4+ dz a pak za daldich v vtefin
odtud do polohy mezi x a # 4+ dux; integrujice podle z od 0 do o0 dostaneme
thrnnou pravdépodobnost ¢(x,, ®, -+ v) dx pFechodu z x, do polohy mezi
z a x4+ dr za u 4 v vtefin.

6. Abychom odvodili fefeni rovnice (7) obsahujicf libovolnou funkei
a(z, y) dvou proménnych, piedpokldddme, Ze zména polohy bodu se Fidi
zdkonem pravdépodobnosti ptechodu, t. j. Ze existuje pravdépodobnost
pla,, z, t) dz, Ze bod, jenZ je plivodné v poloze x,, bude po t vtefindch v po-
loze obsaZené mezi x a x + dx. Funkei p(z,, «, t) nazveme pravdépodobnosti
obylejného piechodu. Tato pravdépodobnost, jeZ nezdvisi na tom, jak bod
ménil svou polohu pfed tim, neZ se dostal do polohy x, necht vyhovuje
podminkdm

PlEg, 2, 8) >0, 2, >0, x>0, 1 >0
@

[p(@g, 2, t)de =1, 2, >0, t >0
0

@
JP(%’ 2, u) P(Z, z, v) dz = T’(xm z, u - v)

pro £y >0, x>0, u >0, v >0 (8)
lim p(x,, ,t) = 0 pro z, ==
t—0

lim Ml) =0 pro z, #+ .

t—0 ¢

Posledni dvé podminky vyjadiuji spojitost obydejného pfechodu: je ne-
kone&né mélo pravdépodobno, Ze béhem nekonedné krétké doby zméni se
tisetka bodu o konedny ptirtstek.

Pfedpoklddejme nyni, Ze mohou nastati i ndhlé zmény, Ze usetka x
bodu se miZe zvétditi o koneény piiristek béhem nekoneéné kriatkého
dasového intervalu ¢...¢ - dft. Zdkon takovych ndhlych zmén vyjidiime
takto: existuje pravdépodobnost ndhléko pfechodu a(xy, x), coZ znamend, e
a(x,, x) dx dt je pravdépodobnost, Ze behem ¢asového intervalu o délce dt
prejde tisetka bodu z hodnoty x, na hodnotu obsaZenou v mezich x a z 4 dw.
Predpoklddejme, e a(x,, ) vyhovuje podminkdm

a(zg, ) >0 pro xy >0, >0

® 9
fa(xo, z) dr = a(z,) < 1. ©)
0

Piipustme dile, Ze bod se pohybuje tak, Ze je urtitd pravdépodobnost
obytejného piechodu z polohy z, do x za dobu ¢, totiZ p,(z,, 2, t), aviak Ze
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ndhlé pfechody jsou moiné a maji sviij zdkon pravdépodobnosti vyjadieny
vztahy (9). Pravdépodobnost p,(z,, z,t) je pH daném zy, x a ¢ mens{ neZ
plxy, z, t), nebot tato posledni se vztahuje k obylejnym prechodim, pii
nichZ ndhlé pfechody jsou viibec vyloudeny. Vztah mezi p a p; znf®)

tw©
Py, 2, t) = Py, 2, t) + ffp(;ro, z, u) a(z) py(z, x, t — u) dz du.
00

Funkei p(z,, 2, t) 1ze voliti riznymi zplsoby tak, aby bylo vyhovéno pod-
minkdm (8); funkece a(x,, z) je vlastné libovolnd funkce dvou proménnych,
omezend jen vztahy (9). Znajice p a a uréime p, [viz citovanou préci 8)]
a koneéné hledané feseni rovnice (7), totiZ funkei @(z,, z, t), kterd uddvd
pravdépodobnost piechodu z x, do x za ¢ vtefin, pfi demZ se piipousti, Ze
béhem doby ¢ mohlo dojiti k ndhlému pfechodu nkrit, kde n je libovolné
tislo. Funkee @(xy, z, t) se vyjadii takto:

(P(xo, xz, t) = p1(109 X, t) + lzi4k(x0’ x, t), (10)

kde 4, je trojndsobny integrdl rovny pravdépodobnosti obydejného pfe-
chodu preruieného jedinym ndhlym piechodem; 4, je Sestindsobny integral
rovny pravdépodobnosti obyéejneho pfechodu pferuseného dvéma nahlyml
pfechody atd. Uvidim rovnice pro 4, a 4,:

t ©
=/ [
=00
t Uy

D1y, 2y, %) A2y, 2,) Py(2es 2, t — u,) dzy dz, du,

~—8 S«_38

=0 %,;=0 0

of ({ gfh(%, 21, Uy) A(2y, 25) P1(Ras 23, Uy — Uy) A(23, 24) -
P2y @, U — Uy) dz

1 dz, dzy dz, du, du,.

7. Funkce g(z, , t), které vyhovuji rovnici (7) a které lze vyjadfiti
fadami tvaru (10), vyskytuji se v rozmanitych tlohdch.

Tak lze vyloZiti g(x,, , t) jako pravd&podobnost, Ze podet obyvatelstva
v néjaké zemi piejde po uplynuti doby ¢ z plivodni hodnoty x4 na hodnotu
obsaZenou mezi z a x4 dx; p¥i tom predpokldddme, Ze vedle spojitych
obyéejnych zmén populace mohou nastati ndhlé zmény (nihlé zmenseni
populace tidinkem katastrofy), jimz odpovidaji pravdépodobnosti p a a,
jak bylo naznadeno v odst. 6. O tom jsem psal v uvedené praci 8).

Stejny matematicky problém se vyskytuje v theorii difuse a v kine-
tické theorii plynd [viz mé citované ¢&lanky 7) z r. 1938]. V&imnéme si

8) Viz mou préci ,,0 Easovém vyvoji souborit** (Rozpravy Jednoty pro védy

pojistné &. 22, 1941), kde je podrobnd odivodnén vztah mezi p a p; a odvozena rovnice
pro funkei ¢(x,, z, t).
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posledniho piipadu. Zde neptichizi v dvahu pobyb bodu po piimee jako
v odst. 8, nybrz pohyb bodu g, jenz v mnohorozmérném prostoru znizor-
nuje vyvoj plynu. Podet soufadnie rovnd se pottu viech obyéejnych sou-
fadnie, kterymi se stanovi polohy jednotlivych molekul, po piipadé jejich
ryehlosti. Bod i, zndzornujici stav plynu, se pohybuje spojité, pokud se
molekuly pohyhujf spojité (pod vlivem vzdjemné piitaZlivosti, pod vlivem
tize a pod.), t. j. pokud nékterd molckula nenarazi bud na jinou molekulu,
nebo na sténu nddoby. V okamZiku ndrazu méni se rychlost bodu y nespo-
jité. Pondvadi, jak pfedpokldddme, nejsou poédtedni polohy a rychlosti
molekul tpiné piesné zndmy, nejsou zndmy piesné jejich drahy; proto
zaviadime jednak pravdépodobnosti vztahujicf se ke spojitym (oby¢ejnym)
zménAm soufadnic bodu y, jednak pravdépodobnosti vztahujici se k ndh-
Iym zméndm Gasovych derivaci soufadnic bodu 7 v tom smyslu, jak bylo
vyloZeno v odst, 6.

Tyto pravdépodobnosti nebyly nikdy é&iselné vyjiadieny; problém je
velice sloZity, ponévadz v kazdém cm? plynu je mnoho molekul a bylo by
nutno pii vypottu onéch pravdépodobnosti pfihlédnouti k tomu, jak se
rozdéleni poloh a rychlosti méni tim, Ze molekuly narazeji jedny na druhé
a na stény nadoby. Podati-li se jednou piiblizné vyjddriti pravdépodobnosti
prechodii, bude moino formulovati nékteré tlohy kinetické theorie — ve
smyslu \vah vyloZenych v odst. 6 — dokonaleji nez dosud; dosavadni
kinetickd theorie je nucena uZivati predpokladi odvaZné zjednoduSenych.

8. Srovnejme Schoenbaumovo FeSeni (5) ulohy o rozpadu souboru
pivodné aktivnich osob s feenim (10) rovnice Smoluchowského. V' obou
piipadech je hledand pravdépodobnost vyjidiena fadou, jejiz kazdy ¢len
sdm o sobé piedstavuje uréitou pravdépodobnost, takie, mame-li na zieteli
vyznam jednotlivych &lendi, platnost rovnic (5) a (10) je evidentni. Tvar
feSeni odpovidd obecné zdsadé vyslovené na konci odst. 3. V prvnim pii-
padé podaiilo se pomérné jednoduchym zplsobem vyjadiiti ¢leny v, vy,
¥y, .. Fady stojici na pravé strané rovnice (5), takZe feSeni je tiplné; k nume-
rickému vypodtu staéi omeziti fadu jen na nékolik mélo prvnich élend.
Naproti tomu uddva prava strana rovnice (10), madme-li na mysli zminény
problém kinetické theorie plyniéi (odst. 7), jen v3eobecny tvar hledané
pravdépodobnosti, kterou nelze vyéisliti pro nesmirnou sloZitost ulohy;
i kdyby se podafilo vypodisti ¢leny Ax(ry, z,t), musili bychom vziti na
pravé strané rovnice (10) v dvahu velmi veliky podet ¢lend, ponévadi
kazd4 molekula plynu prodéld velmi mnoho ndrazl za vtefinu; prvni ¢len
fady odpovidd piipadu, kdy doslo jen k jednomu ndrazu béhem dané doby,
druhy ¢len piipadu, kdy doslo ke dvéma atd. Domnivam se, Ze formule
toho druhu jako (10) zaslou#i si zvlis$tni pozornosti v ivahdch o pravdé-
podobnostech ¢asovych zmén, necht se jednd o tilohy theoretické fysiky
nebo z jinych oborli, nebof objasfinji matematickou povahu takovych
uloh i v p¥ipadech, kdy se nehodi k numerickym vy¥pod&tim.
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