Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Lubos Pick
Dirichletovy Suplicky

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 61 (2016), No. 2, 106-118

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/145762

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 2016

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/145762
http://dml.cz

Dirichletovy Suplicky

Lubos Pick, Praha

Abstrakt. Clanek obsahuje nékolik pitkladii (témér ze zivota), jejichZz spoleénym jmenova-
telem je jednoduchy matematicky princip znamy jako princip Dirichlettiv. Hlavnim tukolem
uvedenych piikladi je ilustrovat ponékud prekvapivou §iti pole jeho aplikaci.

1. Motivaéni alohy

Zatneme nékolika ulohami pfimo z kazdodenniho Zivota, které nam poslouzi jako mo-
tivace pro nase matematické spady. Prvni z nich je ryze praktického charakteru.

Uloha 1.1 (o ponozkach). Mame 10 bilych, 10 ervenych a 10 zelenych pono-
zek, kromé barvy zcela identickych. Kolik jich nejméné musime vytahnout z Supliku,
abychom si byli jisti, Ze z vytazenych kust bude mozné slozit alespon jeden homogenni
par?

Druhé tloha je povahy spiSe filozofické. Chceme-li na ni dat odpovéd, nevystacime
jako u tlohy prvni jen s néjakym konkrétnim ¢islem a musime podat plnohodnotny
matematicky dukaz.

Uloha 1.2 (o vlasech). Dokazte, ze v Ceské republice Zzije nékolik osob, které maji
stejny nenulovy pocet vlasti na hlaveé.

Co myslite, je toto tvrzeni pravdivé? A maéate néjaky napad, jak byste jej v praxi
dokazovali nebo vyvraceli? A jesté je tu jedna zapeklitd otézka: maji obé uvedené
tlohy néco spole¢ného?

Nez se dostaneme k teoretickému podkladu pro FeSeni uvedenych tkolt, polozime si
jesté nékolik dalsich otazek. Nendpadné pritom prejdeme od praktickych a filozofickych
problému k zadanim ¢isté matematickym.

Uloha 1.3 (o zlomku). Vyjadiime-li zlomek a/b, kde a a b jsou piirozena &isla,
v desetinné formeé, pak bude vZdy desetinny rozvoj vysledného ¢isla bud'to ukonceny,
nebo periodicky s periodou kratsi nez b. DokaZte nebo vyvratte.

Nasledujici uloha je téz ryze matematicka, zadéni je navic tentokrat geometrické
povahy, takZe si je 1ze snaze predstavit nebo dokonce nakreslit.

Uloha 1.4 (o m¥izce). Mame pét bodt na pravidelné ¢tvercové miizce, které spojime
useckami. DokaZte, ze pak alespon na jedné z nich lezi néktery dalsi bod z mrizky.

A do tuchvatného svéta geometrie se vydame jesté jednou.

Prof. RNDr. LuBoS Pick, CSc., DSc., Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Sokolovska 83,
186 75 Praha 8 —Karlin, e-mail: pick@karlin.mff.cuni.cz
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Uloha 1.5 (o trojuhelniku). Umistime libovolné pét bodi do rovnostranného troj-
thelniku o strané délky 1. Dokazte, Ze se pak mezi nimi najdou alespon dva, jejichz
vzdalenost nepfesahne 1/2.

A 1Uplné nakonec tu mame jesté o néco jednodussi variantu predchazejiciho ukolu.

Uloha 1.6 (o &tverci). Umistime libovolné pét bodu do &tverce o strané délky 1.
Dokazte, Ze se pak mezi nimi najdou alesponi dva, jejichZ vzdalenost neptesdhne 1/+/2.

Uvedené tlohy nejsou tézké a ¢tenaf si vétsinu z nich jisté snadno sam vyfesi. Pro
nas je v tomto okamziku podstatnéa jind otézka, a sice: co maji vSechny tyto tlohy
spole¢ného?

Spoleénym jmenovatelem vSech téchto uloh je jednoduchy, ale pfekvapivé silny
matematicky princip, ktery je znam pod riznymi nazvy, napiiklad

e Dirichlettiv princip,
e zasuvkovy princip,
o piihradkovy princip,
e princip holubniku

a podobné. My jej zde budeme oznacovat slovnim spojenim Dirichletovy Suplicky. Je
pojmenovan po némeckém matematikovi Johannu Peteru Gustavu Lejeune Dirichle-
tovi (1805-1859).

Presné znéni Dirichletova principu je vskutku velice intuitivni. V jeho nejjednodussi
formé jej muzeme zformulovat napfiklad takto:

Véta 1.7 (Dirichlettv princip). Umistime-li n + 1 (nebo vice) predmétii do n pii-
hréadek, pak alesporni jedna prihradka musi obsahovat alespoii dva predméty. Zde jest
n prirozené cislo, tedy alespon 1.

V zamysleni uvedeném v tomto ¢lanku postupujeme volné podle knizek [2], [3], [4],
[5], [6] kanadského matematika Rosse Honsbergera (*1929), ktery diskusi o Dirichle-
tové principu uvadi provokativnim bonmotem: ,,Co myslite, je moZné, ze by néco tak
jednoduchého mohlo byt k nééemu dobré?“ No, co myslite?

Obecnéjsi verze Dirichletova principu je zformulovana v nasledujici vété.

Véta 1.8 (Dirichletiiv princip). Umistime-li kn+1 (nebo vice) predméti do n pii-
hradek, pak alespori jedna prihradka musi obsahovat alespon k + 1 predmétii. Zde
jest n prirozené ¢islo, tedy alespori 1.

Je pravda, Ze toto tvrzeni vlastné netika nic jiného nez nanejvys zrejmy fakt,
ze v zadném koneéném souboru néjakych kvantifikovatelnych polozek nemohou byt
vSechny hodnoty podprameérné (nebo vSechny nadprimérné). A pfesto ...

V nésledujicim textu se pokusime ¢tenafe presvédcit, ze Dirichlettv princip pred-
stavuje velice diilezity a ne¢ekané vSestranny matematicky nastroj s velmi rozmanitymi
aplikacemi v matematice i mimo ni. Na8im nejbliz§im cilem bude uvést nékteré z jeho
nejkrasnéjsich aplikaci.
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Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet

Na zavér tavodniho oddilu uvedme jesté pro tplnost ¢eskou verzi Dirichletova prin-
cipu, jejimz autorem je Emil Calda.

Véta 1.9 (Dirichletiv princip — &eska verze). UloZime-li vecer do n zéasuvek
n 4+ 1 nebo vice predmétii a rano tam nemame nic, pak nam nékdo ukradl alespori
z jedné zasuvky alespon dva predméty.

2. Mnohostén

Posud'me nasledujici smélé tvrzeni.

Tvrzeni 2.1. Na kazdém mnohosténu se najdou alespon dvé stény, které maji stejny
pocet hran.

Tak za prvé, co to vibec je mnohostén? Receno slovy bésnika, mnohostén je,
kdyz ... Tedy presné&ji: mnohostén je, kdyZ to ma mnoho stén a pak jesté také né&jaké
hrany a vrcholy. Pfed nami stoji nyni nékolik otazek:
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e Je uvedené tvrzeni pravdivé?
e Pokud ano, plyne néjak z Dirichletova principu?

e Pokud ano, jak méme spravné zvolit Suplicky?

se nad ni. Stejné otazky nas budou provéazet i u nésledujicich tloh.

Diikaz turzeni 2.1. Kazda sténa daného mnohosténu ma uréity pocet hran. Stén je
kone¢né mnoho, takze mezi nimi existuje alesponi jedna s nejvétSim poctem hran.
MizZe jich pochopitelné existovat vice, v takovém piipadé prosté jednu z nich zvolime.
Oznac¢ime symbolem n pocet jejich hran. Vytvorime n Dirichletovych Suplickia. Do
Suplicku s ¢islem k vlozime vSechny stény, kterym pfislusi pravé k hran. Kazda sténa,
ke které pfislusi n hran, méa n riznych sousednich stén. Alespoil jednu takovou sténu
méame. Nas mnohostén tedy musi mit alespon n + 1 stén. Z Dirichletova principu pak
vyplyva, Ze alespoil v jednom Suplicku jsou alespoii dvé stény. Tim je tvrzeni dokézano.

O

3. Deset malych ¢islouski

Nasledujici ulohou muZete pobavit spole¢nost na intelektualském mejdanu (za pred-
pokladu, Ze se tam moc nehuli). Nejprve si vyjasnime nékteré nezbytné pojmy.

Definice 3.1. Cislouskem nazyvame libovolné pfirozené ¢islo mensi nez 100. Vibérem
z Cislouski nazyvame kazdou mnozinu S deseti ¢islouskii. Podvijbérem nazveme jakou-
koli neprazdnou podmnozinu daného vybéru. A kone¢né fekneme, Ze dva podvybéry
jsou disjunktni, jestlize jejich prunikem je prazdna mnoZina.

Piikladem vybéru z &slouskd je mnozina S = {3,9,14,21, 26, 35,42, 59,63,76}.
Prikladem dvou disjunktnich podvybéri z daného vybéru jsou pak mnoziny
{3,26,35,76} a {9, 14,59}.

Pokuste se nyni v nasem vybéru S = {3,9, 14, 21, 26, 35,42,59,63, 76} (a nebo v né-
jakém jiném, vlastnim) najit takové dva podvybéry, aby soucet jejich prvki byl stejny.
Po chvilce po¢itani nalezneme napiiklad podvybéry {14, 63} a {35,42} se spole¢nym
sou¢tem 77, pfipadné jesté dva podvybéry {3,9,14} a {26} se spoletnym souctem 26.
Je velmi pravdépodobné, Ze jste nasli jesté néjaké dalsi. Je tato situace zcela ndhodna,
nebo je v pozadi néjaky matematicky zédkon?

Samoziejmé, ze zde plati zdkon, Dougu Badmane, jde jen o to, jaky. Zkuste si
tipnout, které z nasledujicich tvrzeni plati.

Tvrzeni 3.2.

e Kazdy vybér z cislouskii nutné obsahuje alesponi dva disjunktni podvybéry se
stejnym souctem.

e Kazdy vybér z cislouskii nutné obsahuje alespon dvé dvojice disjunktnich pod-
vybérii se stejnym souctem.

e Kazdy vybér z ¢islousku nutné obsahuje strasnou spoustu dvojic disjunktnich
podvybérii se stejnym souctem.
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Doufam, ze Vas nasledujici informace potési: uvedena tvrzeni plati v§echna. For-
mulace tfetiho tvrzeni maze, pravda, ptisobit ponékud matematicky nepresné, ale kdyz
se na to podivame z druhé stranky, tak jako bonus z dikazu zjistime, kolik je ,strasna
spousta‘.

Diikaz tvrzeni 8.2. At zvolime vybér a nasledné podvybéry jakkoli, soucet ¢isel v li-
bovolném podvybéru nemiize nikdy pfesdhnout soucet v takzvaném , maximalnim vy-
béru*

Smax = {90,91,92,93,94,95, 96,97, 98,99},

a tento soucet samoziejmé snadno ur¢ime. Jeho hodnota ¢ni 945. Vytvofime nyni
945 Dirichletovych Suplickt. Do Suplicku oznaceného ¢islem n pak vlozime vSechny
podvybéry, jejichz soucet je roven n. VSech moznych neprazdnych podvybéri je pfesné
210 — 1 (jednicka reprezentuje ne pravé pilis zajimavy prazdny podvybér), tedy 1023.
Z Dirichletova principu tudiz vyplyva, Ze alesponi v jednom SupliCku se musi nacha-
zet alespon dva razné podvybéry se stejnym souctem. Vyhodime z nich éisla, ktera
jsou obéma podvybérim spole¢né, a dostavame prvni dvojici. Protoze 1023 je pfesné
o 78 vice nez 945, najdeme snadno dalsi takovou dvojici, a hned vidime, ze jich ve
skute¢nosti musi byt ,,strasna spousta“. O

4. Farmacie

Nyni se dostavame k aplikacim Dirichletova principu ve skuteéném zivoté kolem nas.
V tomto oddile budeme studovat zajimavy problém z oblasti uzivani lé¢iv. Ulohu
jsem nalezl v knize Martina Gardnera [1], ten zde ale uvadi, Ze mu ji poslal Kenneth
R. Rebman 7z California State University v Haywardu. Ja jsem ji pro nase tic¢ely mirné
domestikoval.

Uloha 4.1 (o uzivani praski). Pan Ondra Hypoch tak dlouho obtézoval lékaie, aZ
mu léka¥ predepsal prasky. Baleni obsahuje 48 tabletek, které ma Ondra spotiebovat
béhem tficeti dnt. Muze si jejich konzumaci rozvrhnout dle libosti, ale musi pfitom
dodrzet jedno zasadni pravidlo: kazdy den musi spolknout alespon jednu tabletku,
pricemz ta posledni mu musi vyjit na t¥icaty den. V piribalovém letaku si pak doma
Ondra precetl toto: pokud béhem néjaké posloupnosti po sobé jdoucich dnii spotifebuje
pacient pravé 18 praska, vypadaji mu zuby. A pokud béhem néjaké posloupnosti po
sobé jdoucich dnu spotfebuje pacient pravé 11 praski, upadnou mu palce u rukou.

Otéazka: Bude se Ondra na konci terapie schopen kousnout do palce?

Pii feSeni této ulohy (ktera je mimochodem o poznéani t8781 neZz dlohy uvedené
v prvnich dvou aplikacich) nejprve vyuzijeme Dirichletova principu k odvozeni nésle-
dujicich dvou poznatkii.

Tvrzeni 4.2.

(a) V ramci pravidel Ondrovy terapie existuje zpiisob, jak se vyhnout posloupnosti
po sobé jdoucich dni, béhem nichZ by Ondra spotieboval pravé 18 praskii.

(b) Z pravidel Ondrovy terapie ale bohuzel vyplyva, Ze pii jakémkoli legdlnim uZi-
vani lékiu vzdy bude existovat posloupnost po sobé jdoucich dni, béhem nichz
spotrebuje pravé 11 praski.
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Jakmile dokdzeme toto tvrzeni, budeme schopni dat nasledujici odpovéd na vyse
uvedenou otazku: Ondra se sice bude schopen po skonéeni své terapie kousnout do
palce, ale jediné do palce u nohy. Z tvrzeni totiz vyplyva, Zze zuby se daji zachranit
(viz (a)), ale palce na rukou nikoli (viz (b)).

Diikaz turzeni 4.2. Tvrzeni (a) dokdZeme jednoduse: prosté nechame nageho pacienta
uzivat pravé jeden prasek kazdy den po prvnich patnéct dna terapie, Sestnacty den
do né&j nacpeme devatenact pilulek, a pokud tento vykon preZije, nechame jej po zby-
vajicich ¢trnact dni opét uzivat pravé jeden prasek kazdy den tak, jak je to uvedeno
v nésledujicim schématu.
11...11911...1
15 14

Nyni dokdZeme (podstatné t&zsi) tvrzeni (b). Nejprve pro kazdé i € {1,2,...,30}
ozna¢ime symbolem p; celkovy pocet pilulek spotfebovany od zacatku terapie aZ po
konec i-tého dne. Potom zfejmé plati

0<pr <p2 <--- < p3p=48.
Pri¢teme-li ke kazdému ¢lenu v této sadé nerovnosti ¢islo 11, dostaneme vztahy
11<pr+11<pa+11 < <p3g+ 11 =59.

Obdrzeli jsme dvé posloupnosti celych ¢isel, z nichz kazda mé t¥icet ¢lenii. To je celkem

Sedesat ¢isel. Obé posloupnosti jsou rostouci, a tedy se v zadné z nich zadna dvé &isla

neopakuji. Protoze 60 > 59, plyne z Dirichletova principu, ze nutné musi existovat

alesponi jedno ¢islo, které se vyskytuje v obou posloupnostech. To znamena, fe¢eno

jinymi slovy, Ze existuji ¢, € {1,2,...,30} takova, Ze p; = p; + 11. PovSimnéme si, Ze

navic musi platit ¢ < j. Tedy

pj —pi = 11.

Tudiz ve dnech i+1,i+2, ..., j spotfebuje Ondra pravé 11 pilulek (a palce jsou v haji).

O

Vznik4 prirozené otazka, jestli 1ze uvedené tvrzeni zobecnit, a pokud ano, tak pro
které hodnoty. Laskavy ¢tenar si miuze zkusit s vyuzitim pravé nabytych védomosti
samostatné dokézat nasledujici obecny vysledek.

Véta 4.3. (a) Pro kazdé k € {1,...,30,48} kromé 16, 17 a 18 vyplyva z pravidel
Ondrovy terapie, Ze existuje posloupnost po sobé jdoucich dni, béhem nichZ nutné
spotrebuje pravé k praski.

(b) Pro k € {16,17,18,31,32,...,47} tvrzeni (a) neplati, tedy témto hodnotdm se Ize
pri vhodné distribuci pilulek vyhnout.

Jak uz bylo feceno, podrobny dilkkaz nechdvame na ¢tenafi, uvedeme ale nékolik
navodnych poznamek. Za prvé: verze Dirichletova principu, ktery jsme pouzili k diikazu
tvrzeni (b) pro k = 11, funguje viceméné beze zmény pro kazdé k = 1,2,...,11 a za
druhé: protipiiklad, ktery jsme pouzili k dikazu tvrzeni (a) s hodnotou & = 18, funguje
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s trividlnimi zménami také pro k = 16 a k = 17 (ovéfte si podrobng, neni to tézké).
Pro dikaz analogie tvrzeni (a) s hodnotami k = 31,32, ..., 47 je ale tfeba zkonstruovat
jiny typ protipfikladu. Nésledujici diagram obsahuje jisty navod, a to pro konkrétni
specialni pripad k = 37.
1211...1811...1
18 10

Naleznete obecny vzorec? Jeden muzeme nabidnout.

(19 —n) 11 .iil(n—kl) 1117... 1
n-+ -n

5. Neuvéfitelna dobrodruzstvi zaka Matlafouska a Nufafuly

V tomto oddilu se budeme vénovat dalsi z nepfebernych aplikaci Suplickového principu.
Tentokrat zamifime do zaludného prostredi Skolnich skamen.

Zak Matlafousek ma rad ¢isla. Do skoly chodil ve mésté Plzni, kde se da vystudovat
velmi rychle. Zdk Matlafousek byl ve Skole pouhy jeden den. Stihl se tak naucit pouze
¢islici 1. Nedalo se nic délat, musel si s touto ¢islici vystacit.

Definice 5.1. Matlafouskovym cislem nazyvame kazdé prirozené ¢islo, zapsané pouze
pomoci jednicek.

_Priklady Matlafouskovych ¢isel jsou tedy 1, 11, 111, 1111, 11111, 111111 a tak dale.
Zak Nufafula ze stejné t¥idy méa také moc rad ¢isla. Ve skole ale pobyval celkem dva
dny a stihl se tam naucit ¢islice 1 a 0.

Definice 5.2. Nufafulovy’m ¢islem nazyvame kazdé prirozené &islo, zapsané pomoci
neprazdné posloupnosti jednicek nasledované neprazdnou posloupnosti nul. Mnozinu
Nufafulovych ¢isel ozna¢ime symbolem N.

Piiklady Nufafulovych &isel jsou tedy 10, 110000, 1110, 111100, 111110000000 a po-
dobné. Zak Buliznik (opét ze stejné t¥idy) ma rad matematiku a lumparny. Jednoho
dne ekl Nufafulovi: ,Nic si z toho nedélej, Ze umis jenom dvé Cislice, a to jesté jenom
v tomhle poradi. Stejné pro kazdé prirozené ¢islo je néjaky jeho nasobek Nufafulovym
¢islem.*

Otazka: Ma zak Buliznik pravdu?

Odpovéd si zkuste nejprve tipnout. Nasledujici tvrzeni obsahuje matematickou
formulaci Buliznikovy poznamky.

Tvrzeni 5.3. Ke kazdému prirozenému cislu k existuje prirozené ¢islo m takové, Ze
km e N.
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Misto dikazu zkusme nejprve postupné provérovani, jako se to déla v jinych védach
nez v matematice.

k=2: m=5, km =10 € N;
k=3: m=370, km=1110€N;
k=4: m=25, km =100 € N;
k=5: m =2, km =10 € N;

k=6: m=185  km=1110€N;

k=8: m=125  km=1000¢ N.
Pozoruhodné je, jak velké ¢islo m potfebujeme na trojku. OvSem prvnim opravdu
zajimavéjsim Cislem v této tloze je nepochybné sedmicka.

Diikaz turzeni 5.3. Necht k je zadané ¢islo. Vezmeme k + 1 libovolnych Matlafousko-
vych &isel (téch je zfejmé k dispozici nekone¢na zasoba, takze s tim nebude problém).
Z Dirichletova principu ihned vyplyva, Zze alespon dvé z nich musi davat stejny zbytek
pri déleni ¢islem k. Odeéteme tedy to mensi z nich od toho vétsiho. Vysledné ¢islo je
ziejmé prvkem N a navic je délitelné &islem k. (|

Vratme se nyni k vySe zminéné sedmiéce. V souladu s ndvodem v ditkazu vezmeme
8 nejmensich Matlafouskovych ¢&isel, tedy

1,11,111,1111,11111,111111, 1111111, 11111111.
P1i déleni ¢islem 7 davaji tato ¢isla po fadé zbytky
1, 4, 6, 5, 2,0, 1, 4.

To znamen4, Ze nejmensi dvé Matlafouskova &isla, ktera pri déleni sedmi davaji stejny
zbytek, jsou 1 a 1111111. Jejich rozdil pak spliiuje vztah

1111110 = 7 x 158730.

Je pozoruhodné, k jak vysokému ¢islu nas zavedla celkem nevinné vyhlizejici sedmicka.

6. Sto plus jedna dyadickych zajimavosti
V nasi jiz paté aplikaci Suplickové metody nejprve zvolime néjakou mnozinu obsahujici
101 pfirozenych ¢isel mensich nez 200 a oznacime ji symbolem M.
Tvrzeni 6.1. Bez ohledu na to, jak jsme zvolili mnozinu M, tato mnozZina obsahuje
alespori dvé ¢isla, z nichz jedno déli druhé.

Zkuste si nejprve cviéné projit nékolik prikladii!
Drikaz tvrzent 6.1. K FeSeni tlohy pouzijeme metodu, kterou pracovné nazyvame prin-
cip zliseni a rozliSeni. Necht je dano pfirozené ¢islo n. Pak jej muZeme vyjadiit ve
tvaru n = 2"¢, kde r je nezaporné celé ¢islo a g je liché. Utvorime nyni Dirichletovy
Suplicky oc¢islované lichymi ¢isly mensimi nez 200, tedy 1, 3,5, ...,195,197,199. Cislo n
pak ulozime do Supli¢ku s ¢islem ¢, jestlize n = 27q.
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Mal4 inventura prokéaze, ze mame k dispozici 101 &isel a 100 Suplicki. Z Dirichletova
principu tedy plyne, Ze pro alespon jedno ¢ nutné existuji alespon dvé ¢&isla m, n
a alespon dvé &isla r, s takova, Ze m = 2"q a n = 2°q. Bez jmy na obecnosti miZeme
predpokladat, ze r < s. To ale znamené, ze m déli n. (|

7. Pohlreichiav problém pfiSerné prepeprené pizzy

Dostavame se do vyznamné oblasti kulinafstvi, konkrétné k tématu, které ma, jak
vidno, v8ech pét p. Nasledujici problém (a jeho feSeni) ukazuje prekvapivy fakt, ze
Dirichletiv princip, ktery se samoziejmé jinak tvari jako basta diskrétni matematiky,
mé i svou ne¢ekané nadhernou ,spojitou® verzi, takze i srdce milovnika matematické
analyzy zaplesa.

Jednoho dne pravil éfkuchai svym kuchtikiim: ,,Dnes se nauc¢ime kofenit pizzu.
Avsak béda kazdému, kdo nasi pizzu piepepiil*

Definice 7.1. Pizza je predmét kruhového tvaru o poloméru 16 cm. Séfkuchai méa
takzvané testovaci mezikruzi o vnitinim poloméru 2 cm a vnéjsim poloméru 3 cm.
Pizza se nazyva piepepiend, jestlize je mozno na ni nékde polozit testovaci mezikruzi
tak, aby se do néj veslo deset nebo vice zrni¢ek pepfte.

Nervozni kuchtik ovSsem nechténé upustil pepfenku a vysypal na pizzu cely jeji
obsah, ktery ¢inil 650 zrni¢ek pepte.

Otazka: Je pizza prepepiena?

Na nasledujici ilustraci vidime, jak takové testovaci mezikruzi vypada.
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Tvrzeni 7.2. Pizza je prepeprena.

Diikaz tvrzent 7.2. Mé&jme kruh o poloméru 16 cm a mezikruzi o vnéjsim poloméru 3 cm
a vnitfnim poloméru 2 cm. Polozime 650 kopii testovaciho mezikruzi na kruh tak,
aby stfed kazdé z kopii splyval s nékterym zrnickem pepfe. Jednotliva mezikruzi se
mohou prekryvat. Je tieba si uvédomit, ze pro zrnicka lezici blizko okraje kruhu se
¢ast mezikruzi muze dostat mimo dany kruh s Sestnécticentimetrovym polomérem,
kazdopadné ale zistane v kruhu o stejném stfedu a o poloméru 19 cm. Tento zvétSeny
kruh obsahuje vSechny kopie, které jsme umistili na kruh ptavodni. PovSimnéme si, ze
obsah zvé&tseného kruhu ¢ini 1927 = 3617 cm?. Obsah jednoho testovaciho mezikruzi
¢ini 32m—221 = 57 cm?. Tedy 650 kopif tohoto mezikruzi ma celkovy obsah 3 2507 cm?.

A nyni se ke slovu dostava slibena ,,spojita“ varianta Dirichetova principu. Pred-
pokladejme, Ze zadny bod zvétSeného kruhu nelezi ve vice nez deviti kopiich testo-
vactho mezikruzi. To znamené, Ze celkovy obsah vSech kopii mezikruzi nemize pie-
sahnout devitindsobek obsahu zvétSseného kruhu. Jenomze tento devitinasobek ¢ini
9 x 3617 = 32497, zatimco jejich celkovy obsah, jak jiz vime, ¢ini 3 2507, takze tato
situace nemuze nastat. To ale znamené, Ze na zvétSeném kruhu nezbytné musi exis-
tovat néjaky bod, ozna¢me jej symbolem X, ktery se nachazi alespon v desiti kopiich
testovactho mezikruzi.

Nyni pfedpokladejme, Ze bod Y lezi ve stfedu jedné z téchto desiti kopii (je to tedy
nejen bod, ale také zrnitko pepie). Potom je vzdéalenost bodu X od bodu Y mensi
nez 3 cm a vétsi nez 2 cm. Jestlize tedy poloZzime jinou kopii testovaciho mezikruzi
tak, aby jeho stfed lezel v bodé X, pak bude bod Y v tomto mezikruzi lezet. Takovych
bodt je ale k dispozici alespont deset. Takze testovaci mezikruzi poloZeno tak, aby jeho
stfed lezel v bodé X, obsahuje alespont deset zrni¢ek pepie. Neda se nic délat, pizza je
prepeprena. O

8. Paradox kapelnika dechovky

Dusledek Dirichletova principu, ktery uvedeme v tomto oddilu, patfi k tém nejpie-
kvapivéjsim. Zkusil jsem pii mnoha rtznych pfilezitostech nechat posluchace tipovat
odpoved a vysledky jasné ukazuji, Ze jde o mimoradné kontraintuitivni alohu. Vysle-
dek je povazovan za natolik Sokujici, Ze na ném kabaretni magové zalozili jeden pékny
karetni trik. Je to zkratka kouzelny vysledek. PopiSme nejprve celou situaci.

Kapelnik dechovky pfipravuje svoji kapelu na slavnostni pochod po promenadé.
Kapela je sefazena do obdélnikového tvaru om fadach an sloupcich. Na zkouSce si ka-
pelnik vSimne, Ze pfi pohledu zleva (kde je hlavni tribuna) jsou néktefi mensi hudebnici
zakryti svymi vy$simi kolegy, a neni na né tedy vidét. To povazuje kapelnik za nepii-
pustné, protoze pii slavnosti budou na tribuné sedét jejich blizci a budou je chtit vidét.
Kapelnik tudiz provede v kazdé fadé takzvané nerostouct pierovndni, tj. sefadi hudeb-
niky zleva doprava od nejmensich po nejvétsi. Kdyz se v8ak potom postavi pred kapelu,
s hrizou zjisti, Ze ted pro zménu ndéktefi mensi hudebnici nejsou vidét z ¢elniho po-
hledu. Co se da délat, kapelnik tedy provede analogicky tkon (nerostouci pferovnani)
jesté také v ramci kazdého sloupce, mensi hudebnici vpred, vétsi dozadu. A nyni se
chudéak pan kapelnik boji vratit na tribunu, protoze se obava, ze novym uspofadanim
ve sloupcich zniéil své predchozi dilo, tedy peclivé usporadani v ramci rad.
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Otazka: Boji se kapelnik opravnéné?
Tipnéte si, vétsina tazanych pfed vami odpovéd neuhodla.
Tvrzeni 8.1. Kapelnik se nemé ¢eho bat.

Diikaz tvrzend 8.1. Tento stézi uvéfitelny fakt dokdzeme sporem. Necht tvrzeni ne-
plati. Jinymi slovy tedy pfedpoklddame, ze po sloupcovém prerovnani existuje néjaka
fada, ve které vyssi muzikant, ozna¢me jej a, zastiiuje zleva néjakého pindu, kte-
rého oznacime b. Ozna¢me dale symbolem i ten sloupec, ve kterém se nachézi pan a,
a symbolem j ten sloupec, v némz najdeme jeho kolegu b, viz nasledujici diagram.

12 i j n
T ] 1 - :
: i 2 5 :
P | i :
----------- R ; 5
! i P 0 !
E i kp---------- Ngp e \y -----------
i L Q | i
! : m X !

Protoze pravé probéhlo usporadani ve sloupcich, musi byt kazdy hudebnik naché-
zejici se v segmentu P za panem a alespon tak velky jako a. Podobné Zadny hrac
v segmentu @ stojici pfed panem b nemuze byt vyssi nez b. ProtoZe navic a je vyssi
nez b, plyne z transitivity usporadani, ze kazdy ¢len P je vyssi nez kdokoli, koho
najdete v Q.

Nyni se vratme do okamziku, kdy byly jiz usporadany fady, ale jesté ne sloupce.
Kde se v té dobé nachazeli hudebnici, ktefi nyni stoji v segmentu P? To sice pfesné
nevime, ale je jisté, ze byli roztrouseni nékde po sloupci i. Podobné se v této fazi museli
mistfi tvorici nyni segment () nachazet nékde v ramci sloupce j. Kazdy z ¢lent P a Q
v tom okamziku stal v nékteré z fad 1,...,m. Jenomze ¢leni P a @ je dohromady
presné m+ 1. Utvorime-li tedy m Dirichletovych Suplickd, vyplyne z naseho oblibeného
principu, Ze musela existovat alespon jedna fada, ve které se seSel jeden ¢len z P
s jednim ¢lenem z @. Samozi'ejmé nemohli pochazet oba ze stejného segmentu, a tedy
v této fadé musela existovat pozice x a pozice y tak, Zze x lezi nalevo od y a pozici x
okupuje muzikant vyssi nez jeho kolega na pozici y (viz opét vySe uvedeny diagram).
Takova situace ale po usporadani po fadach nemohla nastat, takze dostavame kyzeny
spor. Nag pfedpoklad musel byt tudiz nespravny, a tedy tvrzeni plati. O

9. Podposloupnosti v permutacich

Tvrzeni 9.1. Pro kazdé n € N obsahuje jakikoli permutace ¢isel 1,2,3,...,n% + 1
monoténni podposloupnost délky alespoii n + 1.
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Nez se pustime do ditkkazu, zkusime zase jednou néjaky piiklad. Vezméme tieba
n = 3, pak tedy n?>+1 = 10. Zvolime n&jakou permutaci prvnich deseti &isel, kupiikladu

6, 5,9, 3, 7,1, 2, 8, 4, 10.
Hned vidime, Ze tato permutace obsahuje klesajici podposloupnosti délky 4, naptiklad
6,5 9,3, 7 1, 2,8, 4, 10,
a také néjaké rostouci posloupnosti délky 4, napfiklad
6,5, 9,3, 7,1, 2, 8 4, 10.
Dukaz je neéekané ,,dvourozmeérny*.

Driikaz turzend 9.1. Oznacme pro kazdé ¢islo ¢ symbolem z délku nejdelsi mozné rostouct
podposloupnosti nasi permutace, kterad zac¢ina ¢islem ¢, a symbolem y délku nejdelsi
mozné analogické klesajici podposloupnosti.

Ziskdme tak pro svoji posloupnost &isel celkem n? + 1 dvojic ,soufadnic* [x,y].
Dokazeme-li, ze néktera ze soutradnic je rovna alespon n + 1, bude tvrzeni ovéfeno.
Predpokladejme tedy, ze kazda ze soutfadnic x a y je mensi nez n + 1. Pak z Dirichle-
tova principu vyplyva, Ze se alespon jedna uspoifadana dvojice [z, y] musi vyskytovat
alesponi dvakrat, tedy alespon dvé rizna &isla 4, j maji stejné soufadnice (vezmeme
n? suplick, nebot pravé tolik mame k dispozici riznych uspoifadanych dvojic soufad-
nic, a umistujeme do nich n2+ 1 soufadnic p¥islusejicich jednotlivym &isltim). Jenomze
1 # j. Je-li i < j, pak by soufadnice x Cisla i musela byt vySsi nez stejné souradnice
¢isla j, a podobné je-li i > j, pak by zase soutfadnice y ¢isla i musela byt vySsi nez
stejna soufadnice ¢isla j. V obou z téchto pfipadu prichazime ke sporu. Tvrzeni tedy
plati. O

10. Kruhy v roviné

N4&s posledni priklad ukazuje vskutku prekrasnou aplikaci Dirichletova principu, a to
navic na poli, kde bychom jej véru necekali, a sice v geometrii.

Tvrzeni 10.1. V roviné je dano Sest kruht, pricemz zadny z nich neobsahuje stred
jiného kruhu. Potom maji prazdny priinik.

Diikaz tvrzeni 10.1. Predpokladejme pro spor, Ze tvrzeni neplati, tedy Ze existuje
bod O, ktery nélezi kazdému ze zadanych Sesti kruht. Spojme bod O s kazdym ze Sesti
stiedd. Zadné dva stfedy nemohou lezet na stejné polopfimce vychazejici z bodu O,
protoze ani jeden kruh neobsahuje stfed jiného a vSechny obsahuji O. TakZe dostavame
Sest ruznych tsecek rozbihajicich se z bodu O. Tento utvar nazveme vétrnikem.
Necht OA a OB jsou dva vedle sebe lezici segmenty vétrniku. Protoze bod O leZi ve
v8ech kruzich, nemohou byt délky tsec¢ek OA a OB delsi nez poloméry odpovidajicich
kruhi, ve kterych lezi. AvSak protoze Zadny kruh neobsahuje zZadny ze stiedi ostatnich
kruhii, musi byt délka tsecky AB vétsi nez kterykoli z téchto poloméri. To znamena,
ze v trojuhelniku AOB je strana AB nejdelsi. Tedy je ihel AOB vétsi nez kterykoli
ze zbyvajicich dvou thla. Odtud ale vyplyva, Ze je tento thel vétsi nez 60 stupni. To
v8ak neni mozné, protoZe pro nas vétrnik neméme k dispozici vice nez 360 stupii.
Dostavame kyZeny spor, tvrzeni plati. O
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11. Zavér

Na zévér uvedme jeden jednoduchy problém, ktery si ctény ¢tendf na zékladé prave
ziskanych dovednosti jisté rad vyfesi sam, stejné jako Sest jednoduchych problémku
z prvniho oddilu. Ulohu mi poradila Haiia KruliSova, které touto cestou dékuji. Zadani
nas zavede do nam duavérné znamého vysokoskolského prostiedi. Dalo by se Tici, ze jde
témér o osobni zkuSenost.

Uloha 11.1. Nudny profesor vede tak nudnou prednasku, ze studenttim se chce spat
uz od jejiho zacatku. Témér neustale alesponn jeden poslucha¢ spi. Profesor ovsem
duasledné dodrzuje nésledujici pravidlo: jestlize v nékterém okamziku usne vice nez
polovina pfitomnych studentti, bude se pristé psat obzvlasté zapeklita pisemka. V in-
kriminovany den pfislo na prednasku pét studenti. Pfednéaska byla tak straslivé nudné,
7e kazdy student usnul pravé dvakrat (ve dvou riznych intervalech). Navic, a tuto in-
formaci prosim interpretujte spravné, kazdy spal s kazdym. Otézka zni: Bude se pristé
psat pisemka?

Vyhrazka: Jestli tuhle tilohu nevyfesite, tak vaAm pii pfistim setkani napaifim pisemku
z Dirichletovych suplicka.

A to uz je uplny zavér. Az snad na jedno nezbytné

Cestné prohlaseni. Pri piipravé tohoto ¢lanku nebylo zbithdarma utraceno zadné
zvite.

Podékovani. Za cenné pripominky k ¢lanku dékuji Michalu Kfizkovi, Antoninu
Slavikovi a mné neznamé recenzentce.
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