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Kouzlo Fibonacciho kodovani

Viclav Snasel, Jiri Bouchala, Petr Vodstréil, Ostrava

Abstrakt. V ¢lanku se budeme zabyvat Fibonacciho kédovanim, které je diky proménlivé délce
kodu vhodngjsi (obzvlasts pro kodovani posloupnosti malych ¢isel) nez napt. uziti dvojkové
soustavy. UkaZeme, jak lze efektivné a bez pouziti obfich tabulek pfedzpracovanych dat Fi-
bonacciho kédy dekddovat.

1. Uvod

V tomto ¢lanku bychom chtéli prezentovat jeden zajimavy problém, ktery vznikl v pri-
béhu FeSeni realné dlohy [11]. Cilem bylo zrychleni prace s datovymi strukturami, které
tvoii zédklad soucasnych modernich databézi. Jednou z moznosti, jak tohoto zrych-
leni docilit, je snizit pomoci vhodné komprese mnozstvi prenaSenych dat mezi vnéjsi
a vnitini paméti. Je zfejmé, Ze pro tento tkol potFebujeme najit algoritmus, ktery bude
umét dekomprimovat tak rychle, aby ¢as potfebny k nacteni a nasledné dekompresi
zkomprimovanych dat byl mensi nez ¢as potfebny k precteni dat nezkomprimovanych.

Pro kompresi posloupnosti malych ¢isel, které se pfi praci s riznymi datovymi
strukturami Gasto vyskytuji (viz napt. [2], [3], [9]), se s vyhodou pouziva koédovani
s proménlivou délkou koédu [10], tzn. kédovani nevyzadujici pro jednotliva ¢isla predem
pevné stanoveny pocet biti. Ve svém FeSeni jsme se inspirovali Fibonacciho kdédova-
nim [12].

Pro standardni kompresni algoritmy pouzivajici kddovani ¢isel s proménlivou dél-
kou kédu je dekomprese ¢asové velmi naro¢na. Vyvoj novych metod dekomprese je
proto jednim z dulezitych témat soucasné informatiky. Prvni algoritmy rychlé dekom-
prese pro Fibonacciho kodovani byly publikovany v [4], [5], [6]. Tyto algoritmy vyZzaduji
pomérné velké tabulky pro pfedzpracované vypocty, a jsou tudiz nepouzitelné pro ko-
dovani vétsich Cisel.

V nasledujici ¢asti ukdzeme, co je Fibonacciho kod a jak ho lze vyuzit pifi kédo-
vani posloupnosti prirozenych ¢&isel. Dale predstavime algoritmus, pomoci néhoz lze
takovouto zakédovanou posloupnost efektivné dekédovat.

2. Fibonacciho kédovani

Uvazujme Fibonacciho posloupnost {F}72 _, definovanou rekurentné:
F =0, F1=1, F, =Fr_o+ F;_1 pro ke{O,l,Z,...},

tzn.

{(F}2 5, =1(0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, ... ).
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Fibonacciho ¢isla maji mnoho zajimavych vlastnosti, kterych lze vyuzit v radé
aplikaci. Velmi dobrym pfehledem vlastnosti Fibonacciho ¢isel je ¢lanek [8] a kniha [7].

Fibonacciho kodovéni je zaloZeno na nasledujici vété (viz [12]).

Véta 1 (Zeckendorfova). KaZdé prirozené ¢islo n Ize, a to jednoznacné, vyjadrit ve
tvaru

[ee]
n=> aFy, (1)
k=0

kde pro kazdé k € Ny je aj, € {0, 1} a soucasné arar+1 = 0 (tzn. Ze v posloupnosti nul
a jednicek ag, a1, as,as, ... nejsou dvé jednicky za sebou).

Diikaz. Nejdiive dokazme, a to konstruktivné pomoci tzv. hladového algoritmu, exis-
tenci takového vyjadieni. Bud n € N dano. Ozna¢me p € Ny nejvétsi index takovy,
ze F, < n, a polozme a, = 1. Nyni uvazujme nezaporné ¢islo n — Fj,. Pokud je toto
¢islo nulové, polozime a, = 0 pro kazdé q¢ # p. Pokud n — F}, > 0, lze urcit nejvétsi
index r € Ny takovy, ze F,. <n — F,. V§imnéme si, ze r < p — 1 (v opa¢ném piipadé
totiz 1 < F, < n — F,, odkud plyne, ze F,1 = F,_1 + I}, < n, a to je ve sporu
s volbou p) a polozme a, = 1. A situace se opakuje, tentokrat s nezdpornym ¢islem
n—F,—F, ... Timto postupem ziskdme po kone¢né mnoha krocich vSechny nenulové
(tj. rovné jedné) koeficienty ay.

Nyni se soustifedme na ditkaz jednoznacnosti takového vyjadreni. Nejdiive do-
kazme, a to indukci, pomocné lemma.

Lemma 2. Necht pro kazdé k € Ny je ar, € {0,1} a soucasné arary1 = 0. Pak pro
kazdé m € Ny plati

m
jg:‘lkfk <:}an+1-
k=0

Dikaz lemmatu. Pro m € {0, 1} je tvrzeni trivialni. Pfedpokladejme, Ze dokazované
tvrzeni plati pro vSechna pfirozené ¢isla mensi nebo rovna ¢islu m € N. Mame dokéazat,
Ze

m—+1

j{: arFy, <:fln+2.
k=0

Je-li a1 = 0, neni co dokazovat, protoze pak

m+1 m
jg: arFy Z:ZZ:akf% <:fan+1 < f§n+2.
k=0 k=0

Je-li a1 =1, je nutné a,, = 0, a proto

m+1 m—1
Y aFi =) arFi+ Fui < F + Fonr = Frgo.
k=0 k=0

Lemma je dokézano.
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Nyni se vratme k dikazu jednozna¢nosti rozkladu (1). Pfedpokladejme pro diikaz
sporem, Ze existuje ¢islo n € N se dvéma raznymi rozklady. Odtud snadno plyne, ze
existuji posloupnosti {ax}, {br} a m € N takové, ze

m

o > apFip =) bpFy,
=0 =0

o Vk e Ny: ag, by € {0,1},
o Vk e Ny : apGr+1 = 0= bkbk+1,

e a,=1,0b,=0.

Odtud a z lemmatu 2 pak vyplyva, ze

m m m—1
F, < Z%Fk = Zbka = Z brFy, < I,
k=0 k=0 k=0
a to je spor. O

Na zékladé pravé dokdzané véty muizeme pristoupit k definici Fibonacciho kodu.

Definice 3. Fibonacciho kodem ¢isla n € N rozumime takovou (jednozna¢né urcéenou)
posloupnost nul a jednic¢ek
F(n) = apaias...am

ukonc¢enou jednic¢kou, v niz se neobjevi dvé jednic¢ky vedle sebe a pro niz plati

m
n = E aka.
k=0

Je-li apaias...a,, Fibonacciho kodem ¢isla n € N, budeme psat
V(aparas . ..am) =n.

Podle predchozi definice tedy plati
m
V(F(n)) = Zaka =n.
k=0

Priklady.
o F(2)=01, V(01) =2,

3) =001, V(001) = 3,

F(
F(12) = 10101, V(10101) = 12,
F(

1591) = 010100101010101, V(010100101010101) = 1591.
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Skutec¢nost, ze v zddném Fibonacciho kédu se nemohou objevit dvé jednicky za
sebou a ze kazdy Fibonacciho kod je ukonéen jednickou, lze vyuzit p¥i kédovani po-
sloupnosti prirozenych ¢isel: vlozime jednicku za kazdé zakoédované ¢islo. Pokud pak
pfi dekddovani narazime na dvé jednicky za sebou, druha z nich ma vyznam pouze
,oddélovacde“. Ve se snad vyjasni piikladem:

101011010100101010101101101100110011 ...

= 1010110101001010101011 01 1 01 100110011 ... .
—~— e~ T =~
12 1591 2 2 3 3

3. Efektivni dekédovani Fibonacciho kéda

Pro efektivni dekodovani by bylo uzitetné nacitat (a pribézné dekodovat) zakodovanou

posloupnost po vétsich blocich nez jen po jednotlivych bitech. Ukazeme si, jak ji lze

dekodovat — naptiklad — po bytech (¢ti ,,bajtech), tj. po osmi bitech:
10101101H01001010H10101101H10110011H0011 . 2)

Zde bude nutné se vyporadat s problémem, Ze jednotliva ¢isla mohou byt v kédu
umisténa ,,napiic byty, viz napf. ¢islo 1591 v uvedeném kodu:

101011 01H01001010H10101 101“10110011“0011 o

1591

Reseni je zaloZeno na nasledujicim pozorovani:

17(010100101010101)
No:=2 No:=Ny+8=2+8
= ————
— V(01)+ V(00" 01001010) + V(00 00000000 10101) = N, + 1508 = 1591. (3)
——
2 81 1508
N7p:=2+481

Dale ukazeme, jak efektivné poc¢itat hodnoty (o odpovidajici poéty N nul) , posunu-
tych Fibonacciho kédu“.

Definice 4. Bud p € N. Posunem Fibonacciho kédu F(n) = agaias . . . a,, 0 p pozic
rozumime kéd
F(n;p) =00...0a0a102 - .. Q.

p-krat
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Dale ozna¢me
F(n;0) = F(n), V(F(n;-1)) Zaka 1-

Véta 5 (o hodnoté posunutého kédu). Necht' n € N. Pak pro kazdé p € Ny plati

V(F(n;p)) = Fp1 - V(F(n)) + Fpz - V(F(n; =1)). (4)

Diikaz. Dukaz provedeme indukci podle p. Nejdfive si vSimnéme, Ze tvrzeni plati pro
p=0:
V(F(n;0)) =V (F(n)) =1-V(F(n)) +0-V(F(n; 1))

=F_1-V(F(n)) + F_-V(F(n;—1))
aprop=1:

m m m
Z apFli1 Z (Fk + Fi—1) Z arFy, + Zaka—l
k=0 k=0 k=0

= V(F(n)) + V(F(n;~1)) = 1- V(F(n)) +1- V(F(n; —1))

=Fy-V(F(n)) + F_1-V(F(n;-1)).

Nyni predpokladejme, ze p > 2 a ze pro kazdé q € Ny, ¢ < p, plati
V(F(n;q)) = Fy1 - V(F(n)) + Fyea - V(F(n:-1)). (5)

Pak

Z apFiyp = Z ak (Frip—1 + Figp—2)
k=0

=> arFerp 1+ Y axFrpp2=V(F(n;p—1)) + V(F(n;p—2))
k=0 k=0

=F, 2 -V(F(n))+ Fp_3-V(F(n; 1)) 4+ Fy_3 - V(F(n)) + Fp—s - V(F(n; —1))
= (Fp—2+ Fp_3) - V(F(n)) + (Fp—3 + Fp_s) - V(F(n; —1))

p—1-V(F(n)) + Fp_z- V(F(n;—1)).
o

Nyni se vratme k tkolu dekédovat danou posloupnost po bytech. Pravé na¢tenému
bytu vzdy pfifadime osmici ¢isel M = [My, Ma, ..., Ms] takovou, Ze
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o My, Mg € {0,1} jsou hodnoty 1. a 8. bitu,

o Ms, ..., M5 odpovidaji dekédovanym ¢islim nachézejicim se v daném bytu,
tj. oddélenym druhou jedni¢kou za sebou (pokud takovychto ¢isel neni v daném
bytu plny pocet, doplnime sérii nulami),

o M;g je Castetné dekodované &islo (tzn. v daném bytu neukoncené dvéma jednic¢-
kami), které je zapsané pomoci M7 bitu.

Aby nedoglo k nedorozuméni, uved me nékolik p¥ikladi:

e 101011 01
—— ~—
M>=12 Mg=2

e 01001010
—_—

Mg=31

01 10011 0
— ~~ =~

—

Mo=2 M3=3 Mg=0

e 11111111

e (00000000

l

l

M = [My, M, ...
M = [My, M, . ..
M = [My, M, ...
M = [M;, M, ...
M = [My, M, ...

7M8] = []-7 1270a070a 272a 1];

7M8] = [0707 Oa 07 Oa 317 8; 0];

7M8] = [0727?’;070;071;0];

7M8] = [17171717]-;070;1];

7M8] = [0707 0707 0; 07 8) 0]

Pted zpracovanim pravé nacteného bytu potfebujeme znéat z predchoziho dekdédo-
vani t¥i ¢isla (viz (3)): ¢astecné prectené ¢islo Ny, posun Ny a ¢islo N3 € {0, 1}, které
udava hodnotu posledniho bitu z pfedchoziho bytu (a pomoci kterého budeme moci
rozhodnout, zda pripadna jednicka na zacatku pravé ¢teného bytu neni jen diive zmi-
nény ,,oddslovac”). Zpracovanim (dekodovanim) pravé naéteného bytu pak rozumime
(pfipadné) doplnéni jiz dekodovanych &isel z1,x2,x3,...,x, a predefinovani trojice
N = [Ny, N3, N3]. Schematicky lze algoritmus znéazornit takto:

L1, T2, T3y -+, Tk

N - [N17N27N3]

[My, My, ...

~

7M8] T1,L2,T3, ««-yLhky «--

N = [N17N27N3]

Chceme-li popsat jeden krok tohoto algoritmu, musime rozlisit nékolik piipadii:

L[Ny My =0, My=0]

V takovém piipadé seznam x1, xs, 3, ..
a N zménime na

., T, ni¢im nedoplhujeme

[N + V(F(Mg; N2)), N2 + Mz, Mg] , je-li Mg # 0,

[Nl, Ny + My, Mg] , je-li Mg = 0.
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2. | N5 - My =0, My#0

Nyni seznam x1, T2, T3, ..., T doplnime o ¢islo N1+V(F(M2; Ng)) a o ta z ¢isel
M3, My, M5, ktera jsou nenulova. N zménime na

N = [Ms, M7, Mg].

s [N i =1]

Zde budeme pracovat misto s osmici M = [My, Ma, ..., Mg] odpovidajici bytu
1b2b3 ce bg 5 kde bi S {0, 1},

s osmici ¢isel . __
M = [Ml,MQ,...,Mg]

odpovidajici bytu
babs . . . bg0.

Seznam z1,x2,x3, ...,T;r pak doplnime o ¢&islo N7 a o ta z &isel My, Mz, My,
kteréa jsou nenulova, a N zménime na

N = [Mg, M7 — 1, bg]

Tlustrujme pravé popsany algoritmus na konkrétnim prikladé.

Priklad. Ukazme, jak probiha dekédovani po bytech kédu

10101101H01001010H10101101H10110011H0011 .

Na zagatku je seznam jiz dekdédovanych ¢isel prazdny a N = [0, 0, 0]. Postupné budeme
nacitat byte po bytu, dopliiovat dekdédovany seznam a aktualizovat trojici N.

1. byte
10101101H01001010H10101101H10110011H0011 .
0 1,12,0,0,0,2,2,1] 12
N =[0,0,0] ~ N =1[2,2,1]
2. byte

10101101H01001010H10101101“10110011“0011...

12 [0,0,0,0,0,31,8,0] 12
N =1[2,2,1] s N =[2+81,2+38,0]
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3. byte
10101101H01001010H10101101H10110011“0011

12 [1,12,0,0,0,2,2,1] 12,83 4+ 1508

N = [83,10, 0] ~ N =2,2,1]
4. byte
10101101H01001010H10101101H10110011H0011
10110011
12,1591 . 12,1591,2. 2,3
M =10,2,3,0,0,0,1,0]
PN

Uvédomme si, ze pro praktickou realizaci popsaného algoritmu potfebujeme znat
pouze Fibonacciho ¢isla, hodnoty V(F (n; —1)) pro kazdé pfirozené &islo n, jehoz Fibo-
nacciho kod méa nejvyse 8 bitt (tzn. pro kazdé n < 54), a pro kazdy z 256 riznych byta
konkrétni instrukcee, co je tfeba na zakladé vySe popsaného algoritmu provést (napf.
pro byte 00101101 instrukce zni: doplh sérii dekddovanych ¢&isel o Ny + V(F(ll; Ng))
azméh N na N = [2,2,1]). Tyto informace si lze pFedpfipravit v tabulce.

Zajemce o podrobnéjsi informace odkazujeme na ¢lanek [11], kde lze (mimo jiné)
najit vysledky experimentt proviadénych na nédhodnych i realnych datech. Tyto expe-
rimenty ukazuji, Ze dekdédovani Fibonacciho kédu pomoci ndmi popsaného algoritmu
je vyrazné efektivnéjsi nez dekddovani konvenéni, tj. po jednotlivych bitech.

Podé&kovani. Tato prace byla podpofena grantem SGS SP2016,/108, VSB-Technické
univerzita Ostrava.
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