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INFORMATIKA

Recepty z programatorské kucharky
Korespondencniho seminare z programovani,
1. ¢ast

Jan Kdra, Daniel Krdal, Martin Mares, MFF UK Praha

Matematicko-fyzikalni fakulta Univerzity Karlovy porada pro stu-
denty stfednich skol Korespondencni seminds z programovdni. Letosni
ro¢nik je jiz sedmnécty. Od skolniho roku 2003/04 dostévaji Géastnici se-
minafe spolecné se zadanim tloh i kratké povidani o algoritmech: Recepty
z programdtorské kucharky. Protoze se domnivame, ze takovéto povidani
by mohlo byt uzite¢né i pro ¢tenadfe Rozhledu matematicko-fyzikdlnich,
nabidneme v tomto a v nékolika néasledujicich ¢islech upravenou verzi Re-
ceptu. Pokud budete mit zajem dovédét se o Korespondencnim semindri
z programovdni vice, mizete navstivit jeho webové stranky na adrese
http://ksp.mff.cuni.cz/ nebo zaslat e-mail jeho organizatorim na
adresu ksp@mff.cuni.cz.

V tvodnim dilu o algoritmech a datovych strukturich za¢neme jednim
z nejznaméjsich algoritmi, Dijkstrovym algoritmem pro hledani nejkrat-
ich cest v grafech. Nez vysvétlime, co jsou grafy, a popiSeme Dijkstrav
algoritmus, zastavime se u datové struktury zvané halda, kterou budeme
v tomto algoritmu pouzivat.

Rychlost algoritmu

Nejdiive vysvétlime, jak budeme mérit rychlost algoritmt. Nebude to se
stopkami v ruce, spiSe se zamérime na to, jak se dany algoritmus zpomali,
pokud se vstupni data zvétsi dvakrat, desetkrat apod.

Predstavme si, ze mame za Ukol setfidit N c¢isel a mame dva al-
goritmy, z nichz jeden bézi v case (5N2 + 100N) ns a druhy v case
(1000N logy N + 250) ns. Pokud je N malé, je prvni algoritmus rych-
lejsi, naopak pro velké vstupy je rychlejsi druhy algoritmus. Abychom se
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vyhnuli praci s multiplikativnimi konstantami, které vyrazné zavisi na
konkrétnim programovacim jazyce, kompilatoru, pocitaci atd., zavedeme
notaci ,,velké O.

Funkce f je O(g) pro funkci g, pokud existuji redlnd konstanta ¢ a pri-
rozené cislo ng takové, Ze plati f(n) < c-g(n) pro vSechna ptirozend
¢isla m 2 ng.

Pouzitim této notace pak mutizeme Fici, ze prvni algoritmus bézi v Case
O(N?) a druhy v ¢ase O(Nlog N) (vSimnéte si, Ze zde nezale#i na za-
kladu logaritmu, nebot ten se ,,schova® do konstanty c). Protoze nis bude
zajimat, jak se navrzené algoritmy chovaji pro velka data, je druhy algo-
ritmus z naseho pohledu lepsi nez prvni. Podobné, jako méfime ¢asovou
slozitost, budeme mérit i pamétovou slozitost.

Halda

Ted uz mtzeme zacit s povidanim o algoritmech a datovych strukturach.
Halda je datova struktura pro uchovavani mnoZiny éisel (¢i jakychkoliv
jinych objekttd, na kterych mame definovano usporadani, tj. umime je
porovnavat). Tato datova struktura obvykle podporuje nésledujici ope-
race: pridani nového prvku do haldy, odebréani nejmensiho prvku a do-
taz na nejmensi prvek. Ukazeme takovou implementaci haldy, ze pokud
halda obsahuje N ¢&isel (prvki), potom na p¥idani jednoho prvku, ¢ ode-
brani nejmensiho prvku potfebujeme ¢as O(log N) a na zjisténi hodnoty
nejmensiho prvku v haldé konstantni ¢as O(1).

Implementace haldy v programu, kterd ma vyse uvedené parametry,
miize byt napriklad tato: Pokud halda obsahuje N prvki, pak méame
jeji prvky uloZeny v poli na pozicich 0 az N — 1. Prvek na pozici s in-
dexem k mé dva ndsledniky, a to prvky na pozicich 2k +1 a 2k + 2.
Pokud je k prilis velké, 2k + 2 > N — 1, pak méa prvek na k-té pozici jed-
noho ¢ dokonce Zadného néaslednika. Prvek na pozici | (k —1)/2] (celd
Cést cisla (kK — 1)/2) pak nazyvame predchidcem prvku na pozici k. Ti
z vas, ktefl znaji binarni stromy, jisté v tom, co bylo FfeCeno, rozpo-
znali moZnost, jak v poli uchovavat vyvazené bindrni stromy (nésled-
nici jsou potomci a pfedchtdci jsou rodi¢e v obvyklé stromové termi-
nologii).

My vsak v poli nebudeme uchovéavat prvky haldy v libovolném poradi.
V kazdém okamziku bude platit nasledujici invariant (podminka): Kazdy
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prvek pole je mensi nez kterykoliv z jeho (nejvySe dvou) néslednikii.
Takze nase halda muze vypadat naptiklad takto:

011123 4|5 |6|7]8
6 120|257 |21)|22]|26 |27

7 toho, co jsme pravé popsali, je jasné, ze nejmensi prvek je ulozen na
pozici s indexem 0, a tedy muzeme snadno v konstantnim cCase zjistit
jeho hodnotu. V néasledujicim odstavci popiSeme, jak 1ze do haldy prvky
rychle pfidavat a naopak je z haldy odebirat.

Zamérme se nejprve na to, jak lze prvek do haldy pfidat. Jestlize
halda obsahuje N prvki, pak novy prvek, fikejme mu tf¥eba X, nejprve
umistime na konec pole, tj. na pozici s indexem N. Nyni prvek X po-
rovname s jeho predchtidcem. Pokud je jeho pfedchidce mensi, pak je
vSe v poradku a jsme hotovi. V opa¢ném pripadé X prohodime s jeho
predchiidcem. Nyni je X zfejmé mensi nez kterykoliv z jeho néasledniki,
ale stale by mohl byt mensi neZz jeho novy predchiidce. TakZze X po-
rovname s jeho soucasnym piedchiidcem a pokud je X opét mensi, pak
tyto dva prvky prohodime. Takto pokracujeme, dokud soucasny pied-
chidce X neni mensi nez X, nebo X zddného predchtidce nema (tj. X
je na pozici 0). ProtoZe se v kazdém kroku index pozice, kde se prvek X
pravé nachézi, zmensi alesponl na polovinu, provedeme celkové nejvyse
O(log N) vymén, a spotfebujeme tedy ¢as O(log N).

Odebrani nejmensiho prvku muze probihat takto: Prvek z posledni
pozice (tj. z pozice N — 1) pfesuneme na pozici 0. Misto s pfedchidcem
jej vSak porovname s jeho nasledniky a v pfipadé, zZe je vétsi nez néktery
z nich, prohodime ho s nim (pokud je vétsi nez oba jeho naslednici,
pak ho prohodime s mensim z nich). Protoze se v kazdém kroku index
,bublajiciho* prvku v poli alespon zdvojnasobi, opét spotfebujeme cas
O(log N).

Povsimnéme si, ze pokud bychom si pro kazdy prvek pamatovali jeho
umisténi v poli, pak by bylo mozné libovolny prvek odebrat v case
O(log N) — stacilo by dat na jeho misto prvek s indexem N a vymé-
nami (dopfedu ¢ dozadu) zajistit, aby prvky v poli stéle splitovaly nasi
podminku.

Ukézku implementace haldy si mizete prohlédnout na konci nasi ku-
charky.
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Dijkstrav algoritmus

Dijkstriv algoritmus se pouziva pro hledani nejkratsich cest v grafu.
Graf si muzeme predstavovat jako néjaké body, kterym fikdme wvrcholy,
spojené navzajem Carami, kterym fikame hrany. V nasem piipadé budou
mit hrany pfifazeny vdhy, tedy néco jako délku ¢ary. Cestou nazveme
posloupnost vrchold vivs ...v4 takovou, ze kazdé dva po sobé jdouci vr-
choly jsou spojeny hranou; délka cesty bude soucet vah hran spojujicich
dvojice po sobé nasledujicich vrcholi. Graf si mizeme predstavit napii-
klad jako mésta spojena silnicemi, kde vaha je délka silnice; délka cesty je
vzdalenost, kterou ujedeme mezi mésty. Nékdy se setkame s orientovang-
mi grafy, ve kterych maji hrany pfifazenu orientaci, tj. smér z jednoho
vrcholu do druhého; je po nich mozné cestovat pouze v tomto sméru
(jednosmérné silnice). Piiklady nékolika grafi jsou zakresleny na obr. 1.
Vsimnéte si, ze v nakresu grafu se mohou hrany k¥izit, i kdyz nemaji
spoleény vrchol (samoziejmé, ze takovéto kiizeni neni dovoleno pouzit
k odboceni na cesté grafu).

Dijkstrav algoritmus nalezne v grafu nejkratsi cestu mezi dvéma za-
danymi vrcholy za predpokladu, Zze vahy vSech hran jsou nezaporné. Ve
skutec¢nosti tento algoritmus déla o malinko vice: Najde nejkratsi cesty
z jednoho zadaného vrcholu do vSech ostatnich.

OB AR

Obr. 1. Ukazky graft

Necht vg je vrchol grafu, ze kterého chceme uréit délky nejkratsich
cest. Budeme si udrzovat pole délek zatim nalezenych cest z vrcholu vg
do vSech ostatnich vrcholu grafu. Navic u nékterych vrcholi budeme mit
poznamenano, Ze cesta nalezenad do nich je uz ta nejkratsi mozna. Tako-
vym vrcholim budeme fikat trvale ohodnocené. Na zacatku inicializuje-
me v poli v§echny hodnoty na co, kromé hodnoty odpovidajici vrcholu vy,
kterou inicializujeme na 0 (délka nejkratsi cesty z vy do vy je zfejmé
rovna 0). V kazdém kroku algoritmu pak provedeme toto: Ze vSech vr-
choltl, které nejsou trvale ohodnocené, vybereme takovy vrchol w, pro
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ktery je délka zatim nalezené cesty nejkratsi. Vrchol w prohlasime za tr-
vale ohodnoceny. Déle pro kazdy vrchol v, ktery neni trvale ohodnoceny,
otestujeme, zda cesta z vrcholu vy do w a pak po hrané z w do v neni
kratsi nez zatim nalezend cesta z vg do v. Je-li tomu tak, zménime délku
zatim nalezené cesty do v.

Algoritmus skon¢i, jsou-li vSechny vrcholy trvale ohodnocené, nebo
pokud vSechny vrcholy, které nejsou trvale ohodnocené, maji délku cesty
rovnou oo (v takovém piipadé se graf skladd z vice nesouvislych éasti).

Nez dokazeme, Ze popsany algoritmus opravdu nalezne délky nejkrat-
gich cest z vrcholu vg, zamysleme se nad jeho ¢asovou slozitosti: K ucho-
vévani délek dosud nalezenych cest pouzijeme haldu. Halda bude na za-
catku obsahovat NV prvki a v kazdém kroku se pocet jejich prvku snizi
o jeden. Cely algoritmus ma nejvyse N kroku, kde N je pocet vrcholu
vstupniho grafu. V kazdému kroku musime zkontrolovat tolik vrcholt v,
kolik hran vede z vrcholu w. Kazda takova kontrola muize vyustit ve vy-
jmuti a pfidani prvku v haldg, tj. miizeme na ni potfebovat ¢as O(log N).
Pocet takovych zmén pro vSechny kroky dohromady je nejvyse O(M),
kde M je pocet hran vstupniho grafu. Celkova ¢asova slozitost naseho
algoritmu je tedy O((N + M)log N).

Muze se samoziejmé stat, ze graf ma hodné hran, az kvadraticky
mnoho v poc¢tu vrcholdt N. V takovém pripadé je lepsi haldu viibec ne-
pouzit, ohodnoceni vrcholt si uchovavat v norméalnim poli a v kazdém
kroku uréit vrchol w v ¢ase O(N) prostym vybérem nejmensi hodnoty
z trvale neohodnocenych vrcholt. Casové slozitost této implementace
Dijkstrova algoritmu, jejiz kéd lze najit na konci kuchaiky, je O(N 2).
Poznamenejme, ze pouzitim jiného druhu haldy, tzv. Fibonacciho haldy,
1ze zlepsit asovou slozitost Dijkstrova algoritmu az na O(M + N log N).

Vratme se k ditkazu spravnosti Dijkstrova algoritmu. DokéZeme, Ze
algoritmus skutecné nalezne nejkratsi cesty z vrcholu vyp.

Ukéazeme, 7Ze po kazdém kroku algoritmu plati néasledujici tvrzeni:
Nechf A je mnozina trvale ohodnocenych vrchold. Pak délka dosud na-
lezené cesty z vy do v (v je libovolny vrchol grafu, ne nutné z mno-
ziny A) je délka nejkratsi cesty wvovy...viv takové, Ze vSechny vrcholy
Vg, V1, - - -, Uk jsou v mnoziné A. Tvrzeni dokdzeme indukci podle poctu
kroku algoritmu, které jiz probéhly.

Tvrzeni zfejmé plati pfed a po prvnim kroku algoritmu. Necht w je
vrchol, ktery byl v predchozim kroku prohlésen za trvale ohodnoceny.

Uvazujme nejprve vrchol v, ktery je trvale ohodnoceny. Pokud v = w,
je tvrzeni trividlni. V pripadé, kdy v # w, ukdzZeme, Ze existuje nej-
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kratsi cesta z vg do v pres vrcholy z A, kterd nepouziva vrchol w.
Oznacme D délku nejkratsi cesty z vy do v pies vrcholy z A\ {w}.
Protoze v kazdém kroku vybirdme vrchol s nejmensim ohodnocenim
a ohodnoceni vybranych vrcholi v jednotlivych krocich tvori neklesa-
jici posloupnost (vahy hran jsou nezaporné), je délka cesty z vy do w
pres vrcholy z A alesponi D, a tedy délka libovolné cesty z vy do v pies w
pouzivajici vrcholy z A je alesponn D. Takova cesta proto nemize byt
krat$i nez D. Existuje tedy nejkratsi cesta z vy do v pres vrcholy z A.

Uvazujme nyni vrchol v, ktery jesté neni trvale ohodnoceny. Necht
Vo1 - .. VEV je nejkratsi cesta z vy do v takova, Ze vSechny vrcholy v,
V1, ..., Uk jsou v mnoziné A. Pokud vy = w, pak jsme ohodnoceni v
zménili na délku této cesty v pravé probéhlém kroku. Pokud vy # w, pak
mizeme predpokladat, Ze zadny z vrcholdt vy, ..., vx neni w (na konci
minulého odstavce jsme ukézali, ze do kazdého vrcholu v € A, v # w,
existuje nejkratsi cesta pfes vrcholy z A\ {w}). Vidime tedy, Ze délka
cesty do v se rovnala spravné hodnoté uz pred pravé probéhlym krokem.

Vzhledem k tomu, Ze po poslednim kroku obsahuje mnozina A praveé
ty vrcholy, do kterych existuje cesta z vrcholu vy, dokazali jsme, ze al-
goritmus funguje spravné.

Na zavér poznamenejme, ze Dijkstriv algoritmus funguje i pro orien-
tované grafy a Ze jej lze snadno upravit tak, aby kromé urceni délky nej-
kratsi cesty takovou cestu také nasel: U kazdého vrcholu si v okamziku,
kdy mu ménime ohodnoceni, poznamename, ze kterého vrcholu do néj
prichazime. Nejkratsi cestu do néjakého vrcholu pak zrekonstruujeme
tak, ze u posledniho vrcholu této cesty zjistime, ktery vrchol je predpo-
sledni, u predposledniho, ktery je predpredposledni, atd.

Implementace haldy

var halda:array[0..MAX] of integer;
N: word; { polet prvkié v haldé }

procedure chyba; { n&co je Spatné }

function nejmensi:integer;
begin
if N=0 then chyba;
nejmensi:=haldal[0]
end;
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procedure vloz(prvek: integer);
var i,j:word;
X:integer;
begin
if N=MAX then chyba;
i:=N; N:=N+1;
haldali] :=prvek;
while (i>0) and (haldal[(i-1) div 2]>haldal[i]) do
begin
j:=(i-1) div 2;
x:=halda[j]; haldalj]:=haldali]; haldal[i]:=x;
i:=j;
end
end;
procedure zrus_nejmensi;
var 1i,j:word;
x:integer;
begin
if N=0 then chyba;
halda[0] :=halda[N-1];

N:=N-1; i:=0;
while 2*i+1<=N-1 do
begin
ji=1i;

if (2#i+1<=N-1) and (halda[j]>halda[2*i+1])
then j:=2x%i+1;

if (2%i+2<=N-1) and (halda[jl>halda[2*i+2])
then j:=2%i+2;

if i=j then break;

x:=halda[i]; haldalil:=halda[j]; haldalj]:=x;

i:=j

end
end;

Implementace Dijkstrova algoritmu

var N: word;
{ pocet vrchold }
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vahy: array[1..MAX,1..MAX] of integer;
{ vahy hran, -1 = hrana neexistuje }
delky: array[1..MAX] of integer;

{ délky zatim nalezenjch cest, -1 = nekonecno }

trvaly: array[1..MAX] of boolean;
{ trvale ohodnocen? }

procedure Dijkstra(odkud: word);
var i: word;
w,V: word;
begin
for i:=1 to N do
begin
trvaly[i] :=false;
delky[i] :=-1;
end;
delky [odkud] :=0;
repeat
w:=-1;
for i:=1 to N do
if not(trvaly[i]) and (delky[i]l<>-1) then
if w=-1 then
w:=i
else
if delky[i]<delky[w] then
wW:i=1i;
if w<>-1 then
begin
trvaly[w] :=true;
for i:=1 to N do
if (vahy[w] [i]<>-1) and not(trvaly[i]) and
{ podminku "not(trvaly[i])" 1lze vypustit }
(delky [w]l+vahy[w] [i]1<delky[i]) then
delky[i] :=delky [w]+vahy [w] [i]
end
until w=-1;
end;
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