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INFORMATIKA

Recepty z programatorské kucharky
Korespondencniho semindre z programovani,
V. dast”)

Daniel Krdl, Martin Mares a Milan Straka, MFF UK Praha

V patém dilu naseho povidani o zajimavych algoritmech a datovych
strukturach si vysvétlime navrh algoritm pomoci techniky dynamic-
kého programovdni. Tato technika je zalozena na jednoduché myslence:
vyfeSme danou tlohu nejprve pro zadani mensi velikosti a poté tato Te-
Seni zkombinujme dohromady. Dynamické programovani si predvedeme
na dvou piikladech. Na konci kuchaiky pak naleznete nékolik otazek
a problémi, na kterych si mtzete vyzkousSet, jak jste nasemu povidani
porozuméli.

Prvnim z nasich dvou ptikladu je tloha znama jako problém batohu.
Je dano N pfedmétt o celociselnych hmotnostech mq,...,my a celé
¢islo M (nosnost batohu) a tkolem je vybrat nékteré z pfedméti tak,
aby soucet jejich hmotnosti byl co nejvétsi, ale zdroven neptekrocil M.
Predvedeme si algoritmus, ktery tento problém fesi a jehoz Casova slozi-
tost je O(MN).

Béhem vypoctu budeme pouzivat pomocné pole Afi], i =0,..., M, a
cely vypocet bude rozdélen do N kroki. Na konci k-tého kroku bude pr-
vek A[i] nenulovy (coz odpovidd hodnoté true), jestlize z prvnich k pied-
méta lze vybrat predméty, jejichz soucet hmotnosti je presné i. Pred
prvnim krokem (po nultém kroku) jsou vSechny hodnoty A[i] pro i > 0
nulové a A[0] ma néjakou nenulovou hodnotu, feknéme —1. VSimnéme
si, jak kroky algoritmu odpovidaji podaloham, které feSime: v prvnim
kroku vytresime podilohu odpovidajici tiloze, kdyby byl k dispozici jen
prvni pfedmét, v druhém kroku vyfesime podulohu s prvnim a druhym
predmétem, v tfetim s prvnimi tfemi predméty atd.

*) Informace o Korespondeénim seminafi z programovani porddaného Mate-
maticko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy v Praze lze nalézt na webové
strance http://ksp.mff.cuni.cz.
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PopiSme si nyni k-ty krok algoritmu. Pole A budeme prochazet od
konce, tj. od i = M. Pokud je hodnota Ali] stdle nulova, ale hodnota
Ali —my]| je nenulové, zménime hodnotu uloZzenou v A[i] na k (pozdéji si
vysvétlime, pro¢ hodnotu A[é] volime timto zptisobem). Nyni si rozmys-
lime, Ze po provedeni k-tého kroku odpovidaji nenulové hodnoty v poli A
hmotnostem podmnoZin z prvnich k pfedméti. Pokud je hodnota A[i]
nenulovd, pak bud byla nenulova pfed k-tym krokem (a v tom pfipadé
odpovid4a hmotnosti néjaké podmnoziny prvnich k — 1 pfedmétt), anebo
se stala nenulovou v k-tém kroku. Potom ale hodnota A[i — my] byla
pred k-tym krokem nenulova, a tedy existuje podmnozina prvnich £ —1
predméti, jejiz hmotnost je ¢ — my. Pfidanim k-tého predmétu k této
podmnoziné vytvorime podmnozinu pfedméti hmotnosti presné i. Nao-
pak pokud lze vytvofit podmnozinu X hmotnosti ¢ z prvnich k prfedméti,
pak takovou podmnozinu X lze bud vytvofit jen z prvnich k — 1 pred-
métl, a tedy hodnota A[é] je nenulova jiz pfed k-tym krokem, anebo k-ty
pfedmét je obsazen v takové mnozing X. Potom ale hodnota A[i — my]
je nenulova pied k-tym krokem (hmotnost podmnoziny X bez k-tého
prvku je i — my) a hodnota Ali] se stane nenulovou v k-tém kroku.

Po provedeni vSech N kroku odpovidaji nenulové hodnoty A[i] presné
hmotnostem podmnozin ze vSech pfedmétii, co mame k dispozici. Spe-
cidlné nejvétsi index iy takovy, Zze hodnota Alig] je nenulovd, odpo-
vida hmotnosti ,,nejtézsi“ podmnoziny predmétii, ktera neprekro¢i hmot-
nost M. Nalézt jednu mnozinu této hmotnosti také neni obtizné: pro-
toze v k-tém kroku jsme ménili nulové hodnoty v poli A na hodnotu k,
tak v Alig] je ulozeno ¢islo jednoho z pfedméti néjaké takové mnoziny,
v Alig — may,] ¢islo dalsiho pfedmétu atd. Zdrojovy kéd tohoto algo-
ritmu lze nalézt nize.

Casové slozitost algoritmu je O(NM), nebot se sklddd z N krok,
z nichz kazdy vyzaduje ¢as O(M). Pamétova slozitost ¢ini O(N+ M), coz
predstavuje pamét potiebnou pro ulozeni pomocného pole A a hmotnosti
danych predméti.

var N: word; { polet pfedmétd }
M: word; { hmotnostni omezeni }
hmotnost: array[1..N] of word;
{ hmotnosti danjch pfedmétd }
A: array[0..M] of integer;
i, k: word;
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begin
A[0]:=-1;
for i:=1 to M do A[i]:=0;
for k:=1 to N do
for i:=M downto hmotnost[k] do
if (A[i-hmotnost[k]]1<>0) and (A[i]=0) then A[i]:=k;
i:=M;
while A[i]=0 do i:=i-1;
writeln(’Maximdlni hmotnost: ’,i);
write(’Pfedméty v mnoZiné:’);
while A[i]<>-1 do
begin
write(’ ’,A[i]);
i:=i-hmotnost[A[i]];
end;
writeln;
end.

N&s druhy priklad bude z oblasti grafovych algoritmi. Floyd-
Warshalliiv algoritmus pro nalezeni nejkratsich cest mezi vsemi vrcholy
grafu — my se ale pokusime bez definice grafu jak v zadani, tak v feseni
tohoto piikladu obejit. P¥ipometime v8ak, Ze v prvnim dilu kuchatek [1]
jsme si ukazali algoritmus, Dijkstriiv algoritmus, pro nalezeni nejkratsich
cest v grafu z jednoho vrcholu do vSech ostatnich vrcholta. Tento algorit-
mus pracuje v ¢ase O(N?), kde N je pocet vrcholti grafu. Nejkratsi cesty
mezi vSemi vrcholy grafu bychom pomoci tohoto algoritmu, kdybychom
jej spustili pro kazdy vrchol zvlast, nalezli v ¢ase O(N?3).

Vstupem algoritmu je N mést. Mezi nékterymi dvojicemi mést vedou
(obousmérné) silnice, jejichz (nezdporné) délky jsou téz dany na vstupu.
Pfedpoklddame, Ze silnice se jinde nez ve méstech nepotkavaji (pokud se
kiizi, tak mimotroviiové). Ukolem je spocitat nejkratsi vzdalenosti mezi
vSemi dvojicemi mést, tj. délky nejkratSich cest mezi vSemi dvojicemi
mést. Cestou rozumime posloupnost mést takovou, ze kazda dvé po sobé
nasledujici mésta jsou spojena silnici, a délka cesty je soucet délek silnic,
které tato mésta spojuji.

Vzdalenosti mezi mésty jsou na zacatku algoritmu ulozeny ve dvou-
rozmérném poli D, tj. D[i|[j] je vzdalenost z mésta i do mésta j. Pokud
mezi mésty ¢ a j nevede zadné silnice, bude D[i][j] = oo (v programu
bude tato hodnota rovna néjakému dostateéné velkému éislu). V pribéhu
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vypoctu si budeme na pozici DJi][j] udrzovat délku nejkratsi dosud na-
lezené cesty mezi mésty i a j.

Algoritmus se skladd z N fazi. Na konci k-té faze bude v D[i][j] ulo-
zena délka nejkratsi cesty mezi mésty i a j, kterd prochazi pres néktera
z mést 1 az k. V prabéhu k-té faze tedy staci vyzkouset, zda pro mésta
1 a j je krat$i stavajici cesta pres mésta 1,...,k — 1, jejiz délka je ulo-
zena v DI[i][j], anebo existuje kratsi cesta pfes mésto k. Pokud takova
cesta existuje, pak jeji ¢ast do mésta k je nejkratsi cesta z ¢ do k pres
mésta 1,...,k — 1 a jeji Cast z mésta k je nejkratsi cesta z k do j pres
mésta 1,...,k — 1. Délka takové cesty je tedy rovna D[i|[k] + D[k][j].
V k-té fazi tedy staci pro vSechny dvojice i a j vyzkousSet, zda je sou-
¢et D[i][k] + DI[k][j] mensi nez stavajici hodnota DJi][j], a pokud ano,
nahradit hodnotu D[i][j] timto sou¢tem.

Z popisu algoritmu pfimo plyne, Ze po N-té fazi je na pozici D[i][j]
ulozena délka nejkratsi cesty z mésta ¢ do mésta j. Protoze v kazdé
z N fazi algoritmu musime vyzkousSet vSechny dvojice ¢ a j, vyzaduje
kazd4 faze cas O(N?). Celkova ¢asova sloZitost naseho algoritmu tedy
je O(N3). Pamétova slozitost algoritmu je O(N?). Popi§me si jesté, jak
bychom postupovali, kdybychom kromé vzdalenosti mezi mésty chtéli
nalézt i nejkratsi cesty mezi nimi. To lze jednodusSe vytesit naptiklad
tak, Ze si budeme udrZzovat dalsi pomocné pole E[i][j], do kterého pti
zméné hodnoty DI[i][j] uloZime nejvyssi ¢islo mésta na cesté z ¢ do j
délky DI[i][j] (pfi zméné v k-té fazi je to &islo k). Mame-li pak vypsat
nejkratsi cestu z @ do j, vypiSeme nejprve cestu z i do E[i][j] a pak cestu
z E[i][j] do j. Tyto cesty nalezneme stejnym (rekurzivnim) postupem.

var N:word; pocet mést

D:array[1..N] of array[1l..N] of longint;
{ délky silnic mezi m&sty, D[i] [i]=0,
misto neexistujicich je "nekoneéno" }

E:array[1..N] of array[1..N] of word;
{ nejvyssi &islo mésta na nejkrat3i cesté
z i do j; E[i]1[j]1=0 znamend, Ze nejkratsi
cesta pouziva pouze silnici z i do j }

i,j,k:word;
begin

for i:=1 to N do

for j:=1 to N do E[i] [j]:=0;
for k:=1 to N do
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for i:=1 to N do
for j:=1 to N do
if D[i]l[k]1+D[k][j] < D[i][j] then

begin
D[il[j1:=D[il[k] + D[k]I[j];
E[i] [j]:=k;

end;

end.

Pro vypsani nejkratsi cesty z mésta ¢ do mésta j bychom pak pouzili

nasledujici proceduru:

procedure cesta(i: word; j: word);
begin

if (E[i]1[j1=0) then

begin
writeln(’Jedte po silnici
z mésta ’,i,’ do mésta ’,j,’.’);
exit
end;
cesta(i,E[1][j1);
cesta(E[1]1[j1,3);

end;

Na zavér si uvedme nékolik otazek a problémi souvisejicich s techni-

kou dynamického programovani a dnes pfedvedenych algoritm.

1.

22

Jak byste fesili problém batohu, ve kterém by kazdy predmeét kromé
hmotnosti mél i (nezdpornou) cenu a tukolem by bylo nalézt mno-
zinu predméti, jejichz hmotnost je nejvyse M a jejichz soucet cen je
co nejvyssi? Snazime se tedy dosdhnout co nejvyssi ceny naloZenych
pfedmétii (ne hmotnosti jako v nasem povidani).

. Jak je tfeba zménit Floyd-Warshallav algoritmus, jestlize silnice mezi

mésty budou jednosmérné?

Pro¢ neni dobte, kdyz ,,nekonecno“ ve Floyd-Warshallové algoritmu
bude maxint? Zamyslete se, co by pak bylo sou¢tem dvou takovych
,hekonecen“ v podmince ve vnitinim cyklu algoritmu.

. Pro¢ musime ve Floyd-Warshallové algoritmu predpokladat, ze délky

silnic jsou nezaporné?

V minulé kuchaice [2] jsme si vysvétlili, co jsou binarni vyhledavaci
stromy. Pfipomeiime, ze doba vyhledani prvku v bindrnim vyhleda-
vacim stromé je pfimo tmérnd jeho vzdalenosti od korene. Predpo-
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kladejte, ze mate dano N usporadanych prvka a u kazdého z nich
je dana cetnost a;, © = 1,..., N, jak casto bude tento prvek potifeba
vyhledavat. Navrhnéte algoritmus, ktery vytvori binarni vyhledavaci
strom, ze priumérnd doba vyhledani prvku ve stromé bude miniméalni,
tj. soudet > | a;{; bude nejmensi mozny, kde ¢; je délka cesty ve
stromé od korene k i-tému prvku.

6. Je dano N mést, z nichz néktera jsou spojena silnici. Délky silnic mezi
mésty jsou téz dany. Vasim tkolem je navrhnout okruzni cestu pies
mésta tak, aby kazdé mésto bylo navstiveno alespon jednou a celkova
délka cesty byla co nejkratsi.

Nejjednodussim feSenim je samoziejmé vyzkouset vSech N! moZnych
poradi navstév mést a mezi jednotlivymi po sobé nasledujicimi mésty
se presunout po nejkratsi cest€ mezi témito mésty. Tento algoritmus
mé Casovou slozitost O(N!) = 20(V1ee V) Pomoci dynamického pro-

gramovani lze vSak navrhnout algoritmus, jehoz ¢asova slozitost je jen
20,
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I kdyz nezdobi mé vlasy Zdadneé,
nosit hreben duvody mdm pddné:
UZivam ho k ucesdani myslenek,
aby byly hezké aspon navenek.
Obcas v hlavé mi vSak ndpad vzejde,
ktery vibec ucesati nejde.
Pro mé prdtele to neni novina:
Napadla ho zas néjakd konina!
Emil Calda®

*) Uvod do obecné teorie prostoru, Karolinum, Praha, 2003
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