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INFORMATIKA

Recepty z programatorské kucharky
Korespondencniho semindre z programovani,
V. ¢ast™

Daniel Krdl, Martin Mare§ a Tomds Valla, MFF UK Praha

Ve druhé casti kucharky jsme se zabyvali tfidénim dat. V dnesni ¢asti
si povime, jak v usporadanych datech néco efektivné najit a jak si data
udrzovat stale usporadana. K tomu se nam bude hodit zejména binarni
vyhledavani a rizné druhy vyhledavacich stromii.

Binarni vyhledavani

Predstavte si, ze médme dano obrovské pole setfidénych datovych po-
lozek x;, které mohou vypadat libovolné. To, Ze polozky jsou setridéné,
znamena jen a pouze to, ze r1 < ro < ... < zy, kde < je néjaka re-
lace, ktera urcuje, ktera ze dvou polozek je mensi. V prikladech, které si
v tomto povidani predvedeme, budou nasimi daty cela ¢isla, ale vse, co
si fekneme plati téz pro jakdkoliv jind utfidénd data.

Nejprve si popiseme, jak v daném poli rychle najit néjakou konkrétni
polozku z. Pii vyhledavani si budeme udrzovat interval, ve kterém se
muze hledand polozka nachazet, tj., budeme mit k dispozici dva indexy
l a p takové, Ze z; < z < xp,. V kazdém kroku si nalistujeme polozku x,,
pro néjaky index m mezi [ a p a porovnhame xz,, a z. Pokud z.,, = z, pak
jsme nalezli hledanou polozku. Pokud z,, < z, pak z musi nésledovat
Zp, v poli a polozime [ = m+1. Pokud z,, > 2, pak zménime p na m—1.
Pokud ! = p a x; # z, pak pole hledanou polozku neobsahuje.

Pro libovolnou volbu m mezi [ a p, se zmensi délka p — [ + 1 intervalu,
kde se mize hledana polozka z v poli nachazet, a algoritmus je tedy
koneény. Nejéastéji se jako hodnota indexu m voli (I + p)/2. V takovém

*) Informace o Korespondeénim seminafi z programovani porddaného Mate-
maticko-fyzikalni fakultou Univerzity Karlovy v Praze lze nalézt na webové
strance http://ksp.mff.cuni.cz.
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pripadé se totiz v kazdém kroku velikost intervalu, kde mtize byt hledana
polozka, zmensi na polovinu. Hledanou polozku tedy v poli nalezneme
(nebo zjistime, Ze ji pole neobsahuje) v ¢ase O(log N). Pravé popsany
algoritmus se nazyva bindrni vyhleddvdni nebo také hleddni pulenim in-
tervalu. Bindrni vyhledavani lze jednoduSe naprogramovat rekurzivné
nebo pomoci cyklu, jak mtizeme vidét v nésledujicim prikladu:

function BinSearch(z : integer):integer;
var 1,p,m : integer;

begin
1 :=1; { meze intervalu, ve kterém hledame }
p := N;
while 1 <= p do begin { interval jeS8té neni prazdny }
m := (1l+p) div 2; { st¥ed intervalu }
if z < x[m] then
p := m-1 { hleddanjy prvek je mensi
else if z > x[m] then
1 := m+l { hledany prvek je vé&tsi }
else begin { Bingo! }
hledej := m;
exit;
end;
end;
hledej := -1; { pole prvek z neobsahuje }
end;

Jinou moznosti jak volit m, pouzivanou zejména, pokud lze predpo-
kladat, ze polozky pole jsou ¢isla ndhodné vybrand z néjakého intervalu,
je volba

m=1+22,
p—1
Dtivodem takovéto volby je, Ze pokud jsou ¢isla v poli vybréana (rovno-
meérné a nezavisle) ndhodné z néjakého intervalu, pak hodnoty polozek
x1,...,xN jsou blizké aritmetické poslopnousti. Podrobnou analyzou, jez
pfesahuje rozsah tohoto ¢lanku, lze ukéazat, zZe v takovémto pfipadé je
oéekdvanyg podet kroki vyhledavani O(loglog N).

Hledéani ptlenim intervalu je velmi rychlé, pokud méme moznost si
data predem setridit. Jakmile ale potfebujeme za béhu programu pfi-
dévat a odebirat zdznamy, jen s touto metodou si nevystacime: budto
budeme mit zdznamy uloZené v poli, a pak nezbyva nez p¥i zatfidovani
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nového prvku ostatni ,,rozhrnout”, coz mtze trvat az N krokt, a nebo si
je budeme udrzovat ve spojovém seznamu, do kterého dokazeme prida-
vat v konstantnim case, jenze pak pro zménu nebudeme pfi vyhledavani
schopni rychle najit prvek s indexem m. Zptsobem, jak se vypotradat
s témito dvéma obtizemi, je udrzovat si data ve vyhleddvacim stromé.

Binarni vyhledavaci stromy

Zkusme provést nasledujici myslenkovy pokus. Predstavme si, jakymi
vSemi moznymi cestami se mize v nasem poli binarni vyhledavani ubirat.
Na zacatku porovnavame s prostiednim prvkem a podle vysledku se
vydéme jednou ze dvou moznych cest (nebo rovnou zjistime, Ze se jedna
o hledany prvek, ale to neni moc zajimavy piipad). Na kazdé cesté nés
zase ¢eka porovnani se stfedem prislusného intervalu a to nas opét posle
jednou ze dvou dalsich cest atd. To si miuzeme prehledné popsat pomoci
zakofenéného stromu.

e®@
© @ @)

Obr. 1: Pfiklad binarniho vyhledavaciho stromu.

Kofen stromu odpovida celému poli (a jeho prostfednimu prvku).
K nému budou pfipojené vrcholy obou polovin pole (opét obsahujici pfi-
slusné prostiedni prvky) a tak dale. OvSem jakmile zndme tento strom,
mizeme nas pulici algoritmus provadét primo podle stromu: zacneme
v kofeni, porovname a podle vysledku se budto presuneme do levého
nebo pravého podstromu a tak dédle (obr. 1). Kazdy pribéh algoritmu
bude tedy odpovidat néjaké cesté z kofene stromu do hledaného vr-
cholu z.

Ted si ale vS§imnéte, Ze aby hledani hodnoty podle stromu fungovalo,
strom viibec nemusel vzniknout pfesné pilenim intervalu — stacilo, aby
v kazdém vrcholu platilo, zZe vSechny hodnoty v levém podstromu jsou
mensi nez tento vrchol a naopak hodnoty v pravém podstromu vétsi.
Hledani v témze poli by tedy popisovaly i stromy na obr. 2.

Vyhledéni jednoho prvku ale v takovychto jinych stromech uz nemusi
trvat jen O(log N), napf. pokud je strom degenerovany podobné jako
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strom vyobrazeny na obr. 2 vpravo, na vyhledani nejvétsiho prvku je
potfeba linedrni cas. Kromé rychlého vyhledavani ve stromech je ale
téz dulezité, abychom takovéto stromy dokazali snadno modifikovat, tj.
jednoduse pridat nebo odebrat prvek. V dnesnim povidani si popiSeme
AVL-stromy, které nemusi byt dokonale vyvazené, ale jejich hloubka je
presto stale O(log N).

(13
(6) 20
@ © U

Obr. 2: Jiné vyhledavaci stromy popisujici stejnou
mnozinu jako strom na obr. 1.

Zkusme si nyni poradné nadefinovat pojmy, které budeme nadale pou-
zivat. Bindrni vyhleddvact strom je bud jednovrcholovy strom nebo zako-
Fenény strom, jehoZ koren ma jeden nebo dva podstromy (levy a pravy),
které jsou také binarni vyhledavaci stromy. Hodnoty uloZené v levém
podstromé jsou mensi nez hodnota v kofeni, a ta je naopak mensi nez
vSechny hodnoty ulozené v pravém podstromu.

Pokud z je prvek stromu, pak kofen levého podstromu z je levy syn
vrcholu x a kofen pravého podstromu je jeho pravy syn. Vrcholu z se fika
otec téchto synt. Pokud je néktery z podstromt prazdny, pak vrchol x
odpovidajiciho syna nema. Vrchol, ktery neméa zadné syny, se nazyva list.
Vsimnéte si, Ze pokud z ma jen jediného syna, musime stale rozlisovat,
je-1li to syn levy nebo pravy, protoze potfebujeme udrzet spravné uspo-
Ffadani hodnot. Také si v§imnéte, ze pokud zname syny kazdého vrcholu,
miuizeme jiz rekonstruovat vSechny podstromy.

Binarni vyhledavaci stromy si budeme v paméti pocitace reprezento-
vat pomoci nasledujici datové struktury:

type pvrchol = “vrchol;
vrchol = record

1, p : pvrchol; { levy a pravy syn }
X : integer; { hodnota }
end;

Pokud néktery ze synt neexistuje, mé jemu odpovidajici ukazatel hod-
notu nil.
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Vyhleddvani proku

Vyhledévani prvku v bindrnim vyhledavacim stromé jsme si jiz po-
psali, pro tplnost si nyni pfedvedeme jeho implementaci:

function TreeFind(v:pvrchol; x:integer) :pvrchol;
{ Dostane kofen stromu a hodnotu. Vrati vrchol,
kde se hodnota nachazi, nebo nil, neni-1i. }
begin
while (v<>nil) and (v~.x<>x) do begin
if x<v~.x then

v :=v~.1l
else
v := Vv .p
end;
TreeFind := v;
end;

Vsimnéte si, ze funkce TreeFind pracuje v ¢ase O(h), kde h je hloubka
stromu, protoze zac¢ina v kofeni a v kazdém priichodu cyklem postoupi
o jednu hladinu nize.

VEladdni prvku

Nyni si popiSeme, jak do stromu vlozit novou hodnotu, aniz bychom
se ted starali o to, zda tim strom nemitize degenerovat. Nejprve zkusime
vklddanou hodnotu ve stromé najit a pokud ji strom neobsahuje, na-
razime pri hleddni na odbocku, kterd je nil. A presné na toto misto
pripojime nové vytvoreny vrchol, aby byl spravné usporadan vzhledem
k ostatnim vrcholtim (Ze tomu tak je, plyne z toho, Ze pifi hleddni jsme
postupné vyloucili vSechna ostatni mista, kde by novad hodnota mohla
byt). Naprogramujeme opét snadno, tentokrate si ukdZzeme rekurzivni
zachézeni se stromy:

function Treelns(v:pvrchol; x:integer) :pvrchol;
{ Dostane ko¥en stromu a hodnotu ke vloZeni,
vrati novy kofen. }
begin
if v=nil then begin
{ prazdny strom => zaloZime novy kofen }
new(v);
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v™ .1l := nil;
v™.p := nil;
vi.X = X;

end else if x<v~.x then { vkladame vlevo }
v~.1l := Treelns(v~.1l, x)

else if x>v~.x then { vkladame vpravo }
v™.p := TreeIns(v™.p, x);

Treelns := v;

end;

Odebirani prvku

Odebrani prvku ze stromu je o néco pracnéjsi. Musime totiz rozlisit t¥i
pripady: Pokud je odstranovany vrchol v list, staci zménit ukazatel na néj
na nil. Pokud méa pravé jednoho syna, vrchol v ze stromu odstranime a
jeho syna piepojime k jeho otci. A pokud mé syny dva, najdeme nejveétsi
hodnotu v levém podstromu (tu najdeme tak, ze pijdeme jednou doleva
a pak pofad doprava), umistime ji do stromu namisto odebiraného vr-
cholu a v levém podstromu ji pak smazeme (coZ uz umime, protoze ma
1 nebo 0 synt). Implementace nésleduje:

function TreeDel(v:pvrchol; x:integer) :pvrchol;
{ Parametry stejné& jako Treelns }
var w:pvrchol;

begin
TreeDel := v;
if v=nil then exit { prazdny strom }
else if x<v~.x then
v~.1l := TreeDel(v~.1l, x) { je&té hledéme x }

else if x>v~.x then
v™.p := TreeDel(v~.p, x)

else begin { nasli jsme }
if (v~.1=nil) and (v~ .p=nil) then begin
TreeDel := nil; { maZeme list }

dispose(v);
end else if v~.1=nil then begin
TreeDel := v~.p; { jen pravy syn }
dispose(v);
end else if v~.p=nil then begin
TreeDel := v~.1; { jen levy }
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dispose(v);

end else begin { ma oba syny }
w o= v©.1; { hledame max(L) }
while w™.p<>nil do w := w™.p;
vT.x = w.X; { prohazujeme }

{ a maZeme plvodni max(L) }
v™.1l := TreeDel(v~.1l, w™.x);

end;

end;
end;

(12 (12
Oe@ ®@® © ©@®

Obr. 3: Pridani prvku 2 a odebrani prvku 4 ze stromu z obr. 1.

Kdyz do stromu z obr. 1 zkusime nejdrive pfidat prvek 10 a poté
odebrat prvek 15, ziskdme stromy zobrazené na obr. 3. Na vkladani a
odebirani prvku budeme potiebovat ¢as O(h). Vzhledem k tomu, Ze jsme
se prvky nesnazili ptidavat a odebirat ze stromu tak, aby nedegeneroval,
tak se muze stat, ze hloubka h stromu bude linedrni v poctu jeho prvki.

Prochazeni stromu

Pokud bychom chtéli vSechny hodnoty ve stromu vypsat, staci strom
rekursivné projit a sama definice usporadani hodnot ve stromu nam za-
jisti, Ze hodnoty vypiSeme ve vzestupném poradi: nejdiive levy podstrom,
pak kofen a pak podstrom pravy. Casova slozitost je, jak se snadno na-
hlédne, linedrni v poctu prvki obsazenych ve stromé, protoze stravime
konstantni cas vypisovanim kazdého prvku a téch je préavé N. Implemen-
tace je opé€t primocara:

procedure TreeWrite(v:pvrchol);
begin
if v=nil then exit; { neni co dé&lat }
TreeWrite(v~.1);
writeln(v™.x);
TreeWrite(v~™.p);
end;
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VyvdzZené stromy

Vétsina algoritmt pro binarni vyhledéavaci stromy ma casovou slozi-
tost, kterd je imérné hloubce stromu. Jenze, jak jsme vidéli, neopatrnym
vkladanim a odebiranim prvkt mohou snadno vznikat stromy, jejichz
hloubka je linedrni v poctu prvki. Abychom tomu zabranili, musime
stromy vyvaZovat. Definujeme si tedy vhodné omezeni na tvar stromu
tak, aby jeho hloubka byla vzdy nejvyse O(log N).

Dokonale vyvdZeny vyhledévaci strom je takovy, ve kterém pro kazdy
vrchol plati, ze pocet vrcholt v jeho levém a pravém podstromu se lisi
nejvyse o jedna. Takové stromy kopiruji déleni na poloviny pii bindrnim
vyhledavani, a proto maji vzdy logaritmickou hloubku. Jediné, ¢im se lisi,
je, ze mohou zaokrouhlovat na ob€ strany, zatimco nas pilici algoritmus
zaokrouhloval polovinu vzdy dolt, takze levy podstrom nemohl byt nikdy
vétsi nez pravy. Z toho také plyne, Ze se snadnou modifikaci piliciho
algoritmu da dokonale vyvazeny binarni vyhledavaci strom zkonstruovat
v linearnim case ze setfidéného pole. Bohuzel v8ak vkladani a odebirani
prvku tak, aby vysledny strom byl opét dokonale vyvazeny, nelze provést
v logaritmickém case.

Zkusime tedy méné piisnou vyvazovaci podminku a budeme vyzado-
vat pouze, aby se u kazdého vrcholu lisily o jedna nikoliv velikosti pod-
stromt, nybrz jejich hloubky. Takovym stromim se ¥ika AVL stromy.
Piiklady AVL stromu lze nalézt na obr. 4.

(12

Obr. 4: Dva pfiklady AVL stromd.

Kazdy dokonale vyvazeny strom je také AVL stromem, ale opa¢né to
platit nemusi, viz obr. 4. To, Ze hloubka AVL strom je také logaritmicka,
proto neni Uplné ziejmé a toto tvrzeni si zaslouzi samostatny dikaz.

Turzeni: AVL strom, ktery obsahuje N prvki, mé hloubku O(log N).

Diikaz: Oznaéme Ay nejmensi mozny pocet vrchold, jaky miize mit AVL
strom hloubky d. Snadno zjistime, ze Ay =1, Ay =2, A3 =4a A, =7
(pfiklady takovych stromt hloubky 3 a 4 lze nalézt na obr. 4). Navic
plati, ze Ag = 1+ Aq_1+A4_2, protoze kazdy miniméalni strom hloubky d
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musi mit kofen a 2 podstromy, které budou opét miniméalni, protoze jinak
bychom je mohli vyménit za minim&lni, a tim snizit pocet vrchold celého
stromu. Navic alespon jeden z podstromt musi mit hloubku d—1, protoze
jinak by hloubka celého stromu nebyla d, a druhy hloubku d — 2, nebot
podle definice AVL stromu mtize mit hloubku d —1 nebo d —2 (a s mensi
hloubkou mize mit evidentné méné vrcholi).

Spocitat, kolik presné je A, neni uplné snadné, ale nam bude stacit
dokézat, ze Ag > 2"/2. To provedeme indukei: Pro d < 4 tvrzeni plati.
Pro d > 4 je pak

Ad — 1 +Ad71 +Ad72 >2(d—1)/2+2(d—2)/2 — 2d/2<2—1/2+2—1) >2d/2

(soucet ¢isel v zdvorce je ~ 1.207).

Nyni uz vime, ze Ay roste s d alespoii exponencidlné. Mame-li AVL
strom T na N vrcholech, najdeme si nejmensi d takové, ze Az < N.
Hloubka stromu 7" muze byt maximélné d, protoze jinak by 7 musel
mit alesponi Agz4q vrchold, ale to je vice nez N. A jelikoz Ay rostou
exponencialng, je d <log 5 N, ¢ili d = O(log N).

Rotace a dvojrotace

Po vlozeni ¢i odebrani prvku si nemizeme dovolit strukturu vyhle-
dévaciho stromu libovolné zménit, nebot musime zachovat jak vyvazeni
stromu, tak i jeho usporadani. Pti praci se stromem se nam budou hodit
dvé operace, které se nazyvaji rotace a dvojrotace.

Rotace binarniho stromu (respektive néjakého podstromu) je jeho
,prekorenéni“ za nékterého ze synt kotfene. Misto formalni definice od-
kazeme radéji ¢tenare na obr. 5. Strom jsme prekorenili za vrchol y a pre-
pojili jednotlivé podstromy tak, aby byly vzhledem k x a y opét spravné
uspofddané (vSimnéte si, Ze je jen jediny zpusob, jak to udélat). Jelikoz
se tim okoli vrcholu y ,otocilo“ po sméru hodinovych rucicek, tiké se
takové operaci rotace doprava. Inverzni operaci (tj. pfekofenéni za pra-
vého syna kofene) se ¥kd rotace doleva a na naSem obrazku odpovidd
prechodu zprava doleva.

(@) (¥)
(¥ — (2]
AN B A LN

Obr. 5: Rotace v binarnim vyhledévacim stromé.
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Dvojrotace je posloupnost dvou rotaci, které se lisi svym smérem (tj.
jedna rotace je doprava a druha doleva). Vysledkem dvojrotace je pre-
kofenéni podstromu za vnuka kofene a jeji priklad lze nalézt na obr. 6.

Obr. 6: Dvojrotace v bindrnim vyhledavacim stromé.

Pri vyvazovani se ndm bude hodit pamatovat si u kazdého vrcholu,
v jakém vztahu jsou hloubky jeho podstromiti. To si budeme pamatovat
pomoci znaménka vrcholu: znaménko vrcholu je ®, jsou-li oba podstromy
stejné hluboké, © pokud je levy podstrom hlubsi, a & pokud je pravy
podstrom hlubsi.

Pokud cely strom zrcadlové obratime (prohodime levou a pravou
stranu), znaménka se zméni na opacnad (@ a © se prohodi, ©® zlstane).
Toho budeme casto vyuzivat a ze dvou zrcadlové symetrickych situaci
popiseme jen jednu s tim, Zze druhd se v algoritmu zpracuje symetricky.

Casto také budeme potiebovat nalézt otce néjakého vrcholu. To mii-
zeme zafidit budto tak, Ze si do zadznamt popisujicich vrcholy stromu
pridame jesté ukazatele na otce a budeme ho ve vSech operacich poctivé
aktualizovat. Anebo vyuzijeme toho, Ze jsme do daného vrcholu museli
nékudy prijit z kofene, celou cestu z kofene si zapamatujeme v néjakém
zasobniku a postupné se budeme vracet.

AVL stromy — vyvaZovdni po vloZeni prvku

Po vlozeni prvku do stromu vytvofime novy list stromu. Pokud se tim
vyvazenost stromu neporusila, sta¢i pouze opravit znaménka na cesté
z nového listu do kofene (vSude jinde zustala zachovéna). Paklize se
porusila, musime vyvazenost stromu obnovit. Popiseme si algoritmus,
ktery bude postupovat od nového listu ke kotfeni a vSe potiebné zaridi.

Samotné pridani listu do stromu je na obr. 7. Pokud jsme pridali
list (bez Gjmy na obecnosti levy, jinak vyfesime zrcadlové) vrcholu se
znaménkem ©, zménime znaménko na S a posleme o patro vys informaci,
Ze se hloubka podstromu zvysila (to budeme znaéit Sipkou). Pokud jsme
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pridali list k vrcholu se znaménkem @, zméni se jeho znaménko na © a
hloubka podstromu se nezméni. V takovém pripad€ je strom vyvazeny a
muzeme skoncit.

TSN T

Obr. 7: Pfidéni listu do AVL stromu.

Nyni rozebereme pfipady, které mohou nastat na vyssich hladinach.
Vzdy budeme (podle symetrie) pfedpokladat, Ze se hloubka levého pod-
stromu zvétsila o jedna. Pokud mél vrchol znaménko @ nebo @, tak staci
zménit jeho znaménko a pripadné poslat o patro vyse informaci, Ze se
hloubka podstromu zvysila o jedna (obr. 8).

AA AR

Obr. 8: Vyvazovani po pfidani u vrcholu se znaménkem ¢ nebo ©.
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h—1h-1

Obr. 9: Vyvazovani po pfidani u vrcholu se znaménkem &, jehoz
levy syn ma téz znaménko ©. Podstromy maji pod sebou
uvedenu svoji hloubku.

vvvvvv

mé ted hloubku o dvé vyssi nez plrauvy7 takze musime zmemt strukturu
stromu. Proto se podivame o patro niz, jaké je znaménko levého syna
vrcholu z (oznafme tohoto syna y). Pokud je znaménko y rovno &,
provedeme jednoduchou rotaci vpravo. Jak to dopadne s hloubkami lze
vidét na obr. 9 — pokud si hloubku podstromu A oznacdime h, B musi mit
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hloubku h—1, protoze y je ©, atd. Jen nesmime zapomenout, Ze v = jsme
jesté © neprepocitali, takze ve skutecnosti je jeho levy podstrom o 2 hla-
diny hlubsi nez pravy (puvodni hloubky jsou na obrazku v zavorkach).
Po zrotovani vyjdou u z i y znaménka ©® a celkova hloubka se nezméni,
takze jsme hotovi.

(=)

Obr. 10: Vyvazovani po pfidani u vrcholu se znaménkem ©, jehoz
levy syn ma znaménko @. Podstromy maji pod sebou
uvedenu svoji hloubku; A~ znac¢i hloubku A — 1 nebo h.

Pokud y mé znaménko ¢, podivame se jesté o hladinu niz a prove-
deme dvojrotaci (obr. 10). Vimnéte si, Ze se ndm nemuize stat, ze by z
neexistovalo, protoze jinak by znaménko y nebylo @. Jelikoz z mize mit
libovolné znaménko, jsou hloubky podstromt B a C budto h nebo h—1,
coz zna¢ime h~ (a podle téchto hloubek pak uréime znaménka vrcholt
a y po rotaci). Kazdopadné vrchol z vzdy obdrzi ® a celkové hloubka se
nemeéni, takze nemusime ve vyvazovani stromu dale pokracovat.

Posledni moznost, ze by znaménko y bylo ®, nemiize nastat. Kdykoliv
se totiz zméni hloubka néjakého podstromu, ma jeho kofen znaménko
rizné od ©.

C}pé Jpé

Obr. 11: Odebrani vrcholu x s zddnym nebo jednim synem.

AVL stromy — vyvaZovdni po odebrdni prvku

Vyvazovani po odebrani prvku je ponékud obtiznéjsi, ale 1ze jej téz
snadno popsat pomoci nékolika obrazki. Pii odebirani prvku odstra-
nujeme ze stromu vzdy vrchol z, ktery je list nebo méa jednoho syna.
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Ze symetrie miizeme predpokléddat, ze pokud z je list, je levym synem
svého otce, a pokud ma jednoho syna, mé levého syna. V obou pfipa-
dech vrchol x ze stromu odstranime a posleme informaci, Ze se hloubka
podstromu zmensila o jedna (obr. 11). Toto nazna¢ime Sipkou dola.

AA AA

Obr. 12: Vyvazovani po zmenSeni hloubky levého podstromu
vrcholu se znaménkem © nebo ©.

Pokud se zmensila hloubka levého podstromu vrcholu, ktery ma zna-
ménko © nebo ©, sta¢l zménit znaménko tohoto vrcholu, jak je zna-
zornéno na obr. 12. Obtiznéjsi jsou pfipady, kdy se zmensi hloubka le-
vého podstromu vrcholu se znaménkem . Tehdy se musime podivat na
znaménko jeho pravého syna a podle toho zvolit vhodnou (dvoj)rotaci.
Pokud mé pravy syn znaménko @ (obr. 13), provedeme rotaci vlevo.
Znaménka obou rotovanych vrcholii se zméni na ® a celkova hloubka
stromu se snizi o jednu hladinu. Musime tedy ve vyvazovani pokracovat
o jednu hladinu vyse.

B h+1
h h+1 h h

Obr. 13: Vyvazovani po zmenseni hloubky levého podstromu vr-
cholu se znaménkem @, jehoz pravy syn ma téz znaménko
®. Podstromy maji pod sebou uvedenu svoji hloubku.

Pokud je znaménko pravého syna &, provedeme téz rotaci vlevo
(obr. 14), ale protoze se tentokrate hloubka podstromu nezménila, skon-
¢ime. Nejkomplikovanéjsi piipad je, kdyz je znaménko pravého syna &
(obr. 15). V tomto pfipadé provedeme dvojrotaci (vrchol z existuje, pro-
toZe jeho otec ma znaménko ©). Vrcholy obdrzi znaménka v zévislosti na
puvodnim znaménku vrcholu z a protoze se hloubka podstromu snizila
o jedna, musime ve vyvazovani pokracovat ve stromé o patro vys.
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h+1 h+1 h h+1

Obr. 14: Vyvazovani po zmenSeni hloubky levého podstromu vr-
cholu se znaménkem @, jehoZ pravy syn ma znamén-
ko ®. Podstromy maji pod sebou uvedenu svoji hloubku.

h

AL

Obr. 15: Vyvazovani po zmensSeni hloubky levého podstromu vr-
cholu se znaménkem @, jehoz pravy syn ma znamén-
ko ©. Podstromy maji pod sebou uvedenu svoji hloubku;
h~™ znaci hloubku i — 1 nebo h.

AVL stromy — shrnuti

Predvedli jsme si, jak do AVL stromu vlozit a jak z néj odebrat prvek
tak, aby vysledny strom byl opét AVL stromem. V obou piipadech jsme
postupovali pfi vyvazovani od listu ke kofeni, a proto je ¢asova slozitost
vlozeni ¢i odebrani jednoho prvku linearni v hloubce stromu, a tedy
logaritmicka v poc¢tu jeho prvki.

AVL stromy nejsou jedinymi vyhledavacimi stromy, u kterych umime
udrzet logaritmickou hloubku. V nékterém z nésledujicich dilt kucharky
si pfedvedeme cerveno-cerné stromy, kde si u kazdého vrcholu pamatu-
jeme jeho barvu (Gervenou nebo éernou) a plati, Ze pocet ernych vrchol
na cesté z kotene do libovolného listu je stejny. Jinym typem vyhleda-
vacich stromi jsou 2-3-stromy, kde kazdy vrchol ma dva nebo tfi syny.
Dalsi typy vyhledavacich struktur jsou napt. splay stromy, treapy, BB-«
stromy — jejich detailni popis vSak pfesahuje rozsah naseho povidéani.
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