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INFORMATIKA

Recepty z programatorské kucharky
Korespondencniho semindre z programovani,
2. Cast

Daniel Krdl, Martin Mares, Tomd$ Valla, MFF UK Praha

Resitelé Korespondencniho semindve z programovdni, ktery pro stu-
denty stifednich skol porddda MFF UK v Praze, dostavaji spolecné se
zadanim tloh téz Recepty z programdtorské kucharky. Na strankach
Rozhledi matematicko-fyzikdlnich muzete nalézt jejich upravenou verzi.
O seminafi se lze dovédét vice napf. z jeho webovych stranek na adrese
http://ksp.mff.cuni.cz/, kde naleznete i pvodni verzi , recepti®.

V této casti ,kucharky“ se budeme vénovat trideni, tedy algoritmim
umoznujicim co nejrychleji a nejuspornéji seradit data, se kterymi pracu-
jeme. Protoze se setfidénymi tidaji se pracuje mnohem lépe a zejména se
v nich 1épe vyhledava, byva tridici algoritmus soucasti téméf kazdého
vétsiho programu. Obvykle tfidime exemplafe datové struktury typu
pascalského zdznamu. V takové datové struktutfe byva obsazena jedna
vyznacéna polozka, kli¢, podle které se zaznamy fadi. Pro jednoduchost
budeme predpokladat, Ze t¥idime zaznamy obsahujici pouze kli¢, ktery
je navic celo¢iselny — budeme tedy tfidit pole celych ¢isel. Pomoci po-
¢tu t¥idénych cisel N pak budeme vyjadifovat ¢asovou (a paméfovou)
slozitost jednotlivych algoritmd.

Metody tfidéni mtzeme rozdélit do dvou hlavnich skupin, a to na
vnitini tridént, kdy si mtzeme dovolit vSechna data nacist do (rychlé)
paméti pocitace, a na vnéjsi trident, kdy tfidéni musime realizovat opa-
kovanym ¢tenim a vytvarenim diskovych soubori. V tomto pokracovani
se omezime na algoritmy vnitiniho tfidéni a t¥idéné pole si nadeklaru-
jeme takto:

const N = 100;
type Pole = array[l..N] of integer;
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Nejjednodussi tiidici algoritmy patii do skupiny primgych metod.
Vsechny maji nékolik spole¢nych ryst: Jsou kratké, jednoduché a tridi
pfimo v poli (nepotfebujeme pomocné pole). Tyto algoritmy maji vétsi-
nou c¢asovou slozitost O(N 2). 7 toho vyplyva, ze jsou pouzitelné tehdy,
kdyz tridénych dat neni pfili§ mnoho. Na druhou stranu, pokud je dat
opravdu malo, je zbyteéné slozité pouzivat néktery z komplikovanéjsich
algoritmt, které si predvedeme pozdéji.

Strucné popiseme tii nejznaméjsi algoritmy pro tfidéni pfimymi me-
todami.

TFidéni pFfimym vybérem (SelectSort)

Tridéni primym vybérem (SelectSort) je zalozeno na opakovaném vy-
birani nejmensiho ¢isla z dosud nesetfidénych ¢isel. Za¢neme nalezenim
nejmensiho ¢isla v celém poli, které prohodime s prvkem na zacatku pole.
Dale postup opakujeme, tentokrat najdeme nejmensi z Cisel s indexy
2, ..., N, které prohodime s druhym prvkem v poli, atd. Je snadné si
uvédomit, ze kdyz takto postupné vybirdme minimum z mensich a men-
gich intervalti, set¥idime celé pole (v i-tém kroku nalezneme i-t§ nejmensi
prvek a zafadime ho v poli na pozici s indexem 1).

procedure SelectSort(var A: Pole);
var i,j,k,x: integer;
begin
for i:=1 to N-1 do
begin
k:=i;
for j:=i+l to N do
if A[jl1<A[k] then k:=j;
if k>i then
begin
x:=A[k]; A[k]:=A[i]; A[i]:=x
end
end
end;

Pro uplnost par slov o Casové slozitosti pravé popsaného algoritmu:
V i-tém kroku musime nalézt minimum z N — ¢+ 1 ¢isel, na coz spo-
tfebujeme ¢as O(N). ProtoZe algoritmus mé celkem N krokd, je jeho
celkova Casova slozitost O(N 2).
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Tiidéni pfimym vkliddanim (InsertSort)

Tridénd primym vkldddnim (InsertSort) funguje na podobném principu
jako tfidéni pfimym vybérem. Na zacatku pole vytvarime utfidénou
posloupnost, kterou postupné rozsifujeme. Na zacatku i-tého kroku je
tvorena setfidénymi ¢ — 1 prvky, které byly na zacatku algoritmu na
prvnich ¢ —1 mistech. V i-tém kroku urcime, na kterou pozici v této
ut¥idéné posloupnosti patii prvek s indexem i a zafadime ho tam (,zby-
tek* uttidéné posloupnosti se posune o jednu pozici doprava). Neni t&zké
si rozmyslet, ze kazdy krok lze provést v ¢ase O(IN). ProtoZe pocet kroku
algoritmu je N, je jeho Casova slozitost opét O(Nz).

procedure InsertSort(var A: Pole);
var i,j,x: integer;
begin
for i:=2 to N do
begin
x:=A[i];
ji=i-1;
while (j>0) and (x<A[j]) do
begin
A[j+1]1:=A[5];
j=3-1;
end;
A[j+1] :=x;
end
end;

(Upozornéni: Ve vech ptikladech pfedpoklddame, ze méme v piekladaci
zapnuto tzv. zkracené vyhodnocovani logickych vyrazi — tfeba v pred-
chozim while-cyklu se pfi j=0 hodnoty x a A[0] jiZ neporovnavaji.)

Bublinkové tfidéni (BubbleSort)

Bublinkové tiidéni (BubbleSort) pracuje jinak nez dva diive popsané
algoritmy. Algoritmu se fiké , bublinkovy“, protoZe podobné jako bub-
linky v limonadé ,stoupaji“ vysoka ¢isla v poli vzhiuru. Postupné se
porovnavaji dvojice sousednich prvkt, feknéme zleva doprava, a pokud
v porovnavané dvojici nasleduje mensi ¢islo za vétsim, tato dvé cisla se
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prohodi. Cely postup opakujeme, dokud probihaji néjaké vymény. Pro-
toze algoritmus skond¢i, kdyz nedojde k zadné vymeéné, je pole na konci
algoritmu setridéné.

procedure BubbleSort(var A: Pole);
var i,x: integer;
zmena: boolean;
begin
zmena:=true;
while zmena do
begin
zmena:=false;
for i:=1 to N-1 do
if A[i] > A[i+1] then
begin
x:=A[i]; A[i]:=A[i+1]; A[i+1]:=x; zmena:=true
end
end
end;

Spravnost algoritmu nahlédneme tak, Ze si uvédomime, Ze po ¢ pricho-
dech while-cyklem bude poslednich ¢ prvki obsahovat nejvétsich ¢ prvk
settidénych od nejmenstho po nejvétsi (detailni ovéfeni tohoto tvrzeni
prenechdme ¢tenéfi). Popsany algoritmus se tedy zastavi po nejvyse
N prichodech a jeho celkova c¢asova slozitost je v nejhor$im pripadé
O(N 2), nebot kazdy prichod spotiebuje éas O(N). Vyhodou tohoto al-
goritmu oproti predchozim dvéma algoritmtim je to, ze pokud je pole na
zacatku setfidéné, algoritmus spotfebuje jen linedrni ¢as O(N).

T¥idéni haldou (HeapSort)

Sofistikovanéjsi t¥idici algoritmy maji ¢asovou sloZitost O (N log N). Mi-
nule jsme ukézali datovou strukturu zvanou halda. Pfipomenme stru¢né
jeji vlastnosti. Halda je datova struktura, ktera obsahuje IV prvka. V case
O(log N) lze prvek do haldy ptidat ¢i z haldy odebrat a v ¢ase O(1) lze
zjistit hodnotu nejmensiho prvku, ktery halda obsahuje. A pravé hledani
nejmensiho prvku bylo to, co jsme potfebovali v nasem prvnim t¥idicim
algoritmu (SelectSort). Coz tedy si nejdfive vytvorit haldu obsahujici
N prvki, které mame setridit, a pak v N krocich postupné odebirat
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z haldy vzdy jeji nejmensi prvek? Prvky budeme odebirat v pofadi od
nejmensiho po nejvétsi a davat je postupné do pivodniho pole. Vysled-
kem bude setfidéné pole. Protoze kazdy z N prvka do haldy jednou
pfiddme a jednou z ni odebereme, bude celkova casova slozitost algo-
ritmu O(N log N). Pravé popsany algoritmus se nazyva tiidéns haldou
(HeapSort) — halda se anglicky fekne heap. Popsany algoritmus lze do-
konce implementovat tak, Ze pouziva pouze jediné pole (neni pot¥ebné
pomocnéd pamét pro haldu). V ukdzkové implementaci budeme misto
nejmensiho prvku hledat v haldé nejvétsi prvek, setfidéné pole budeme
vytvafet od konce a na zacatku algoritmu postavime haldu v linedrnim
¢ase (prvni for-cyklus).

procedure HeapSort(var A: Pole);
var i,x: integer;
{ "zabublani" prvku v haldé }
procedure bublej(m,i: integer);
{ m je index posledniho prvku haldy,
i je index zabubl&vaného prvku }
var j,x: integer;
begin
while 2*i<=m do
begin
Ji=2%1i;
if (j<m) and (A[j+1]1>A[j]) then j:=j+1;
if A[i]>=A[j] then break;

x:=A[i];
A[i]:=A[j];
A[j]:=x;
i:=j;
end;
end;
begin

{ postav haldu }

for i:=N div 2 downto 1 do bublej(N,i);
{ vybirej nejvétsi prvek }

for i:=N downto 2 do

begin
x:=A[1];
A[1]:=A[i];
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Ali] :=x;
bublej(i-1,1);
end;
end;

Tridéni slévanim (MergeSort)

Tridénd slévdnim (MergeSort) je zaloZzeno na principu slévani (spojovani)
jiz setfidénych posloupnosti. Predstavme si, Ze mame dvé setfidéné po-
sloupnosti a chceme je spojit dohromady. Jednoduse staci porovnévat
nejmensi prvky obou posloupnosti, které jsme dosud do nové vytvarené
posloupnosti nedali, a mensi z téchto prvka do nové posloupnosti pridat.
Je zrejmé, ze ke sliti dvou posloupnosti potfebujeme ¢as imérny souctu
jejich délek.

PopiSeme a pfedvedeme zde modifikaci algoritmu MergeSort, ktera po-
uzivd pomocné pole. Algoritmus pracuje v nékolika fdzich. Na zacatku
prvni faze tvori kazdy prvek jednoprvkovou setfidénou posloupnost. Na
zacatku i-té faze maji setiidéné posloupnosti délku 201, V i-té fazi ze
dvojic 28~ 1-prvkovych posloupnosti vytvoiime vzdy jedinou posloupnost
délky 2°. Pokud N neni nasobkem &isla 2¢, bude délkou posledni posloup-
nosti zbytek po déleni ¢isla N é&islem 2¢. Zastavime se, pokud 2! > N,
tj. po [logy N fazich.*) Protoze v i-té fazi slijeme [N/2¢| dvojic nej-
vise 20 Lprvkovych posloupnosti, je asova slozitost jedné faze O(N).
Celkové Casové slozitost popsaného algoritmu je O(N log N).

procedure MergeSort(var A: Pole);

var P: Pole; { pomocné pole }
delka:integer; { délka set¥idénjch posloupnosti }
i: integer; { index do vytvafené posloupnosti }
i1,i2: integer; { index do slévanjch posloupnosti }
k1,k2: integer; { konce slévanjch posloupnosti }

begin
delka:=1;
while delka<N do
begin

il:=1; i2:=delka+l; i:=1;
k1:=delka; k2:=2*delka;

*) [x] je tzv. horni cela ¢4st ¢isla z, tj. nejmensi celé ¢&islo vétsi nebo rovné éislu x.
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while i<=N do
begin
while (il<=k1) or (i2<=k2) do
begin
if (i1>k1) or ((i2<=k2) and (A[i1]<=A[i2])) then
begin
P[i]:=A[i1]; i:=i+1; il:=i1+1
end
else
begin
P[i]:=A[i2]; i:=i+1; i2:=i2+1
end
end;
il:=k2+1; i2:=k2+delka;
k1:=k2+delka;
k2:=k2+2*xdelka;
if k1>N then k1:=N;
if k2>N then k2:=N;
end;
A:=P;
delka:=2%delka
end;
end;

Pro Gplnost poznamenejme, Ze popsany algoritmus lze pfi zachovani ca-
sové slozitosti implementovat i bez pomocného pole. Existuje téZ modifi-
kace tohoto algoritmu, kterd mé v nejhorsim p¥ipadé pocet fazi O(log N),
ale pokud je pole na zacCatku jiz set¥idéné, probéhne pouze jedina faze —
v takovém piipadé m4 algoritmus ¢asovou slozitost O(NV).

QuickSort

Jako posledni algoritmus, ktery pracuje v éase O(N log N), pfedvedeme
algoritmus zvany QuickSort. Je zalozen na metodé Rozdél a panuj. Nej-
prve zvolime néjaké ¢islo, kterému budeme fikat pivot. Poté pole pre-
uspofadame a rozdélime na dvé c¢asti tak, ze zadny prvek prvni Casti
nebude vétsi nez pivot a zadny prvek druhé ¢asti nebude mensi nez pi-
vot. Prvky v obou ¢astech pak setiidime rekurzivnim zavolanim naseho
algoritmu. Musime dat ale pozor, aby v kazdém kroku byly obé c¢ésti
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neprazdné (a rekurze tedy byla konecnd). Je zfejmé, Ze po skondeni al-
goritmu bude pole setfidéné.

Mala zrada spociva ve volbé pivota. Pro nase ucely by se hodilo, aby
po prehazeni prvki byly leva a prava c¢ast pole pfiblizné stejné velké.
Nejlepsi volbou pivota by tedy byl median t¥idéného tseku, tj. takovy
prvek, jenz by byl v setfidéném poli pfesné uprostied. Preusporadani
zvladneme v linedrnim case a pokud by pivoty na vSech trovnich byly
medidny, pak by pocet trovni rekurze byl O(log N) a celkovd casova
slozitost O(N log N) (na kazdé trovni rekurze je soucet délek t¥idénych
posloupnosti nejvyse N). Ackoliv existuje algoritmus, ktery medidn pole
nalezne v ¢ase O(N), v QuickSortu se obvykle nepouzivd, jelikoz kon-
stanta u ¢lenu N *) je pfili§ velkd v porovnéani s pravdépodobnosti, Ze
nadhodna volba pivota algoritmus pfilis zpomali. Vétsinou se pivot voli
nahodné z dosud nesetiidéného tseku — zkratka se ,sdhne“ nékam do
pole a piislusny prvek se prohlasi za pivota. D4 se ukézat, ze takovyto
algoritmus pobé&zi s velmi vysokou pravdépodobnosti v ¢ase O(N log N).
Je vsak tfeba si uvédomit, Ze pokud se pivot voli ndhodné, miZze rekurze
dosdhnout az hloubky N a ¢asova slozitost algoritmu je pak O(N?%) —
predstavme si, Ze se pivot v kazdém rekurzivnim voldni nestastné zvoli
jako nejvétsi prvek z t¥idéného tseku. V nasi implementaci QuickSortu
nebudeme pivota volit ndhodné, ale vzdy za néj zvolime prostiedni prvek
tfidéného tseku.

procedure QuickSort(var A:Pole; 1,r:integer);
var i,j,k,x: integer;

begin
i:=1; j:=r;
k:=A[(i+]) div 2];
repeat

while A[i]l<k do i:=i+1;
while A[j1>k do j:=j-1;
if i<=j then

begin
x:=A[i]; A[i]l:=A[j]; A[j]:=x;
i:=i+1;
J=i

end

*) Jde o hodnotu konstanty ¢ z definice symbolu ,velké O¢ (str.27 v 1.¢isle tohoto
ro¢niku ¢asopisu).
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until i >= j;

if j>1 then QuickSort(A, 1, j);

if i<r then QuickSort(A, i, r);
end;

Pfihradkové t¥idéni (RadixSort)

Na zavér predvedeme dva tfidici algoritmy, které jsou vhodné, pokud
tridéné objekty maji nékteré dalsi specidlni vlastnosti. Prvnim z nich
je prihrddkové tridéni (RadizSort). Algoritmus je zaloZen na jednodu-
ché myslence, 7ze pokud jsou hodnoty klice t¥idénych objektd z néjaké
malé mnoziny, feknéme s po¢tem prvku K, staci rozdélit tfidéné ob-
jekty do K skupin podle hodnoty jejich klice. Do vysledného pole se
pak postupné vypisi objekty z jednotlivych skupin v poradi dle ros-
touci hodnoty klice. Jak rozdéleni do mnozin, tak vytvoreni vysled-
ného pole lze provést v éase O(N + K), tedy O(N), pokud je K kon-
stanta.

Popiseme zde viceprichodovou variantu, ktera je vhodnéjsi pro vétsi
hodnoty K. V prvni fazi rozdélime éisla do pfihradek (skupin) podle
nejméné vyznamné cifry a spojime do jedné posloupnosti, v druhé fazi
roztfidime ¢isla podle druhé nejméné vyznamné cifry a opét spojime
do jedné posloupnosti atd. Je dilezité, aby se uvnitt kazdé ptrihradky
zachovalo poradi ¢isel v posloupnosti na zacatku faze, tj. posloupnost
ulozend v kazdé ptihradce je vybranou posloupnosti z posloupnosti ze
zacatku faze. Tvrdime, Ze na konci i-té faze obsahuje vyslednd po-
sloupnost ¢isla utfidénd podle i nejméné vyznamnych cifer. Ziejmé i-té
nejméné vyznamné cifry tvori neklesajici posloupnost, nebot podle nich
jsme pravé v této fazi rozdélovali ¢isla do prihradek, a pokud dvé ¢isla
maji tuto cifru stejnou, jsou uloZena v pofadi dle jejich ¢ — 1 nejméné
vyznamnych cifer, nebot v kazdé pfihradce jsme zachovali poradi ¢i-
sel z konce minulé faze. Na zavér poznamenejme, Ze misto Cisel podle
cifer 1ze do prihradek rozdélovat textové fetézce podle jejich znaki
apod.

Casova slozitost této varianty RadixSortu, pokud tf¥idime celd ¢éisla
od 1 do K a v kaZdém kroku je rozdélujeme do ¢ ptihradek, je
O((N + 0)log, K), tedy O(N), pokud K a ¢ jsou konstanty. Pfedvedeme
implemenatci algoritmu pro K = 255 a ¢ = 2 (¢isla budeme roztfidovat
podle bitii v jejich bindrnim zapisu).
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const K=255;
procedure RadixSort(var A: Pole);
var PO,P1: Pole;
k1,k2: integer;
i: integer;
bit: integer;
begin
bit:=1;
while bit<=K do
begin
k1:=0; k2:=0;
for i:=1 to N do
if (A[i] and bit)=0 then
begin
k1:=k1+1; PO[k1]:=A[i]
end
else
begin
k2:=k2+1; P1[k2]:=A[i]
end;
for i:=1 to k1 do A[i]:=PO[il;
for i:=1 to k2 do A[k1+i]:=P1[i];
bit:=bit shl 1;
end
end;

CountSort

Poslednim tfidicim algoritmem, o kterém se zminime, je CountSort. Po-
kud tridéné objekty obsahuji pouze kli¢ a moznych hodnot klice je malo,
je dobré spocitat objekty se stejnymi hodnotami klic¢e a na zakladé toho
vytvorit setfidéné pole. Tento algoritmus predvedeme na ptikladu t¥i-
déni pole celych ¢isel z intervalu (D, H) = (1,10). Casova slozitost ta-
kového algoritmu je linedrni v N, tedy O(N), ale nesmime zapominat, Ze
v tomto piipadeé ,,velké O“ obsahuje jako aditivni konstantu pocet prvki
mnoziny, ze které mohou byt objekty v tfidéném poli (v nasem piipadé
H-D+1).
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const D = 1;
H = 10;
procedure CountSort(var A: Pole);
var C: array[D..H] of integer;
i,j,k: integer;
begin
for i:=D to H do C[i]:=0;
for i:=1 to N do C[A[i]]:=C[A[i]] + 1;
k:=1;
for i:=D to H do
for j:=1 to C[i] do

begin
Alk]:=1;
k:=k+1;
end
end;

k* ok ok ok ok

TEKUTA MEDAILE

Za své navstévy v Rusku vyprdavél Bohr historku o tekuté nobelovské me-
daili. Néemecky fyzik Max von Laue, ktery se proslavil myslenkou zkou-
mat krystaly metodou difrakce rentgenového zdaveni, pomohl pied druhou
svétovou vdlkou Tadé svych Zidovskich kolegu ohroZenijch nacisty a byl
v Nemecku ve slozZité situaci. ProtoZe v té dobé nacisté zabavovali drahé
kovy pro vdlecné ucely, hrozilo Lauemu, Ze by mohl prijit i o zlatou me-
daili, kterou dostal pri udelent Nobelovy ceny v roce 1914. Poslal ji proto
Bohrovi do Ddnska, aby mu ji uschoval. KdyZ pak Némci obsadili Ddn-
sko, byl Laue ve dvojim nebezpeci — na medaili bylo jeho jméno. Bohr
proto uvazoval, jak s medaili nalozit. Chemik Hevesy navrhl, Ze by ji
mohli rozpustit v luc¢avce krdalovské. To také udélali a medaile se ocitla
v ldhvi v tekutém stavu. Po vdlce pak zlato ze Zluté zbarveného roztoku
opét vyloucili a poslali do Stockholmu, aby na medaili byl zhotoven novy
napis.

Ivan Stoll *)

*) Z publikace Historky o slavnych matematicich a fyzicich, Praha, Prometheus 2005
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