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SOUTEZE

55. ro¢nik Matematické olympiady,
tlohy domdaciho kola kategorie P

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat podrobny popis pouzitého algo-
ritmu, zdivodnéni jeho spravnosti a diskuzi o efektivité zvoleného feseni
(tzn. posouzeni asovych a pamétovych nirokt programu).

V tlohach P-I-1, P-I-2 a P-I-3 je tfeba k feSeni pripojit odladény
program zapsany v jazyce Pascal, C nebo C++. Program se odevzdava
v pisemné formé (jeho vypis je tedy soucasti feseni) i na disketé, aby bylo
mozné otestovat jeho funkénost. Slovni popis FeSeni musi byt jasny a sro-
zumitelny, aniz by bylo nutno nahlédnout do zdrojového textu programu.
V tloze P-I-4 je nutnou soucasti feseni program pro paralelizator.

Reseni tiloh vypracujte a odevzdejte nejpozdéji do 15.11.2005.
Vzorova feseni naleznete po tomto datu na internetu na adrese
http://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté jsou stale k dispozici ves-
keré aktualni informace o soutézi a také archiv soutéznich tloh a vy-
sledk®t minulych roc¢nikd.

P-I-1 Pluky

Na monitoru se pravé schyluje k velké bitvé mezi arméadou hrace a arma-
dou jeho pocitace. Sily jsou vyrovnané, obé armady maji stejny pocet
plukt, ovSem jednotlivé pluky mohou byt tvofeny rdznym poctem vo-
jakt. Na zacatku bitvy se pluky obou armad serfadi do dvou fad tak,
ze proti kazdému hracovu pluku stoji pravé jeden pluk patfici pocitaci.
Potom zac¢ne vlastni boj. Pluky stojici proti sobé na sebe zattoci. A pro-
toze v mnozstvi je sila, zvitézi ten z nich, ktery méa vice vojakia. Pokud
nahodou maji soupetici pluky stejny pocet vojakid, vyhraje pluk pattici
pocitaci.

Hréacova armada ma schopné Spiony, ktefi pfed bitvou zjistili, kolik
vojakl mé nepfitel v kterém pluku a jak jsou jeho pluky rozmistény.
Vasim tkolem je rozmistit na zakladé téchto informaci hracovy pluky
tak, aby co nejvice z nich sviij souboj vyhralo.
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Soutézni uloha: NapiSte program, ktery vam poradi, jak nejlépe rozmis-
tit pluky, které mate k dispozici. Na vstupu dostanete pocet pluki N
v kazdé armadé a pocty vojakt v kazdém z 2N plukt na bojisti. Vy-
stupem programu bude jediné celé ¢islo — maximalni pocet plukt hrace,
které mohou vyhrat sviij souboj pfi né€jakém rozestaveni.

Format vstupu: Prvni fadek vstupniho souboru pluky.in obsahuje
jedno celé ¢islo N (1 £ N < 10000) — pocet pluk v kazdé z armad.

Na druhém fadku je mezerami oddéleno N celych cisel A;,...,An
(1 £ A; £100000000) — pocty vojékt v jednotlivych plucich hrace.
Na tfetim fadku je mezerami oddéleno N celych c¢isel Bi,..., By

(1 £ B; £100000000) — pocty vojakt v jednotlivych plucich pat¥icich
pocitaci.
Format vystupu: Jediny fadek vystupniho souboru pluky.out bude ob-

sahovat jedno celé ¢islo — maximéalni pocet plukt hrace, které mohou
najednou vyhrat svij souboj.

Priklady:

pluky.in pluky.out

5 3

7121747 (Pokud hrac¢ rozmisti své pluky spravné, zvitézi jeho
7121747 pluky velikosti 47, 12 a jeden z plukii velikosti 7.)
pluky.in pluky.out

4 0

10 10 10 10 (Pri jakémkoliv rozestaveni vSechny pluky hréce pro-
10 10 10 10 hraji.)

pluky.in pluky.out

5 4

13579 (Hra¢ obétuje sviij nejmensi pluk, posle ho proti
246810 pluku velikosti 10. Ostatni pluky potom Ize rozmistit

tak, aby vyhraly.)

P-I-2 Teleport

Védctm se konecéné podarilo vymyslet efektivni zptisob cestovani v ¢a-
soprostoru. Jejich testovaci stfedisko se skladd z né€kolika lokalit.
V kazdé lokalité je umisténo nékolik teleporti. Kdyz vstoupime do
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teleportu, pfemisti nds na piedem zadanou lokalitu (coZ bychom od
teleportu ocekavali), ale navic nds premisti také v ¢ase o zadany po-
¢et minut (bud dopfedu, nebo dozadu). Védci by chtéli zjistit, jak
je cestovani pomoci teleportt vyhodné. Pravé se nachéazeji u cen-
tralniho pocitace a chtéli by se jit nasvadit do bufetu. A protoze
Cas jsou penize, chtéli by byt v bufetu co nejdiive. Pohybovat se
v Case a prostoru samoziejmé chtéji jen pomoci jiz postavenych tele-
porti.

SoutéZni tloha: Program dostane na vstupu pocet lokalit N, které bu-
deme oznacovat Cisly 1,..., N. Centralni pocita¢ je umistén v lokalité
¢islo 1, bufet ma cislo N. Nasleduje celkovy pocet postavenych tele-
port M a seznam téchto teleporti. Pro kazdy teleport je urcena poca-
tecni lokalita, koncova lokalita a zména ¢asu v minutéch, jez nastane pfi
prichodu timto teleportem (kladné ¢islo znamena posun do budoucnosti,
zaporné do minulosti a 0 znamend, Ze se v koncové lokalité ocitneme ve
stejném Case, v jakém jsme nastoupili do teleportu).

Kazdy teleport se muze pouzit jen tim smérem, ktery je uveden na
vstupu. Mezi dvéma lokalitami mtize byt vybudovano vice teleporti.
Dokonce miize existovat i teleport, ktery nds pfesune pouze v Case (tedy
pocatedni a koncovd lokalita jsou u néj totozné).

Program ma urcit cas, kdy nejdfive se muzeme dostat do lokality N,
jestlize se v lokalité 1 nachazime v case 0. Pokud tam dokazeme byt
libovolné brzo (tzn. mZeme pomoci teleporti cestovat neomezené do
minulosti), nebo pokud se tam viibec nemtizeme dostat, program o tom
vydéa pfislusnou zpravu.

Format vstupu: Prvni fadek vstupniho souboru teleport.in obsahuje
dvé ¢isla N a M (2< N <1000, 0 < M £50000) oddélend meze-
rou. Nasleduje M fadkd, na kazdém z nich jsou t¥i ¢isla A;, B;, T;
(1£A;£N, 1<£B; <N, |T;] £10000) popisujici teleport z loka-
lity A; do lokality B; se zménou ¢asu T; minut.

Format vystupu: Jediny fadek vystupniho souboru teleport.out bude
obsahovat zpravu ,Vedci umrou hlady“, jestlize se od centralniho po-
éitace nedd dostat do bufetu, resp. zpravu ,Vedci poznaji vznik
vesmiru®, jestlize muzeme cestovat do nekoneéna do minulosti. Ji-
nak bude obsahovat jedno celé ¢islo predstavujici ¢as v minutach, kdy
nejdiive se védci dokdzou dostat do bufetu.
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Priklady:

teleport.in teleport.out

34 -2

125 (Prvnim teleportem se védci dostanou do loka-

23 -7 lity 2 v c¢ase 5, odtud druhym do lokality 3 v case

13-1 5+ (=7) = —2. Ostatni moznosti jsou horsi.)

1316

teleport.in teleport.out

22 Vedci poznaji vznik vesmiru

11-1 (Dfive nez se védci druhym teleportem piesunou do

120 bufetu, mohou prvnim odcestovat libovolné daleko
do minulosti.)

teleport.in teleport.out

43 Vedci umrou hlady

12 -1 (Posledni teleport nemohou védci pouzit na presun

230 z lokality 3 do lokality 4, jediné naopak.)

4310

P-I-3 Posadky

Zil jednou jeden stary kral. Jeho kralovstvi tvofilo N mést a mezi nimi
vedla sem tam néjaka cesta. Jelikoz kralové byvaji od pfirody lakomi,
v celém kralovstvi nebylo zrovna mnoho udrzovanych cest. Pfesnéji re-
¢eno, cest bylo pravé N — 1 a byly vedeny tak, aby se mezi kazdymi
dvéma mésty v krélovstvi dalo po cestach dojet (at uz p¥imo, nebo pies
jind mésta). V feci teorie grafli takovéto siti cest Fikdme strom.

Na stard kolena kréale navstivila teta Paranoia a naseptala mu, ze
sousedé chtéji napadnout jeho kralovstvi. Proto se kral rozhodl, Ze lakota
musi jit stranou a Ze postavi ve méstech vojenské posadky. Paranoia
vsak Septala dal: ,,Zblaznil ses? Kdyz budou dvé posadky v sousednich
méstech, budou si mezi sebou posilat zpravy. A vis, jak to dopadne. ..
Nech hodné vojékt pohromadé a vzbouii se proti tobé!“

TFi dny a t¥i noci kral nespal, az vymyslel nésledujici kompromis: Vy-
bere nékolik mést, v nichz postavi vojenské posddky. Aby mu nehrozila
vzpoura, rozhodl se, Ze nikdy nesméji byt pohromadé vice nez t¥i po-
sadky. Ted sedi nad mapou a vymysli, jak je ma jenom rozmistit, aby
kralovstvi bylo co nejlépe zabezpeceno.
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Soutézni uloha: Jesté jednou formalné zopakujme, o co kralovi vlastné
jde. Na vstupu méate zadan pocet mést N a popis cest mezi nimi. Cest
je pravé N — 1, nikde se nek¥izuji, jimi tvorena sit je souvisla a spojuje
v8echna mésta. Pro kazdé mésto ¢ zname ¢islo b; — toto ¢islo udava,
kolik prida vojenska posaddka v i-tém mésté k bezpecénosti kralovstvi.
Kralovym (a vasim) tkolem je vybrat mnoZinu mést, v nichz budou
umistény posadky. Tato mnozina musi spliiovat nésledujici podminky:

e Kazda jeji souvisld podmnozina mé velikost nejvyse 3. (Mnozinu mést
nazyvame souvislou, jestlize se mezi libovolnymi dvéma mésty z této
mnoziny da dojet po cestach, aniz bychom pfitom navstivili mésto,
které do této mnoziny nepatii.)

e Ze vSech takovychto mnozin mé maximalni mozny soucet hodnot b; —
bezpecénost kralovstvi.

Format vstupu: Prvni fadek vstupniho souboru posadky.in obsahuje
jedno ¢éislo N (1 £ N = 100000) — pocet mést v krélovstvi. Mésta jsou
ocislovana od 1 do N. Kazdy z néasledujicich N — 1 tadkd obsahuje dvé
¢isla mést, kterd jsou spojena cestou. Mizete predpokladat, Ze sit cest
je souvisla. Posledni fadek vstupniho souboru obsahuje N celych cisel
bi,...,bn (0 = b; £10000), kterd udéavaji, kde je jak vyhodné umistit
vojenskou posadku.

Format vystupu: Prvni fddek vystupniho souboru posadky.out bude
obsahovat jedno celé ¢islo — nejlepsi dosazitelnou bezpecnost kralovstvi.
Druhy radek bude obsahovat nékolik ¢isel oddélenych mezerami — jednu
vhodnou mnozinu mést, pro kterou se uvedené bezpecnosti dosdhne.

Priklady:

posadky.in posadky.out

7 6

12 123567

23 (Vsude je zisk z posddky stejny, chceme jich umistit
34 co nejvice.)

45

56

67

1111111
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posadky.in posadky.out

5 1011

15 235

25 (Zjevné chceme mit posddku ve mésté 5. Potom uz
35 ale miZeme vybrat jen dvé z ostatnich mést.)

45

16521000

posadky.in posadky.out

5 16

15 1234

25 (Ne vzdy se vyplati vybrat mésto s nejvyssi hodno-
35 tou b;.)

45

44445

P-I-4 Paralelizator

Za sedmero horami a sedmero fekami vymyslel vynalezce Kleofas po-
divny stroj, ktery nazval paralelizator. Na prvni pohled vypadal pa-
ralelizadtor jako obycejny pocita¢... Byl tu vsak jeden maly, ale o to
(tj. soucasné) spustit vice vétvi programu, aniz by ho to jakkoliv zpoma-
lilo. Kleofas rychle pochopil, Ze jen ze slovniho popisu tohoto zazraku by
nikdo nebyl moc moudry, a tak vymyslel i programovaci jazyk, v némz
je mozné psat programy pro jeho paralelizator.

Programy pro paralelizator se budou od klasickych lisit mimo jiné tim,
ze nebudou mit zadny vystup. Budeme pouze rozlisovat, zda program
skoncil uspésne, nebo netuspesné. U klasickych programt by to zname-
nalo, Ze nas zajim4 jen tzv. exit code (ndvratova hodnota) programu.

Kleofasuv programovaci jazyk je témér presnou kopii jazyku Pascal.
Oproti klasickému Pascalu v ném nemame k dispozici generator ndhod-
nych ¢isel (a tedy napfiklad funkci random), takze je pfedem déno, jak
bude vypocet kazdého programu vypadat. Zato pribyly ¢tyfi nové pii-
kazy: Accept, Reject, Both(z) a Some(z) (kde 2 je proménna typu
integer).

Piikaz Accept uspésné ukonci bézici program.

Prikaz Reject ukonéi bézici program, ale neuspésné. Stejny vyznam
ma i provedeni standardniho Pascalského prikazu Halt a ukonceni vypo-
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¢tu programu prechodem pfes koncové End., piikaz Reject definujeme
jen kviili ndzornosti.

V nasledujicim textu budeme vytvorenim kopie programu rozumét to,
Ze se v operacni paméti vytvori uplné presnd kopie celého programu
véetné obsahu jeho proménnych — vysledek bude stejny, jako kdybychom
uz od zacatku dany program spustili ne jednou, ale dvakrat.

Piikaz Both(z) zastavi aktualné bézici program. Vytvoii se dvé jeho
identické kopie. V prvni z nich je hodnota proménné x nastavena na 0,
v druhé na 1. Obé kopie programu jsou paralelné spustény, pricemz jejich
vypocet pokracuje prikazem nasledujicim za prislusnym prikazem Both.

Pokud obé kopie tspésné skonéi, v nasledujicim taktu procesoru
Gspésné skondi i ptivodni program. Jestlize jedna z kopii skon¢i netispés-
né (druhé pfitom skonéit ani nemusi), piivodni program v néasledujicim
taktu skonéi také netspésné. Ve vSech ostatnich ptipadech (tj. kdyz jedna
kopie nikdy neskoné¢i a druhd bud rovnéz nikdy neskonéi, nebo skon¢i
spésné) puvodni program nikdy neskondi.

Piikaz Some(x) funguje podobné. Rovnéz zastavi aktualné bézici pro-
gram. Opét se vytvori dvé jeho identické kopie, v prvni z nich je hodnota
proménné x nastavena na 0, v druhé na 1. Obé kopie programu jsou para-
lelné spustény, pricemz jejich vypocet pokracuje prikazem nésledujicim
za prislusnym piikazem Some.

Jakmile nékterd z kopii spésné skondéi, v nasledujicim taktu proce-
soru uspésné skondi i ptivodni program. Pokud obé kopie skon¢i netispés-
né, v nasledujicim taktu procesoru skonc¢i netispésné také piivodni pro-
gram. Ve v8ech ostatnich p¥ipadech (tj. kdyZ jedna kopie nikdy neskonéi
a druhd bud rovnéz nikdy neskonc¢i, nebo skonéi netispésné) ptivodni
program nikdy neskonéi.

Slovné muzeme tyto operace popsat takto: P¥ikaz Both provadi , pa-
ralelni and“ — ovéri, zda obé vétve tispésné skondi. Piikaz Some provadi
»paralelni or* — ovéri, zda aspon jedna z vétvi ispésné skonéi.

Netrvalo dlouho a Kleofas si uvédomil, Ze na takovémto zazra¢ném
zafizeni dokaze né€které problémy fesit az neuvétitelné rychle. Napriklad
testovani prvociselnosti je skuteéné snadné.

Priklad 1: V proménné N je pfirozené ¢islo. NapiSte program pro pa-
ralelizator, ktery pro kazdou hodnotu N skonci, pficemz uspésné skonci
pravé tehdy, kdyz N je prvocislo.

Reseni: Pomoci volani piikazu Both paralelné vygenerujeme viechna
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¢isla od 2 do N — 1 a najednou pro kazdé z nich ovéfime, zda déli N.
Kazda vétev vypoctu tspésné skondi, jestlize ,,jeji* ¢islo nedéli N. Aby
puvodni program uspésné skoncil, musi tspésné skoncit vSechny vétve,
tedy zadné z vygenerovanych ¢isel nesmi délit N. Casova sloZitost pro-
gramu je O(log N).

{

var moc2, pocet_cifer :

VSTUP: N : integer; }

cislo : integer;
i,x : integer;

begin

{ oSet¥ime okrajovy p¥ipad }

if N = 1 then Reject;

integer;

{ zjistime, kolik ma N cifer ve dvojkové soustavé }

moc2 := 1;

pocet_cifer := 0;

while moc2 < N do begin
moc2 := moc2 * 2;
inc(pocet_cifer);

end;

{ vygenerujeme &isla od 0 do 2 pocet_cifer - 1 }

cislo := 0;

for i:=1 to pocet_cifer do begin
Both(x);
cislo := 2*cislo + x;

end;

{ moc malé d&litele zkouSet nebudeme,

prohlasime za dobré }

if cislo <= 1 then Accept;

{ ani pf¥ilis velké dé&litele zkouSet nebudeme }

if cislo >= N then Accept;

{ jinak zkou8ime, zda vygenerované &islo d&li N }

if N mod cislo <> O then Accept;

Reject;

end.
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Naézorné si ukdzeme, jak vypada vypocet paralelizatoru na tomto pro-

gramu pro N =3 a pro N = 6. Kopie programu, které vznikaji béhem
vypoctu, budeme cislovat v potradi, v jakém vznikaji.

Pro N = 3 bude vypocet probihat nasledovné:

Spusti se kopie #1 (tedy vlastné original).

Spocita, ze pocet_cifer = 2.

Spusti se for-cyklus pro i = 1.

Kopie #1 se zastavi, vzniknou kopie #2 a #3.

V kopii #2 je cislo =0, v kopii #3 je cislo = 1.

V obou bézicich kopiich pokracuje for-cyklus pro i = 2.

Kopie #2 a #3 se zastavi, z #2 vzniknou #4 a #5, z #3 vzniknou
#6 a #7.

V kopiich #4 az #7 bude mit proménné cislo hodnoty 0 az 3.

Kopie #4 a #5 Gspésné skonéi, nebot ¢isla 0 a 1 nechceme testovat
jako délitele.

Kopie #2 tspé&sné skonci, nebot uz tspésné skoncily obé kopie, které
z ni vznikly.

Kopie #7 spésné skonéi, nebot ani ¢islo 3 nechceme testovat.
Kopie #6 ispésné skondi, nebot 2 nedéli 3.

Kopie #3 tispésné skondi,

z ni vznikly.

Kopie #1 (tedy ptivodni program) Gspésné skonéi, nebot uz Gspésné
skoncily obé kopie, které z ni vznikly.

nebot uz spésné skoncily obé kopie, které

Pro N =6 bude vypocet probihat nasledovné:

Podobné jako pfi N = 3 se dostaneme do situace, kdy bézi kopie #8
az #15, proménna cislo v nich ma hodnoty postupné od 0 do 7.
Kopie #8 a #9 (s pfili§ malym ¢&islem) Gspésné skondi.

Kopie #4 (z niz vznikly #8 a #9) Gspésné skondi.

Kopie #14 a #15 (s pFilis velkym ¢islem) Gspésné skondi.

Kopie #7 (z niz vznikly #14 a #15) Gspésné skondi.

Kopie #10 az #13 skonéi — a to: #12 a #13 ispésné (4 ani 5 nedéli 6),
#10 a #11 nelspésné (2 a 3 déli 6).

Kopie #5 skonéi netispésné (obé jeji ,,déti“ skoncily netispésné), kopie
#6 skonci tspésné.
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e Kopie #2 skon¢i netispésné (nebot kopie #5 skoncila netispésné), ko-
pie #3 skondi tispésné.
e Kopie #1 (tedy pivodni program) skon¢i netispésné.

Priklad 2: V proménnych N a K jsou pfirozend ¢isla. Napiste program
pro paralelizator, ktery pro kazdé N skondi, pficemz uspésné skonci
pravé tehdy, kdyz N méa néjakého délitele z mnoziny

M={23, .., 25-1}.

ReSeni: Pomoci volani pitkazu Some paralelné projdeme vsechna ¢isla
m € M, sta¢i ndm, kdyz libovolné jedno z nich déli N.

(Jiny pohled na totéz FeSeni: Pomoci volani piikazu Some ,,uhodneme*
délitele m € M a ovéfime, zda jsme ho uhodli spravné. Na nas program
se mizeme divat tak, ze se nevétvi, ale kazdé volani Some ,,uhodne®
a do z dosadi ,spravnou“ hodnotu. Jestlize tedy N méa v mnoziné M
délitele, najdeme ho, jinak skonéime s néjakym ¢islem, které N nedéli.)

Casové slozitost programu je O(K).

{ VSTUP: N, K : integer; }

var cislo : integer;
i,x : integer;

begin
{ paraleln& zkouSime ¢isla od O do 27K - 1 }
cislo := 0;
for i:=1 to K do begin
Some (x) ;
cislo := 2%*cislo + x;
end;

{ 0 a 1 do mnoZiny M nepat¥i
if cislo <= 1 then Reject;
{ zkusime, zda vygenerované Cislo d&li N }
if N mod cislo = O then Accept;
Reject;
end.

34 Rozhledy matematicko-fyzikalni



SOUTEZE

SoutéZni tloha: a) V proménnych jehla a seno jsou dva znakové fe-

tézce. Napiste co nejrychlejsi program pro paralelizator, ktery pro
kazdy vstup skonci, pficemz uspésné skonci pravé tehdy, kdyz se
fetézec jehla nachazi v Tetézci seno jako souvisly podretézec. Vas
program by tedy mél tspésné skoncit napriklad v pripadech

jehla = abced, seno = aaabcdddaa,
jehla = ddda, seno = aaabcdddaa,
ale ne v pripadech
jehla = abced, seno = aaabcEdddaa,
jehla = jajsemjehla, seno = vtetokupesenajehlaneni.

Nad polem pfirozenych ¢isel mizeme postavit ,pyramidu“. Spodni
tfadek pyramidy bude tvofit samotné pole. Kazdy vyssi faddek bude
o 1 kratsi nez predchazejici, pficemz i-ty prvek v novém fadku bude
roven sou¢tu i-tého a (i + 1)-tého prvku z rfadku pod nim modulo
10000 (tzn. pokud by soucet vySel vétsi nez 9999, nechdme z ného
v pyramidé jen jeho posledni ¢tyii cifry). Vrchni fddek pyramidy je
tvoren jedinym cislem.

V proménné N mame ptirozené ¢islo. V poli A na pozicich 1 az N
mame N pfirozenych cisel mensich nez 10000. V proménné V je ne-
zaporné celé ¢islo mensi nez 10 000.

Napiste co nejrychlejsi program pro paralelizator, ktery pro kazdy
vstup skonci, pricemz uspésné skonci pravé tehdy, kdyz hodnota V'
je na vrcholu pyramidy postavené nad polem A.

Priklady:
Vstup: Vystup: (Pyramida vypada takto:)
N =4 skon¢i netispésné 45
A=(6,3,9,3) 21 24
V=17 9 12 12

6 3 9 3
Vstup: Vystup: (Pyramida vypada takto:)
N =4 skon¢i Gspésné 20
A=(1,2,3,4) 8 12
V=20 3 5 7
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