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MATEMATIKA

O posloupnostech kruznic s vnéjsim dotykem

Filip Svrcek, PrF UP Olomouc

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat feSenim nékolika tematicky ptibuz-
nych loh o jistych posloupnostech kruznic s vnéjsim dotykem. Nékteré
z téchto 1loh jsou bez FeSeni uvedeny v publikacich [1], [2], jejichZ spo-
luautorem je japonsky matematik a popularizator japonské planimetrie
18. a 19. stoleti — Hidetosi Fukagawa. Knihy obsahuji vybér starych ja-
ponskych planimetrickych problémi, které se dochovaly na dfevénych
tabulkéch v nékterych japonskych chramech a mezi matematickou vetej-
nosti jsou znamy jako tlohy SANGAKU.

V ¢lanku ukazeme ¢tenafi uziti dvou zékladnich variant principu ma-
tematické indukce pfi feseni nékterych planimetrickych tloh. Pro jed-
noduchost budeme v celém ¢lanku symbolem O(r) znadit kruznici se
stitedem O a polomérem r. V kazdé ze Ctyf nésledujicich tloh budeme
pracovat s jistou posloupnosti kruznic a ve vétsiné pfipadu bude nasim
tkolem stanovit obecny vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti (r,) jejich
poloméra.

Uloha 1
Uvazujme dvé kruznice O1(r1), O2(rs), které maji vnéjsi dotyk, a jejich
spole¢nou vnéjsi teénu ¢ (obr.1). Kruznice Os(rs) se dotykd zvnéjsku
obou kruznic O1(r1) a Oz2(r2) a dotyka se také piimky ¢, déle se kruz-
nice O4(r4) dotyka zvnéjsku kruznic O;(r1), Os(rs) a zaroven se dotyka
primky ¢ atd. Vyjadiete r,, pomoci r1, 72 a n.
Reseni. Ozna¢me T; dotykovy bod i-té kruznice posloupnosti (O;(r;))
s danou pfimkou ¢. Z obr.1 je patrné, Ze pro dotykové body kruznic
01(’/‘1), OQ(TQ), 03(7“3) plati

T\ T5| + |T3T%| = |Th o). (1.1)

Uzitim Pythagorovy véty pro trojuhelniky O102 P35, O203P; a O301 P
(body P, P2, P3 viz obr.1) snadno dokadzeme platnost vztahii

‘Tngl = 2\/7“17“2, ‘T2T3| = 2«/’[‘27‘3, |T1T3| = 2«/7‘17"3.

Roénik 80 (2005), ¢&islo 4 5



MATEMATIKA

Misto (1.1) tak mizeme psét

2\/’1"17’3 -+ 2\/7“3’1"2 = 2\/’1"17'2.

Odtud obdrZime rovnost

L S
\/’I“— 7“27 7”3,

—

ze které vyplyva

/
Obr. 1

Aplikujeme-li stejny postup na trojici kruznic O1(r1), Oz(r3), O4(r4),
dostaneme s vyuzitim rovnosti (1.2)

(r )
p=—+—=1 .
AV um
Podobnymi tivahami o trojici kruznic O;(r1), O4(r4) a Os(r5) odvodime
()
rs=(—=4+—] .
A\ v
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MATEMATIKA

Mizeme tak vyslovit nasledujici hypotézu:

Pro polomeér r, (n 2 3) kruznice Oy (ry,) plati

ro = (”\/;_12 + \%2)_2. (1.3)

Platnost této hypotézy dokadzeme uzitim principu matematické in-
dukce vzhledem k pfirozenému ¢islu n, kde n = 3.

(i) Pro n =3 je rovnost (1.3) ovéfena vztahem (1.2).
(ii) Pfedpokladejme nyni, Ze rovnost (1.3) plati pro n = k, kde k € N,
k = 3. Pro dotykové body kruznic O1(r1), Ok(rr), Og+1(rk+1) s pFim-
kou / je splnéna rovnost
Ty Thq1| + [Ty 1 Tie| = |T1Th|,
a tedy

23/M1Tkt1 + 23/Thg1Tk = 2¢/T17k,
z ¢ehoz vyplyva )
1 1\
Tkl = | — 0=+ —(—= .
= (F =)
Podle indukéniho pfedpokladu muiZeme za ri dosadit ze vztahu (1.3),
v némz n = k. Po Gpravé dostaneme

<k -1, 1 )‘2
Tk+1 = — .
* AVA! VT2
Dokézali jsme tedy, Ze z platnosti (1.3) pro n = k vyplyva platnost této
rovnosti pro n =k + 1.

Spojenim vysledkd (i) a (ii) je dokdzano, Ze rovnost (1.3) plati pro
libovolné prirozené ¢éislo n (n = 3).

Uloha 2

Necht Cy(r), Ca(r) jsou dvé shodné kruznice s vnéjsim dotykem v bodé T’
a { jejich spoleénd vnéjsi te¢na (obr.2). Kruznice O;(r;) se dotyka
pfimky ¢ a zvnéjsku obou kruznic C;(r), C2(r). Kruznice Oz(rz) se do-
tyka zvnéjsku kruznice O (r1) a obou kruznic Cy (r), Ca(r) atd. Urcete r,
pomoci r a n.
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MATEMATIKA

Reseni. Je zfejmé, e stiedy O; kruznic posloupnosti (Oi(ri)) lezi na
spole¢né vnitini teéné kruznic Cy(r), C2(r) s bodem dotyku T'. V pra-
vouhlém trojuhelniku C17°0; podle Pythagorovy véty plati

(r+r)? =12+ (r—r1)?

odkud
T. (2.1)

=

Ty =
Podobné z trojuhelniku C1;70O4 plyne
(r+r)? =724 (r—2r —ry)?,
odkud s vyuzitim (2.1) po upravich dostaneme

ro = 157 (2.2)

.CQ
14
Obr. 2
Analogicky bychom z trojahelniku C17'0O3 dostali
r3 = ir (2.3)
a z trojuhelniku C1T0,
Ty = 15T (2.4)
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MATEMATIKA

Vsimnéme si podrobnéji prvnich éty¥ ¢lenti posloupnosti (r;). Lze psat:

1
r=-—r
T4
1
rg = ———=7T
T 4(1+2)
B 1
BT ar2+3)
1
T4 =

4-(1+2+3+4)

Lze tedy odéekavat, ze pro n-ty clen posloupnosti (r;) plati

1
Ty = T,
4-1+2+...+n)
. .
" 2n(n+1)r (25)

Déle budeme postupovat podobné jako v predchozi tloze. Uzitim prin-
cipu matematické indukce (vzhledem k pfirozenému ¢islu n) dokézeme
platnost rovnosti (2.5) pro vSechna n € N.

(i) Pro n =1 je rovnost (2.5) ovéfena vztahem (2.1).

(ii) Pfedpokladejme nyni, Ze rovnost (2.5) plati pro kazdé pfirozené
¢islo ne{1,2,...,k}, kde k€ N. Ukazeme, Ze z toho vyplyva plat-
nost této rovnosti pro n = k + 1. Z pravothlého trojuhelniku C1TO 11
vyplyva

(r+r1)> =1+ [r —(2r1+2r9+ ...+ 2r;) — T;H_lf. (2.6)

Podle indukéniho predpokladu plati

1 1 1
2 2 2 = | — — [
r1 + 2re + + 27 |:1.2+2.3+ +ki(k+1):|r

[+ Gl o)
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MATEMATIKA

Dosazenim do (2.6) pak dostaneme

2
1
(r+ri1)? =1+ (—k+17“—7°k+1> .

Odtud po tpravach obdrzime

1
LT+ 1)k + 2)

T,

coz znamend platnost rovnosti (2.5) pro n =k + 1.

Spojenim vysledki (i) a (ii) je dokdzdna platnost rovnosti (2.5) pro
vSechna n € N.

Uloha 3

Necht I(a) je kruznice vepsand do ¢tverce ABCD se stranou délky 2a.
Sestrojme posloupnost kruznic O;(r;), kde i € N, takovou, ze kruznice
0O1(r1) se dotyk4 stran AB a DA daného ¢tverce a také zvnéjsku kruz-
nice I(a), kruznice Oz(rz2) se dotyka strany AB a zvnéjsku kruznic I(a)
a O1(r1) atd. Vyjadfete r, pomoci a a n.

| / \C
i
02
AL
.
()
A X, Xy X3 T B
Obr. 3
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MATEMATIKA

Reseni. Ozna¢me X; body dotyku kruznic O;(r;) se stranou AB ¢tverce
ABCD a bod dotyku kruznice I(a) se stranou AB ozna¢me T'. Z obr.3
(podobnymi tivahami jako v tloze 1) odvodime, Ze pro kazdé i € N plati

| XiXi1| = 2y/ririvr, | XiT| = 2y/ria.
Pfi vypoctu r; vyjdeme z rovnosti
[AT| = [AXy| + [X, T,
tedy

a=ry+2y/ra.
Po upravé dostaneme kvadratickou rovnici s neznamou r; a realnym
parametrem a:
r? —6ar; +a* =0
Jedinym readlnym kofenem této rovnice, ktery vzhledem k podmince
0 < r1 < a vyhovuje nasi tloze, je

7‘1:(3—2\/5)(1: 1 1

5+2v2 (1+V2)

5 Q. (3.1)

Nyni ur¢ime r5. Plati
|AT| = [AXq| + [ X1 Xo| + [ X217,
tj.
a =11+ 2yrirs +2y/r2a
neboli
a—r1=2yr2 (Vri++Va).

Do této rovnosti dosadime z (3.1) za r; a pak ji upravime na tvar

1
ro = ——4/a,
? 2+\/§f

odkud 1
o= —7—=>5 Q.

(2+v2)

Analogicky bychom dosli k vysledku
1
r3=——-5 a.

(3+v2)
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I zde muzeme vyslovit hypotézu:

Pro kazdé n € N plati
1
Ty = ——s Q. (3.2)
(n+v2)

K ditkazu této hypotézy vyuzijeme opét princip matematické indukce.

(i) Pro n =1 je rovnost (3.2) ovéfena vztahem (3.1).

(ii) Pfedpoklddejme nyni, Ze rovnost (3.2) plati pro pro kazdé pfiro-
zené Cislo n € {1,2,...,k}, kde k € N. Dokazeme, Ze z toho vyplyva
platnost této rovnosti pro n =k + 1. Pro délku usecky AT plati

|AT| = |AXq| + | X1 Xo| + -+ + | Xp1 Xio| + [ X Xpg1| + [ X T,
tedy

a=r11+2r1ro+ - +2\/Tp_17Tk + 2\/TETky1 + 2¢/Try10

neboli

a=r1+2S+2/r1 (Ve +Va), (3.3)
kde
S=rra+/rars+ - 4+ /11T

Z indukéniho pfedpokladu, tj. z platnosti rovnosti (3.2) pro kazdé
n€{1,2,...,k}, vypocteme

g [ 1 o 1 1 }a:
14V 242 (k—1)+v2 k+V2

[(1+\f 2+1f) '+((k—1;+\/§_k+1x/§>}a:

_<1+1¢§‘k+1ﬁ)"

1
Posledni vysledek a soucasti indukéniho predpokladu r; = —2 a
. (1+v2)
ry = ———— a dosadime do (3.3) a po upravich obdrzime
(4 v2) )
2 (k+1)+ V2
a =2 — a,
R R R
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MATEMATIKA

odkud
1

[(k+1)+ V2]

coz znamend platnost rovnosti (3.2) pro n =k + 1.

Tk+1 = a,

Spojenim vysledkd (i) a (ii) je také v tomto pfipadé matematickou
indukei dokdzéano, Ze rovnost (3.2) plati pro vSechna pfirozena éisla n.

P1i feseni pfedeslych tii dloh jsme vyuzili princip matematické in-
dukce, ktery reprezentuje efektivni metodu feSeni celé fady tloh (nejen
s uvedenou problematikou). P¥itom si pov§imnéme dvou odlisnych vari-
ant tohoto principu.

Pii feSeni ulohy 1 jsme v kroku (ii) dokazovali platnost implikace:

Plati-li dokazovand rovnost (dokazované turzeni) pro n =k, kde
keN (k=3), pak plati i pro n =k + 1, tedy platnost implikace

T(k) = T(k + 1),

kde symbol T'(k) znadi uvazovanou vyrokovou formu (pfislusnou rovnost
— tvrzeni ulohy) v zévislosti na k.

Na rozdil od této varianty byla pfi feseni tiloh 2 a 3 shodné pouzita jina
(obecnéjsi) varianta principu matematické indukce. V kroku (ii) jsme
dokazovali platnost implikace:

Plati-li dokazovand rovnost (dokazované tvrzeni) pro vSechna ptiro-
zend ¢isla n € {1,2,...,k}, kde ke N (k = 1), plati i pro n =k +1,
tedy platnost implikace

[T()AT2)A ... NT(k)] = T(k+1).

Prvni z uvedenych variant principu matematické indukce je zvldstnim
piipadem (dtisledkem) varianty druhé.

Vyteseni posledni tilohy pfenechavame ¢tenaitim k samostatnému pro-
cviceni. Spravny vysledek je uveden v hranatych zavorkach.
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Uloha 4
Necht O1(r1) a O2(re) jsou kruZnice s vnéjsim dotykem a ¢ jejich spo-
leénd vnéjsi tecna. Uvazujme kruznice O;(r;), kde i = 3,4,..., takové,

ze O3(r3) se dotykad pfimky ¢ a zvnéjsku obou kruznic Oq(rq), Oz(r2),
kruznice O4(r4) se dotyka zvnéjsku kruznice O3(r3) a také obou kruznic
O1(r), Oz(r) atd. (obr.4). Urcete r, v zavislosti na rq, ro a n.
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