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SOUTEZE

56. ro¢nik Matematické olympiady,
tlohy domaciho kola kategorie P

Reseni kazdého piikladu musi obsahovat podrobny popis pouzitého algo-
ritmu, zdivodnéni jeho spravnosti a diskusi o efektivité zvoleného Teseni
(tzn. posouzeni ¢asovych a pamétovych nrokt programu).

V tlohéch P-I-1, P-I-2 a P-I-3 je tifeba k TfeSeni pfipojit odladény
program zapsany v jazyce Pascal, C nebo C++. Program se odevzdava
v pisemné formé (jeho vypis je tedy soucasti feSeni) i na disketé, aby
bylo mozné otestovat jeho funkénost. Slovni popis feSeni musi byt jasny
a srozumitelny, aniz by bylo nutno nahlédnout do zdrojového textu
programu. V tloze P-I-4 je nutnou soudasti feSeni program pro grafo-
mat.

Reseni tloh vypracujte a odevzdejte nejpozdéji do 15.11.2006. Vzo-
rova TeSeni naleznete po tomto datu na internetu na adrese
http://mo.mff.cuni.cz/. Na stejném misté jsou stale k dispozici ves-
keré aktualni informace o soutézi a také archiv soutéznich uloh a vy-
sledkd minulych ro¢nika.

P-1-1 Pizza kolem

Marco se rozhodl, ze zuzitkuje své kulindfské i cyklistické doved-
nosti a zalozi firmu pro vyrobu a rozvoz pizzy. Firmu planuje pro-
vozovat tak, ze vzdy nejdiive bude shromazdovat objednavky, a kdyz
jich bude dostatek, tak pizzy upece, sedne na kolo a rozveze je za-
kazniktim. Protoze Marco je lepsi cyklista nez kuchaf, planuje zatim
ve své nabidce pouze jeden druh pizzy. Aby se ale odlisil od kon-
kurence, prijimd objednavky i na Sestinové Casti pizzy. Lze si u néj
objednat naptiklad 1/6, 4/6 nebo 15/6 pizzy. Navic, jako specidlni
sluzbu zékazniktim, chce Marco pizzy pro kazdého zakaznika dodat
co nejméné roziezané (aby zdkaznik sdm mohl rozhodnout, jak si
déle pizzu rozdéli). Proto napiiklad 4/6 pizzy chce dodat jako jeden
kus prislusné velikosti a 15/6 chce dodat jako 2 celé pizzy a k nim
jednu polovinu pizzy (Marco chee také dodat co nejvice pizz vcelku,
takze uspokojeni této objednavky t¥emi kusy velikosti 5/6 nepfipada
v tivahu).
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A7 kdyz Marco vSude rozdal letdky propagujici jeho novou firmu,
tak si uvédomil, ze diky jeho specidlni sluzbé zdkaznikim neni jed-
noduché zkombinovat objednavky tak, aby mu moc kust pizzy ne-
zbylo. Obratil se proto na véas, abyste mu napsali program, ktery by
mu s problémem pomohl. Pro zac¢atek by mu stacil program, ktery na
vstupu dostane objedndvky a na vystup vypise, kolik pizz ma Marco
napéct.

Format vstupu: Na prvnim fadku vstupniho souboru pizza.in se na-
chazi celé ¢islo N, 1 < N £ 10000 — pocet objedndvek. Ve vstupnim
souboru pak nasleduje N fadkt. Kazdy fadek popisuje jednu objednavku
a obsahuje jedno celé ¢islo ¢, 1 < ¢ < 100, které je pocet objednanych
Sestin pizzy.

Format vystupu: Vystupni soubor pizza.out bude obsahovat jedno celé
¢islo p, které znaci nejmensi mozny pocet pizz, které je tieba upéct, aby
Slo splnit vSechny objednavky a byla dodrzena specialni sluzba zakazni-
ktm.

Priklad 1:

pizza.in pizza.out

3 2

2 (z jedné pizzy lze naptiklad ufiznout dva kusy o ve-
2 likosti 2/6 a z druhé pizzy se ufizne kus velky 3/6)
3

Priklad 2:

pizza.in pizza.out

3 3

4 (kvili pozadavku na dodani co nejméné rozrezanych
5 kouski pizzy je tieba pro kazdou objednavku upéct
3 celou pizzu)

P-I-2 Zasypané mésto

Archeolog Bedfich Hrozny zkoumé nové nalezené zasypané mésto
v pousti. Jako prvni krok se rozhodl, ze pomoci sonaru urci, kolik mist-
nosti mély vSechny domy ve mésté dohromady.
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Kus pousté, kde mésto lezelo, si Bedfich pokryl ¢tvercovou siti o roz-
mérech M x N. Se sonarem postupné projel vsechny radky takto vytvo-
Fené Ctvercové sité a sva méreni si zaznamenal. Pro jednoduchost pred-
pokladal, ze pod kazdym polem této sité se nachdzi bud kameni, nebo
pisek. Na zdkladé ziskanych dat by rad uréil, kolik mistnosti (souvislych
oblasti pisku) v zasypaném mésté bylo.

SoutéZni tloha: Na vstupu je dan popis zasypaného mésta, které si pred-
stavujeme jako Gtvercovou sif o rozmérech M x N. Policka &tvercové
sité jsou popsana po fadcich od horniho ke spodnimu a na jednotlivych
fadcich postupné zleva doprava. Bedfich si svd méfeni zapsal pomoci
dvojic ¢isel, kde prvni ¢islo znamené pocet policek s piskem a druhé
pocet policek s kamenim. Data ziskana ze sonaru tedy tvofi K dvojic
nezépornych ¢isel (p,q). Dvojice (p,q) reprezentuje, Ze z nasledujicich
p + ¢ policek je prvnich p policek tvoreno jen piskem a zbylych ¢ policek
je tvoreno kamenim. Kazdy usek takovychto p+ ¢ policek lezi pouze
v jednom Fadku ¢tvercové sité, tj. zaddna dvojice (p, ¢) neodpovidé tseku
polic¢ek na dvou ¢i vice Fadcich.

Vasim tkolem je spocitat pocet mistnosti v zasypaném mésté. Mist-
nosti se rozumi souvisla oblast pisku, kterd uz v zadném sméru nejde
zvétsit. Dvé policka ¢tvercové sité povazujeme za sousedni, pokud maji
spole¢nou hranu, nikoliv jen vrchol.

Format vstupu: Na prvnim fddku souboru mesto.in se nachézeji t¥i ne-
zaporna c¢isla M, N a K — pocet fadkt a sloupcu ¢tvercové sité mésta
a pocet dvojic, které popisuji jeji obsah. Je zndmo, ze M i N jsou mensi
nez 50000 a ze K je mensi nez 1000000 000. Kazdy z dalsich K radkt
obsahuje dvé nezdpornd Cisla p a ¢, kde p je pocet policek zasypanych
piskem a ¢ je pocet policek, pod kterymi jsou kameny. Policka jsou po-
psana po fadcich od horniho fadku sité, na jednotlivych Fadcich zleva
doprava. Navic zddna dvojice (p, ¢) nepopisuje policka obsaZzena na vice
fadcich.

Pokud se Vam nepodaii vyfesit Glohy s vySe popsanymi omezenimi
na M, N a K, predpokladejte, ze kazdé M a N je nejvyse 500 a K je
nejvyse 100 000.

Format vystupu: Jediny fadek souboru mesto.out by mélo tvofit jediné

nezaporné Cislo — pocet mistnosti v zasypaném mésté. VSimnéte si, ze
pokud pod vSemi policky je jen kameni, bude toto ¢islo rovno nule.
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Priklad:

mesto.in mesto.out

447 3

04

21

10 ERER EEEE
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01 ] ‘ 3

30
Zasypané meésto Zasypané meésto, Mistnosti
B kameni jak ho vidi sonar zasypaného mésta
O pisek oznacené A, B, C

P-I-3 Okruzni jizda

Ve Stinové Praze je komplikovany dopravni systém. Tvori ho kiizovatky,
navzajem propojené ulicemi, ale na rozdil od realné Prahy muze do jedné
krizovatky vést libovolny pocet ulic. Zajisté chapete, ze fizeni dopravy
ve Stinové Praze je velmi slozité a ¢asto dochazi k nehodam. Radni ve
Stinové Praze se rozhodli zlepsit dopravni situaci. Nejprve ze vSech ulic
udélali jednosmérky, a to tak, ze do kazdé ktizovatky vchazi alespon
jedna ulice a z kazdé kiizovatky vychazi alespon jedna ulice. Pak navic
na kazdé kiizovatce zakazali jednu moznost odboceni (tedy pfed touto
zménou se kiizovatka, do niz vede k ulic a z niz vede £ ulic, dala projet
k¢ zptsoby; nyni je moZné ji projet jen k¢ — 1 zpusoby). Stinovi Prazané
si ale zacali stézovat, Ze se nedokézou dostat z domu do préce ¢i naopak.
Aby podobna tvrzeni vyvratili, rozhodli se radni dokéazat, ze se da z kazdé
ulice dostat do kazdé jiné. Délat to pro kazdou dvojici ulic zvl&st by bylo
pracné, proto chtéji nalézt ,,okruzni jizdu“ — t.j. cyklickou posloupnost
ulic takovou, ze vSechna odboceni v ni jsou povolend, nikde se v ni nejede
v protisméru a kazda ulice se v ni vyskytuje pravé jednou. VSimnéte si,
Ze takova posloupnost nemusi existovat: napt. pokud existuje kfizovatka,
do které vede méné ulic, nez kolik z ni vychéazi.

Format vstupu: Na prvnim faddku vstupniho souboru okruh.in jsou dvé
prirozend ¢isla n a m, udavajici pocet kiizovatek a pocet ulic ve Stinové
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Praze. Kfizovatky jsou ocislovany prirozenymi ¢isly od 1 do n. Nasledu-
jicich m radkd popisuje ulice. Na kazdém z nich je dvojice Cisel u a v
(1 £ u, v <n) znamenajici, ze z kiizovatky u vede jednosmérné ulice
do kfizovatky v. Mezi dvéma kfizovatkami mutize vést v kazdém sméru
nejvyse jedna ulice. Déle nasleduje n fadki, i-ty z nich popisuje, jaké od-
boceni je zakazano na i-té kiizovatce. Jsou-li na i-tém fadku ¢isla v a v
(1 £ u, v £ n), pak jedeme-li po ulici z u do 7, nesmime odbo¢it do ulice
z i do v.

Format vystupu: Do vystupniho souboru okruh.out vypiste posloup-
nost ¢isel vy, va, ..., vy (1 £ v; £ n pro kazdé i) takovou, Ze:

e 7z v; do v;y1 (pro 1 £ i < m) vede ulice,

e jedeme-li ulici z v; do v;11, je povoleno odbo¢it do ulice z v; 41 do v;42
(pro 1 i< m),

e kazda ulice je pouzita, tj. existuje-1i ulice z u do v, pak existuje i tak,
Ze Vi = U & Vjy] = V.

Indexy pocitame cyklicky, tj. vm+1 = v1 a vy = vo. Pokud existuje
vice takovych posloupnosti, vypiste libovolnou z nich. Pokud takova po-
sloupnost neexistuje, vypiste fetézec ,0kruzni jizda neexistuje.“.

Priklad 1:

okruh.in okruh.out (jeden ze spravnych vystupi)
48 12342413

12
23
31
34
13
42
24
41
42
14
21
31
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Piiklad 2:

okruh.in okruh.out

33 Okruzni jizda neexistuje.
12

23

31

32

13

21

P-I-4 Grafomat

Studijni text:

Grafem nazveme libovolnou konecnou mnozinu V' wrcholi grafu spolu
s mnozinou E hran, coZ jsou neuspofadané dvojice vrcholt. Zadné dva
vrcholy nejsou spojeny vice hranami, zadna hrana nespojuje vrchol se
sebou samym.

K-graf budeme fikat takovému grafu, ve kterém s kazdym vrcholem
sousedi pravé K hran a konce téchto hran jsou ocislovany piirozenymi
¢isly od 1 do K. Oba konce jedné hrany pritom mohou byt ocislovany
rizné. Pokud budeme hovotit o hranach vychéazejicich z néjakého vrcho-
lu v, budeme zmitiovat méstni ¢isla hran (to jsou ¢isla konce, kterym je v)
a C¢isla protéjsi (to jsou ta zbyvajici). Pro kazdy vrchol jsou mistni ¢isla
vSech jeho hran navzajem razna. Nasledujici obrazek ukazuje priklad
2-grafu a 3-grafu:

Ohodnocenim grafu nazveme piifazeni prvki néjaké koneéné mnoziny
vrcholim grafu — tedy naptiklad rozdéleni vrchold na ¢erné a bilé nebo
oznaceni vrcholti ¢isly od 1 do 5.
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Grafomat je zarizeni pro automatické feseni grafovych tuloh. Jeho vstu-
pem je libovolny K-graf G spolu s jeho ohodnocenim; vystupem je néjaké
dalsi ohodnoceni téhoz grafu. Samotny vypocet je vykonavan automaty
umisténymi v jednotlivych vrcholech grafu. Kazdy automat méa svou pa-
mét a ¥idi se programem. Programy vSech automatii jsou identické, za-
timco paméf mé kazdy automat svoji a mimo to jeSté muZe nahliZzet
do pameéti svych grafovych sousedi.

Pamét automatu je tvorena koneénym mnoZstvim proménnych, které
si mizeme piedstavit jako pascalské proménné typu interval. Obsahuji
tedy prirozend cisla v néjakém pevném rozsahu, ktery nezavisi na veli-
kosti vstupu. Mimo to je také mozné pouzivat pole intervalovych pro-
ménnych, jejichZ indexy jsou opét z pevnych intervall. Zadné jiné typy
proménnych (neomezené velkd ¢isla, ukazatele, ...) pouzit nelze.

Zvl1astni roli hraji proménné x a y. Proménna x na pocatku vypoc-
tu obsahuje vstupni ohodnoceni toho vrcholu grafu, ke kterému patfi,
hodnota proménné y na konci vypoctu uréi vystupni ohodnoceni vrcholu.
Vsechny proménné s vyjimkou proménné x maji svou poc¢atecni hodnotu
pevné urc¢enu. Deklarace proménnych vypada napiiklad takto:

var x: 1..5; { ¢islo od 1 do 5, na po&atku vstup }
y: 1..5 = 3; { ¢islo od 1 do 5, na pocatku 3,
na konci vystup }
z: array [1..2] of 3..4 = (3, 4);
{ pole dvou &isel }

Ridici program automatu si mfizeme piedstavit jako pascalsky pro-
gram, v némz si zakazeme pouzivat rekurzi a ktery bude manipulovat
pouze s proménnymi v paméti automatu a pripadné i automatt soused-
nich. Na své vlastni proménné se automat odkazuje jejich jmény, jako
by to byly obycejné pascalské globalni proménné, na proménné sousedu
pak konstrukei S[i].p. Zde i je celo¢iselny vyraz s hodnotou 1, ..., K,
jenz znadi, o kolikatého souseda se jedna, tedy mistni ¢islo hrany, kterou
je soused pripojen; p je jméno libovolné proménné. Proménné sousedii
je mozné pouze Cist.

Aby mohl program davat do souvislosti své hrany s hranami svych sou-
nastaveny tak, Zze P[i] obsahuje prot&jsi ¢islo hrany s mistnim ¢islem i.
Vyraz S[i].S[P[i]].z je tedy totéz jako samotné z. (Pozor, zatimco
druhé S je odkaz na proménnou pat¥ici sousedovi, proménna P v indexu
je opét mistni.)
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Vypocet grafomatu probiha v taktech, a to nasledovné: V nultém
taktu se proménné vSech automatt nastavi na pocatecni hodnoty a pro-
ménné z na vstupni ohodnoceni jednotlivych vrcholt. V kazdém dalsim
taktu se pak vzdy jednou spusti program kazdého automatu, pfricemz
proménné svych sousedtt vidi program ve stavu, v jakém byly na za-
¢atku taktu. Ackoliv tedy jednotlivé automaty bézi soucasné, nemiize se
stat, ze by jeden Cetl z proménné, do které pravé druhy zapisuje.

Vypocet pokracuje tak dlouho, dokud v néjakém taktu vSechny auto-
maty neprovedou pfikaz stop. Pak se vypocet zastavi a z proménnych y
grafomat precte vystupni ohodnoceni grafu. Pokud pfikaz stop provedou
jen nékteré automaty, vypocet pokracuje, a to i na téchto automatech.
Struktura grafu, jakoz i obsah proménnych P, ziustava po celou dobu
vypoctu konstantni.

Za casovou slozitost vypoctu budeme povazovat pocet taktl, které
ubéhnou do zastaveni. Nijak tedy nezavisi na rychlosti programi jednot-
livych automatd. Podobné jako u ¢asové slozitosti klasickych algoritmt
nebudeme hledét na multiplikativni konstanty a bude nas zajimat pouze
asymptotické chovani slozitosti, tedy zda je linearni, kvadratickd atd.
Pripady, kdy vypocet neskonci, nebudeme pfipoustét; pro tplnost ale do-
dejme, ze tehdy se nutné musi hodnoty proménnych periodicky opakovat.

Priklad 1:

Je dan 3-graf a v ném vyznacen jeden vrchol v, a to tak, Ze jeho pro-
ménna = bude inicializovana jednickou, zatimco proménné vsech ostat-
nich vrcholti nulou. Napiste program pro grafomat, ktery oznaci vSsechny
vrcholy z vrcholu v dosazitelné po hranach, a to tak, Ze jejich proménna y
bude na konci vypoctu rovna jedné, zatimco u nedosazitelnych vrcholt
bude nulova.

Resent

Inspirujeme se prohledéavanim grafu do sitky. V kazdém taktu se kazdy
vrchol podivé, zda néktery z jeho sousedi je jiz oznacen, a pokud ano,
také se sdm oznaci. Pokud se oznaceni nezméni, vrchol volanim stop sou-
hlasi se zastavenim. Pribéh vypoctu tedy bude vypadat tak, ze v i-tém
taktu budou oznaceny ty vrcholy, jejichz vzdalenost od v je mensi nebo
rovna ¢. Vypocet se zastavi, jakmile se hodnoty proménnych pfesta-
nou ménit, tj. po nejvyse N taktech. Proto je ¢asova slozitost naseho
programu linedrni v poétu vrcholi (na rozdil od klasického prichodu
do sifky nezavisi na po¢tu hran).
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Program vypada takto:

var x: 0..1; { byl vrchol oznalen ve vstupu? }
y: 0..1 = 0; { je oznaen ted? }
prev: 0..1 = 0; { pfedchozi stav }
i: 1..3;
begin
prev :=y; { zapamatujeme si, jestli uZz byl
oznaen }
if x=1 then y := 1; { pfeneseme oznaeni ze vstupu }
for i := 1 to 3 do { podivejme se na vSechny
sousedy }
if S[i]l.y <> O then { je-1i i-ty soused oznalen, }
y = 1; { ozna& i sebe sama }
if y = prev then stop; { pokud se nic neméni, miZeme
kon&it }
end.

Priklad 2:

Méjme 2-graf slozeny z jediného cyklu sudé délky (tj. z vrcholi oéis-
lovanych 0, ..., N —1, pfi¢emz vrchol 7 je spojen hranou oznace-
nou 1 s vrcholem (i+ 1)modN a hranou oznaenou 2 s vrcholem
(i — 1) mod N; piiklad takového grafu pro N =6 najdete na obrazku
na zacatku tohoto textu). V tomto grafu je vyznacen jeden vrchol v.
Napiste program pro grafomat, ktery oznaci vrchol protilehly k v, tedy
vrchol s éislem (v 4+ N/2)mod N.

Resend
Vysleme ,signal“ putujici z vrcholu v ve sméru jednickovych hran rych-
losti 1 vrchol za takt a druhy signal putujici stejnou rychlosti opaénym
smérem. Jakmile néjaky vrchol zjisti, Ze do néj prisly oba signdaly, oznaci
se a signaly jiz dal nepredava.

0..1; { vstupni znacka u vrcholu }
: 0..1 =0; { vystupni znacka }

p: 0..1 =0; { uz timto vrcholem proSel signal

doleva a doprava? }
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begin
if x=1 then { za&iname posilat }
begin 1 := 1; p :=1; end;
if (8[2].1=1) and (S[1].p=1) then
{ signaly se v tomto vrcholu potkaly }
begin y := 1; stop; end
else if (S[2].1=1) and (1=0) then 1 := 1
{ pfedame signdl doleva }
else if (S[1].p=1) and (p=0) then p := 1
{ ptedame signal doprava }
else stop; { nic se nedé&je => mGZeme konlit }
end.

Soutézni loha: Napiste program pro grafomat, ktery v zadaném 3-grafu
s vyznacenymi dvéma vrcholy nalezne nejkratsi cestu vedouci mezi nimi
a vyznaci vrcholy lezici na této cesté. Muzete predpokladat, Ze cesta
vzdy existuje. Pokud je nejkratsich cest vice, vyberte libovolnou z nich.

Vstup bude tvofen proménnou x, kterad bude v prvnim ze zadanych vr-
choltl rovna jedné, v druhém dvéma a ve vSech ostatnich vrcholech nu-
lova.

Vystupem programu bude proménné y ve vrcholech nejkratsi cesty jed-
nickova, jinde nulova.

Pokuste se nalézt takovy program, jehoz ¢asova slozitost bude zaviset
pouze na délce sestrojené cesty a ne na velikosti celého grafu.

k* k k ok ok

Peétkrdt sedm dvacet devét
Nejsem Finstein nejsem vsevéed
Jesté Ze mam joj
Pocitact stroj
Juch
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