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TFi naro¢néjsi Ulohy z fyziky,
pri jejichz reSeni se mizeme setkat s elipsou

Miroslava Jaresovd, Ivo Volf, PedF UHK Hradec Krdlové

Rekne-li se elipsa v souvislosti s fyzikou, je mozné si predstavit celou fadu
situaci. Nékomu se vybavi skladani kolmych kmiti, nékomu tfeba tyc,
ktera se jednim koncem opira o svislou sténu a druhym koncem o podlahu
a zacne sjizdét po zdi doli (trajektorii pohybu libovolné zvoleného bodu
tyCe je Gast elipsy). My se zaméfime na pfipady, kde se elipsa vyskytuje
asi nejcastéji — gravitacni pole.

Nez za¢neme Tesit jednotlivé tlohy, doplime stfedoskolské ucivo fyziky
o nékteré dalsi poznatky, které budeme potiebovat.

Pripomenime, Ze elipsa je mno- y
zina vSech bodi v roviné tako-
vych, Ze soucet jejich vzdalenosti
od dvou danych bodd (ohnisek) b N
je stejny. Pfi oznaceni z obr.1, f
tedy mimo jiné |F10| = |F20| = f, ) 0 a F,
plati a? =02 + f2 a excentricita
elipsy e je v astronomii definovana
jako podil e = f/a.*)

Obr. 1

*) Protoze se v tomto ¢lanku budeme zabyvat predevsim elipsou v astronomii, musime
predeslat jedno varovani pied terminologickymi rozdily. V matematice se slovem
excentricita (méné Casto i eskym slovem vystiednost) a symbolem e oznaduje
vzdalenost |OF}| ohniska od stfedu elipsy. Pomér této vzdalenosti a délky hlavni
poloosy, tedy bezrozmérné ¢islo |OF1|/a, se v matematice nazyva numerickd ex-
centricita a oznacuje se symbolem e. Naproti tomu v astronomii se vzdélenost
|OF1| neuziva, slovem ezcentricita a symbolem e se tam oznacuje pomér |OF1|/a,
tedy to, Cemu matematici fikaji ,numericka excentricita®“. V tomto clanku budeme
termin excentricita a pismeno e pouzivat jako v astronomii, tedy pro bezrozmérnou
veli¢inu.
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Podle prvniho Keplerova zékona se planety (a samoziejmeé i jina té-
lesa, napt. planetky, meteoroidy nebo kosmické sondy ,,bez vlastniho po-
honu*) pohybuji po elipsach, které maji jedno ohnisko v Slunci.*) Takova
obézna draha je zobrazena na obr. 2. Bod dréhy, ktery je nejblizsi Slunci
(v obrazku oznafenému S), se na-
zyva perihelium (bod P); nejvzda-
lenéjsi bod drahy se nazyva afélium
(bod A). Pro jejich vzdalenosti rp
a ra od Slunce (ohniska) snadno
odvodime vztahy: P

rp=a—f=a(l—e¢) vp

ra=a+f=a(l+e)

Obr. 2

Podle druhého Keplerova zdkona (zdkona ploch) plati, Ze za stejné
doby opise privodi¢ planety stejné plochy. Je-li planeta v periheliu, ve
vzdalenosti rp od Slunce, opiSe za kratkou dobu At jeji pruvodi¢ plochu
velmi izkého rovnoramenného trojuhelniku o zékladné vp At a vysce rp,
tedy plochu vp rp At/2 (vp je velikost okamzité rychlosti vp planety pii
prichodu periheliem). Stejnym zptsobem dostaneme, Ze za stejny ¢as At
opiSe pruvodi¢ v aféliu plochu wva ra At/2 (va je opét velikost okamzité
rychlosti). Protoze obé& plochy jsou podle zékona ploch stejné, musi platit
vp Tp = va 7'a. Dosadime-li sem vyrazy pro vzdalenosti perihelia a afélia
od Slunce, dostavame vztah

vp 1A l+e

(1)

va rp  1l—¢e’

Nyni odvodime vztah pro vypocet velikosti okamzité rychlosti pohybu
planety po eliptické trajektorii v libovolném bodé trajektorie. K tomuto
odvozeni pouzijeme zékon zachovani mechanické energie.

Vime, ze pohybuje-li se hmotny bod po eliptické trajektorii, méni se
jeho okamzita rychlost i vzdalenost od stfedu centralniho télesa. Méni se
tedy i jeho kinetické a potencialni energie, ale celkovd mechanicka energie

*) Keplerovy zakony plati jen pfiblizné — pfesné by se podle nich pohybovala jen
planeta, na kterou by pusobila pouze gravita¢ni sila Slunce a ne uz napft. gravi-
tacni sily jinych planet. Chyba je vSak pomérné mala a v nasich tlohach budeme
predpokladat, ze Keplerovy zédkony pro pohyb planet plati.
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zustava konstantni. Pfipomenime, Ze pro vypocet kinetické energie plati
znamy vztah
_ 1,2
Ex = gmv”,

kde m je hmotnost a v velikost okamzité rychlosti.

Potfebujeme jesté vztah pro vypocet gravitacni potencidlni energie
Epe(r) télesa o hmotnosti m ve vzdélenosti r od néjakého centralniho
télesa o hmotnosti M (v nasem p¥ipadé to bude potencidlni energie pla-
nety ve vzdalenosti r od Slunce). Tento vztah se ziské integraci, mate-
matické nastroje, které zname ze stfedni skoly, na to nestaci. Ukazeme
zhruba, jakym postupem se k tomuto vztahu da dojit; jeho pfesny (velmi
jednoduchy) dikaz si étendf muze udélat, az se naudi integrovat.

Zac¢neme tim, ze téleso o hmotnosti m
posuneme ze vzdélenosti r; od stiedu M .

centralniho télesa do o madlo vétsi vzda- 0O 00
lenosti 7o (obr. 3). Pfirtistek potencidlni el

energie se rovna praci Wis, kterou pri ro
tom vykoname:

Obr. 3
Wi = Epg(7"2) - Epg(rl)

Sila, jiz pfi posouvani pusobime, je stejna jako gravitacni sila, kterou
se obé télesa navzajem pritahuji. Zavisi tedy na vzdalenosti; ve vzdale-
nosti r; od centrélniho télesa je velikost sily rovna Fy = >xMm/r? a ve
vzdalenosti 75 je rovna Fy = »Mm/r3 (5 je gravitaéni konstanta).

Jestlize se ale 7 1isi od r; jen malo, miZeme vzit néjakou ,stfedni*
silu F},, ktera lezi mezi Fy a Fy*), a vypo¢itat praci, kterou vykoname,
a tedy i prirtistek potencialni energie, takto:

Wi = Epg(r2) - Epg(rl) = Fp(r2 — 1)

Za ,stfedni” silu F}, miZeme vzit napriklad geometricky primér sil na
zacatku a na konci posouvani:

M
Fy = VEF; =% n

172

*) Je-1i rozdil ro —r; opravdu maly, nezalezi vlastné na tom, kterou ,stfedni® silu
zvolime, hlavné kdyz bude lezet mezi F; a Fs.
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Préace, kterou vykoname, pak je

Mm
Wis = 2 (ro—r) = —x
rir2 T1 ) T2

Mm Mm Mm ( Mm )
— | —» .
To je souCasné prirtistek potencialni energie:

Mm Mm
Epg(r2) — Epg(r1) = — - (—% )
2 T1

Stejné vypocitame, Ze pfi preneseni télesa o dalsi maly kriacek do vzda-
lenosti 73 se potencialni energie zvétsi o

Mm Mm
Epg(TB> - Epg(TZ> =—x - (_% ) )
T3 T2

takze celkovy prirtstek této energie pti prechodu ze vzdalenosti r; do
vzdalenosti r3 je

Eya(rs) — Epglr1) = —2 0 — <—% Mm) .

T3 1

Takto mizeme sc¢itat priristky potencialni energie dal a dal. Udélame-li
téchto malych krickh velky pocet, bude celkova zména potencialni ener-
gie opét vyjadrena rozdilem

Eos(r) = Bpa(rn) = =2 = (<2 ) )

r 1

Rozdil vzdalenosti r a r; vSak uz nemusi byt maly, protoze je roven
souctu velkého poctu malych prirdstkt vzdalenosti. Vypocitali jsme tak
priristek potencialni energie i pro tak velkd posunuti, Ze se pfi nich pi-
sobici sila méni. A pravé takové sc¢itani velkého poc¢tu malych pfiristkd,
kterym nakonec dostaneme hledany velky prirtistek, je integrace.

Z rovnosti (2) plyne, Zze potencidlni energie télesa v gravitacnim
poli vzrista se vzdalenosti r od centralniho télesa stejné jako veli¢ina
—»Mm/r. To znamend, Ze je bud rovna této veli¢ing, nebo se od ni 1isi
jen o né€jakou konstantu. Nejjednodussi a nejobvyklejsi je volit prosté

Bpg(r) = = 2. 3)

r
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Déle ze vztaht (1), (3) a ze zdkona zachovani mechanické energie od-
vodime nejprve vztah pro celkovou energii £ obihajiciho télesa a pak
vztah pro velikost okamzité rychlosti v v libovolném bodé eliptické tra-
jektorie. NapiSeme soustavu rovnic

1-e

= 4
VA =Up (4)

1 ., Mm 1 Mm
— — —_— = — — s a—— 5
5 MUp %a(l—e) 5 MYA %a(l—i—e) (5)

1 ., Mm 1 4 Mm
— — _— - — I se— 6
5 MV = % — 5 MUp %a(l—e) (6)

Dosadime-li z (4) do (5) a upravime, dostaneme

»M 1+4e

a l1—e°

vE =

Tim jsme vyjadrili velikost rychlosti v periheliu pomoci gravita¢ni kon-
stanty »z, hmotnosti centralniho télesa M a dvou veli¢in charakterizuji-
cich elipsu — délky hlavni poloosy a a excentricity e.

Protoze jiz znédme rychlost planety v periheliu i jeji vzdalenost od
Slunce, muzeme vypocitat jeji celkovou energii E v periheliu:
1 M M 1 M 1
E:Ek+Epg:—mv%—% m _ xMm +6_% m. _
2 P 2a 1—e a 1—e

»Mm »Mm
=—(1 —2)=—
2a(1—e)( te-2) 2a

Celkova energie se ovsem zachovava, v kazdém bodé své obézné drahy
ma planeta stejnou celkovou energii jako v periheliu. Dospéli jsme tak
k velmi zajimavému vysledku: Energie planety na obézné draze okolo
Slunce je E = —»xMm/2a, zavisi tedy jen na délce hlavni poloosy drahy,
ale ne na jeji excentricité.

Co znamena, Ze energie je zaporna? Kdyz zvétsujeme délku hlavni po-
loosy a, blizi se energie ze zaporné strany k nule. Energie tedy roste s ros-
toucim a (protoZe na to, abychom planetu dostali na dréhu s vétsim a,
ji musime dodévat energii) a je vZdy mensi neZ energie planety, ktera je
nekoneéné vzdalend od Slunce (kterd se pohybuje daleko v mezihvézd-
ném prostoru). Jinymi slovy, napiiklad nase Zemé se nemize nekone¢né
vzdalit od Slunce, protoZze na to nemé dost energie.

12 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Ted se vratime k vypoctu velikosti rychlosti v v libovolném bodé
obézné drahy, jehoz vzdalenost od Slunce je r. Ze zakona zachovani ener-

gie plyne

1 M
1 o2 % m:E:_%Mm
2 T 2a
Odtud dostaneme
2 1
v=4[xM (— — —) . (7)
r oa

Tento vztah pouzijeme v néasledujicich dvou tlohéch. Dalsi informace
k této problematice je mozno nalézt napi. v [1].

Prvni tloha je zamérena na pohyb nové objevenych téles v nasi slune¢ni
soustave.

1. Quaoar a Sedna

Pocatkem fijna 2002 probéhla ve sdélovacich prostfedcich zprava o ob-
jevu ,,desaté planety“ ve slunecni soustavé. Bylo to nejvétsi téleso ob-
jevené ve slune¢ni soustavé v poslednich 72 letech (Pluto byl objeven
v tnoru 1930). Objevitelé tzv. ,,desaté planety“ zvolili pro nové obje-
vené téleso jméno boha indianského kmene Tongva v Kalifornii, coz je
Quaoar. Quaoar obiha kolem Slunce po téméi kruhové draze s excentrici-
tou e = 0,04 a hlavni poloosou délky 43 AU*). Nyni uz vime, Ze Quaoar
je pravdépodobné ledové téleso, v némz jsou tlomky kiemicitant rizné
velikosti, jez je pospinéné prachem, ktery jiz pti vzniku slunecni soustavy
zamrzl do ledu. Quaoar neni planeta, ale velky kuiperoid, tj. ledové téleso
v Kuiperové pdsu. Také Pluto je dnes povazovan za velkého kuiperoida,
ale v roce 1930, kdy byl objeven, byl zafazen mezi planety.

15. biezna 2004 bylo oznameno objeveni ,,nové planety“ pojmenované
Sedna (po inuitské bohyni mofi a ocedni). V dobé svého objevu se Sedna
nachazela 90 AU od Slunce, pfisluni 76 AU dosdhne az v roce 2075, od-
sluni méa ve vzdalenosti 915 AU od Slunce. Elipticka obéZzna draha Sedny
je odlisna od vSech dosud astronomy pozorovanych druzic. Po Marsu se
jednd o druhy nejcervenéjsi objekt ve slune¢ni soustavé od roku 1930.
Problém, zda je Sedna planeta, nebo planetka, je dodnes diskutovan.

*) Pfipomenme, ze AU je astronomicka délkova jednotka, ktera je rovna délce hlavni
poloosy obézné drahy Zemé kolem Slunce; 1 AU = 1,496 - 1011 m.

Roénik 81 (2006), &islo 3 13
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a) Vypoctéte obéznou dobu kuiperoidu Quaoar a uréete velikosti rych-
losti, kterymi prochazi periheliem a aféliem.

b) Vypoctéte obéznou dobu Sedny a urcete velikosti rychlosti, kterymi
prochéazi periheliem a aféliem, a velikost rychlosti Sedny v dobé, kdy
byla objevena.

Resent
a) Podle tfetiho Keplerova zakona plati pro obézné doby 77, T5 planet,
jejichz hlavni poloosy maji délky ai, ag, vztah

T2 a3
e 3 (s)
2 as

Jestlize za prvni z planet vezmeme Zemi, pro niz T; =1 rok,
a; = 1AU, a za druhou ,planetu” Quaoar, pro ktery as = 43 AU,
vypoéteme z (8) obéznou dobu T Quaoaru:

3
T, = (@) Ty = 282 let

ay

K urceni rychlosti pouzijeme vztah (7). Pro vypocet vp, resp. vy do-
sadime r =7p = a(l —e), resp. r = rp = a(l + e). Dostaneme tak:

2 1 [2M 1+e
UP_\/%M(Q(I—e)_E)_ a 1-e¢

2 1 M 1—e
VA = M| — = =) = .
a(l+e) a a l+e

V [2] najdeme:

1AU = 1,496 - 10" m (9)
M = 1,989 -10% kg (10)
% =6,673-10"" N.-m? kg2 (11)

Dosazenim téchto hodnot a udaji a =43 AU, e = 0,04 ze zadani
ulohy vypocteme

vp =4770m-s~ 1, wvp =4400m-s~ L.
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Vidime, Ze velikosti rychlosti pfi prichodu periheliem a aféliem se
v pripadé kuiperoidu Quaoar od sebe pfilis nelisi.

b) Ze zadani vime, Ze pro Sednu plati rp =76 AU, rp = 915AU.

Pro uréeni rychlosti pouzijeme opét vztah (7), do néjz dosadime
a=3(rp+74), tedy vztah

2 2 1 1
oo (o) = e ()
r P +TA r P+ TA

Dosadime-li sem za r vzdalenost Sedny od Slunce v dobé jejiho ob-
jevu, tj. r = 90 AU, déle dosadime zndmé hodnoty rp, ra a konstanty
z (9), (10), (11), vypocteme v = 4230 m-s~1, coz je velikost rych-
losti Sedny v okamziku, kdy byla objevena.

Dosazenim r = rp, resp. r = ra dostaneme po Upravé

A p
= 2 — A = J2e — 2
o \/ et tra) \/ ERNCEEN

Po ciselném dosazeni vyjde

vp =4640 m-s~1, vy =390 m-s L.

V tomto pripadé se obé rychlosti lisi velmi vyrazné.
ObéZznou dobu vypoéteme z tietiho Keplerova zakona (8), do néjz za

planetu oznacenou indexem 1 dosadime Zemi a za ,,planetu® oznace-
nou indexem 2 Sednu; pfipometime, Ze plati az = (rp +7a):

3
T, = (rp +7a)? Ty = 11030 let
8a3
1

Druhé tloha se tyka prechodu sondy z jedné obézné drahy na druhou.

2. Hohmannova trajektorie

Obézna sonda pohybujici se po kruhové draze kolem Slunce ve vzda-
lenosti 71 = 1AU (obéznd draha Zemé) ma byt vysldna na kruhovou
obéznou drahu Marsu, tj. na kruhovou drahu o poloméru ro = 1,52 AU.
Némecky fyzik Hohmann v roce 1925 dokézal, Ze energeticky nejvyhod-
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néjsi pro takovy prechod je eliptickd draha, kterd se dotyka trajekto-
rie Zemé v misté startu a trajektorie Marsu v misté pfechodu na jeho
obéznou drahu, pricemz tato mista musi lezet na opac¢nych stranach od
Slunce. Aby vse dobfe probéhlo, je tfeba sondé na obézné drize Zemé
zvysit velikost okamzité rychlosti o hodnotu Awv; a na obézné draze
Marsu pak o hodnotu Awvs. Cela situace je znazornéna na obr.4, kde
sonda v okamziku startu z obézné drahy Zemé je oznacena Z a v oka-
mziku pfechodu na obéznou drahu Marsu je oznacena M.

a) Urcete velikosti pfirtstkt rychlosti
A’Ul, AU2.

b) Uréete dobu letu po ptrechodové
trajektorii.

[Pfi vypoctech zanedbejte gravitaéni

pusobeni planet, pfihlizejte pouze ke

gravitanimu pusobeni Slunce. Daéle

predpokladejte, ze motory sondy bu-

dou zapnuty pouze v okamzicich, kdy

kruhovd draha pirejde na eliptickou

a naopak.| Obr. 4

Resend
a) Rychlost pohybu sondy po Hohmannové eliptické trajektorii je dana
vztahem (7). Po dosazeni a = (rq + r2) vypotteme

o= for (- ). )

V pfisluni (bod P na obr.4) je r = r1. Dosadime-li tuto hodnotu do
(13), dostaneme

1 1
vp = Q%M(—— ): 2%MT72.
T+ ri(ry 4 r2)

Na pocatku pred urychlenim je sonda na kruhové drize Zemé, proto
velikost jeji pocateéni rychlosti je

»M
vy =) —
r1

16 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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[do (7) jsme dosadili r = ry, a =r1]. Tedy

/ M
AUl—UP—Uo—\/2%M x>
rl 71 +T2
%M( / )
=4/ — -1
1 1 +7”2

Av; =2930 m-s~ L.

po ciselném dosazeni

Podobné vypocteme velikost rychlosti sondy na konci Hohmannovy
trajektorie va, velikost jeji rychlosti na kruhové draze Marsu vy a pti-
rustek Awvs:

1 1
VA = Q%M(—— >— DM — L
re T1+T2 ro(r1 +72)
B M
f,/_r2
M 2
Avy = vy —vp = | 20 <1—,/L) =~ 2640 m-s~!
T9 r1+ 7o

b) Dobu letu sondy po pfechodové trajektorii 71, vypocteme pomoci
tFettho Keplerova zdkona (8). Za prvni z planet vezmeme Zemi, tedy
a; = 1AU, Ty = 1rok, za druhou ,planetu” pak sondu letici po elip-
tické trajektorii, pro niz as = %(rl +173) = 1,26 AU, Ty = 271, (doba
celého obletu sondy po eliptické trajektorii by byla dvojnasobkem
doby jejiho letu pii pfechodu z obézné drahy Zemé na obéznou drahu
Marsu). Po dosazeni téchto hodnot do (8) vypoéteme

1 1 [a\?
== -Ty==- (—> Ty = 0,707 roku = 260 dni.
a

Roénik 81 (2006), &islo 3 17
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V tieti tloze se budeme zabyvat vrhem sikmo vzhiru v homogennim
tihovém poli Zemsé.

3. Elipsa jako geometrické misto bodu

Z odpalovaciho zafizeni je kulicka (kterou je mozno povaZzovat za hmotny
bod) vystfelovina ve stejné svislé roviné pocatecni rychlosti konstantni

. . o ;e 1 “ v 12
velikosti vy pod rlznymi dhly « € (0, 57{). Dokazte, ze geometrické
misto vrcholtl vSech parabolickych drah, po kterych se kulicka pohybuje,
je polovina elipsy (bez krajnich bodit).

Resent

Zvolme kartézskou soustavu soufadnic Ozy jako v obr. 5.

Obr. 5

Nejdfive dokadZeme, Ze pro kazdy thel o € (0, %n) lezi vrchol [z, y]
paraboly, po niz se kulicka pfi vrhu §ikmo vzhiru pohybuje, na téze
elipse (jeji poloviné) — najdeme rovnici této elipsy. Pro soufadnice z, y
vrcholu paraboly plati

. v sin a cos 7 (14)
)
2 52
vg sin” o
= — 15
y 2% (15)

(g je tihové zrychleni). Odtud dostaneme:

g
= 16
cos e vgsina (16)
2
sin? a = % (17)
Yo

18 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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2

Z rovnosti (16) vyjadiime cos®*a a do tohoto vyjadfeni dosadime za

sin? a z rovnosti (17):

, 222 B 22g?
cos“a=——5— =

vy sin® o 4 2yg

Yo - 02

24 0

9 x

cos” o = 18
2yvd (18)

Dale pouzijeme vztah
sin? a + cos? a = 1.

Dosadime do néj z (17) a (18) a upravime:

2yg 2’9
v 2yvd
2
2+ 4y? = Y% (19)
g

Rovnice (19) je rovnice elipsy. Abychom uréili jeji stfed, délky poloos
atd., provedeme v ni doplnéni na druhou mocninu dvoj¢lenu a dalsi
upravy. Postupné dostaneme:

G @
29 49
Rovnice (20) je rovnice elipsy se stfedem S[0,v3/(4g)] a poloosami délek
a=v3/(29), b=v3/(4g), tedy b= La. Vrchol kazdé z uvazovanjch pa-
rabol leZi na této elipse, a to na jeji ,pravé poloving* (obr.5), nebot
pro kazdé « € (0, %n) je x-ova soufadnice vrcholu pfislusné paraboly
kladna, jak je vidét z (14).
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FYZIKA

Dokazali jsme, ze geometrické misto vrcholt vSech parabolickych drah,
po kterych se kulicka pohybuje, je ¢asti ,pravé poloviny“ elipsy (20).
Zbyva dokazat, Ze je to celd tato polovina elipsy (bez krajnich bodi).
Zvolme libovolny bod [z, y], ktery na této poloviné elipsy lezi. Pro jeho

y-ovou soufadnici plati
2
Yo
e (0, .
/ ( 29)

Vyraz sin? nabyva pro o € (07 %n) v8ech hodnot z intervalu (0,1).
Z (15) proto vyplyva, Ze existuje (pravé jeden) tthel o € (0, %n) takovy,
Ze y-ova soufadnice vrcholu paraboly, po niz se pohybuje kulicka vystte-
lené pod timto thlem «, je rovna y-ové soufadnici zvoleného bodu [z, y].
7 predchozich tvah vime, Ze x-ova soufadnice vrcholu této paraboly je
déna vztahem (14) a Ze tento vrchol lezi na ,,pravé poloving* elipsy (20).
Je to tedy nutné zvoleny bod [z,y]. Tim je dokdzano, Ze libovolny bod
[x,y] ,pravé poloviny* elipsy (20) patii do zkoumaného geometrického
mista bodt. Hledanym geometrickym mistem vrcholi vSech uvazovanych
parabol je tedy (celd) nalezené polovina elipsy (bez krajnich bodi).

Vime, ze pfi vrhu Sikmo vzhiru je maximalni dolet pro tthel o = in.
Tomuto thlu odpovidaji soufadnice vrcholu paraboly Zmax = v3/(29),
Ymax = V3 /(4g). y-ova soufadnice tohoto vrcholu je vlastné y-ovou sou-
Fadnici stfedu nalezené elipsy a zaroven urcuje délku jeji vedlejsi polo-
osy, x-ova soufadnice vrcholu této paraboly urcuje délku hlavni poloosy
elipsy (obr. 5).
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