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MATEMATIKA

Harmonicka fada a srovnavaci kritérium
v zajimavé Uloze

Emil Calda, MFF UK Praha

V tomto ¢lanku se budeme v souvislosti s jednou tlohou z gymnazialni
ucebnice zabyvat nekonecnymi radami.

Né&které zakladni pojmy

Posloupnosti c¢astecnych soucti nekonecné rady

o0
E an:a1+a2+a3+...+an+...
n=1
se nazyva posloupnost
S1, 52, 83, ..., Sn,
se Cleny:
S1 = ay
So = a1 + as
S3 = a1 + a2 + as

Sp,=a1tas+az+ - +a,

Rada, jejiz posloupnost ¢asteénych soucttt ma vlastni limitu, se nazjva
konvergentni; o této limité rikdme, Ze je souctem rady.

Rada, jejiz posloupnost ¢aste¢nych soucttt nemd vlastni limitu (tj.
kdyZ tato limita je plus nebo minus nekoneéno nebo vitbec neexistuje),
se nazyva divergentni.

Uloha v uéebnici

V ucebnici Komplexni ¢isla vydané nakladatelstvim Prometheus je v ka-
pitole ,, Tucet netuctovych tloh na zavér“ tato tloha:

V roviné jsou vedle sebe umistény tri shodné ctverce podle obr. 1. Ur-
cete soucet velikosti vyznacenych uhli o, 3, .

Roénik 81 (2006), ¢islo 4 1



MATEMATIKA

H G F E
s -7 -7
/ - -
v T
T
LAl ”X
A B C D Obr. 1

Reseni tlohy je v citované ucebnici podéno tfemi zptsoby; hledany
soucet je roven %n.

Nekone¢né mnoho ¢tverca
Zvidavy ¢tenaf se vsak nemusi spokojit se tfemi ¢tverci a polozi si otdzku:

Jak velky je soucet velikosti prislusngch uhli, jestlize shodnych ctverci
umisténgch vedle sebe je nekonecné mnoho (obr.2)? Je roven uréitému
(konecnému) cislu, nebo je nekonecné velky?
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Obr. 2

Nespravny odhad

Protoze posloupnost
ap, G2, a3, ..., QOp,

je klesajici posloupnosti kladnych ¢isel, jejiz limita je rovna nule, mohlo
by se zdat, ze nekonecna fada
je konvergentni a Ze jejim souctem je urcité kladné cislo.

Zdani vsak klame, a to i v matematice. Pracujeme-li s nekone¢nem,
musime byt jeSté opatrnéjsi nez obvykle. S nekoneCnem nema totiz
,zdravy rozum* zadné zkuSenosti, nebot se historicky vyvinul p¥i praci

pouze s mnozinami koneénymi — praclovék nikdy neulovil nekonecné
mnoho mamuti!
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Je mozné, ze k uvedené argumentaci, ktera se nezaklada na zadné ma-
tematické vété, dochazi nespravnym ,,zobecnénim* prikladu tykajicich se
geometrickych fad, jejichz ¢leny se neomezené blizi nule. Naptiklad ¢leny
nekonecné rady

1+1+l+1+i+
2 4 8 16
tvori klesajici geometrickou posloupnost kladnych ¢isel s kvocientem
q= %, jejiz limita je rovna nule, a pfitom soucet této fady je (konecéné)
¢islo

Harmonicka rada

Existuji vSak fady, které diverguji k 400, i kdyz jejich ¢leny tvori klesajici
posloupnost kladnych ¢isel neomezené se blizicich nule.
Prikladem takovéto fady, kterou navic vyuzijeme k feseni naseho pii-

kladu, je rada harmonickad:
1+1+1+1+1+ +1+
2 3 4 5 n

SkutecCnost, ze tato fada diverguje k +oo, tj. Ze soucet dostatecného
poctu jejich pocatecnich ¢lenti je vétsi nez libovolné zvolené kladné ¢islo,
ukézeme tak, ze odhadneme soudet sor jejich prvnich 2% ¢lenti:

S (I D (IS L P
L R 576 78

+ ! + ! + +1 2
2k=1 41 2k-1 42 2k ) =

1 (1 1 1 1 1 1
21+§+<Z+1>+<§+§+§+§>+-~+

1 1 1
+ 2_k+2_k+ +2_k =

1 1 1 1 |
=14 +2 — 448 e 2P =

2 4 8 16 ok
—1+1+1+1+1+ +171+k
o 2 2 2 2 2 2
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Zvolime-li index n > 2%, plati

k
sn>s2k§1—|—§,

coz znamenad, ze k libovolné velkému predem zvolenému c¢islu je mozné
urcit pfirozené ¢islo n tak, ze soucet prvnich n ¢lentt harmonické fady je
vétsi nez toto cislo.

Tim jsme ukazali, ze harmonicka fada diverguje.

Srovnavaci kritérium
K dikazu skutecnosti, ze i fada

o +ast+az+ - Fay+ -
diverguje, pouzijeme tzv. srovndvact kritérium:

Pro nekonecné rady

(oo} oo
Zanzal—i—a2—|—a3_|_...7 an:b1+b2+b3+...’
n=1 n=1

jejichz cleny jsou nezapornd cisla takovd, Ze pro vsechna m € N je
an < b, plati:

a) Konverguje-li Yada > b,, konverguje i fada > ay,.
b) Diverguje-li fada " ay, diverguje i fada > b,,.

Diikaz

a) Budeme pfedpokladat, ze fada > b, s nezdpornymi ¢leny konver-
guje. VSechny jeji Castecné soucty jsou proto mensi nez urcité kladné
¢islo K. Vzhledem k tomu, ze pro kazdé n € N je a, < b,, jsou
mensi nez K také vSechny ¢dstecné soucty fady > a,. Posloupnost
téchto ¢asteénych souctl je proto shora omezend, a protoze je nekle-
sajici (vSechna a, jsou nezdpornd), ma vlastni limitu. To znamen4,
ze fada > a, konverguje.

b) Utvoiime negaci dokazované implikace a ukazeme, Ze je ve sporu
s jiz dokdzanym tvrzenim a). Pfedpokladejme tedy, ze fada Y a,
diverguje a fada b, konverguje (negaci implikace a = b je totiz
konjunkce a A T1b). Konverguje-li véak fada > b,, pak podle tvr-
zeni a) konverguje i fada Y a,, coZ je spor s nasim predpokladem.
Implikace b) proto plati.
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Nekoneé¢né mnoho ¢étverciu — pokracovani
Piistoupime (kone¢né!) k dikazu tvrzeni, ze fada
o1 +agtaz+ o Fap+ o
diverguje k plus nekonec¢nu, a to tak, ze ji porovname ji s fadou:
sina; +sinag +sinag + - -+ +sina, + ---

Cleny obou téchto fad jsou kladna ¢isla a vzhledem k tomu, Ze pro
o€ (0, %n) je sina < «, plati pro vSechna n nerovnost sina, < au,.
Proto, diverguje-li fada ) sin«,, pak podle srovnivaciho kritéria di-
verguje 1 fada Y au,.

Z obr. 2 vidime, ze pro vSechna n plati

1
Vit n?’

sin o, =

takze
o0
sin « .
2 sina Z ¢1+—n2
Pouzijeme nerovnost
1 > 1
Vi+nZ = 1+4n’

ktera plati také pro vSechna n. Pfitom rada

Z _L ot
1+n_ 3 4 5

diverguje, nebot jde o fadu, jez vznikne vynechanim prvniho ¢lenu har-
monické fady, o jejiz divergenci jsme se uz presvédcili. Podle srovnavaciho
kritéria diverguje i fada ) sina,, a tedy i fada Y .

Zvidavému ¢tendii tak mizeme odpovédét:

Bude-li shodnych ctverci umisténych vedle sebe podle obr. 2 neko-
necné mnoho, bude soucet

a1 +agt+az+ o Fay+ o

nekonecné velky.
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