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MATEMATIKA

Konvexni diry v rovinnych mnozinach bodi

Jaromir Simsa, P¥F MU Brno

V tomto prispévku se mizete docist o jednom zajimavém a pomérné
novém matematickém problému. Neni stary ani tfi desitky let a tyka
se tzv. mnohouhelnikovych dér v konec¢nych mnozinadch bodd v roviné.
Tento pojem si pfiblizime pomoci obr. 1. Vidite na ném mnozinu néko-
lika bodt roviny vyznacenych puntiky. Body s ¢isly 1, 2, 3, 4 a 5 jsou
vrcholy pétitthelnikové diry v dané mnoziné, nebot uvniti pétithelniku
12345 nelezi zadny bod dané mnoziny. Upfesnéme hned, ze Ctyruhel-
nik 1234 na obr. 2 nepovaZzujeme za Ctyfthelnikovou diru, nebot bod 1
lezi uvnitf trojuhelniku s vrcholy 2, 3 a 4. Obecné vzato, hranice diry
musi vymezovat konvezni mnohothelnik. S malou obménou budeme fi-
kat, ze vrcholy diry musi byt v konvexni poloze. Dodejme k tivodnimu
vysvétleni jesté jednu dulezitou podminku, kterd nas bude neustale pro-
vazet: Hledaji se mnohothelnikové diry jen v takovych koneénych mno-
zinach bodi, které jsou v obecné poloze, kdy tedy zadné t¥i body nelezi
v pfimce.

. Obr 2
¢ Obr. 1

Velmi zjednodusené se da fici, ze zkoumané diry jsou tim vzacnéjsi,
¢im vétsi pocet vrcholt maji. Diry s nejmensim pocétem vrcholl, totiz
trojthelnikové diry, najdeme v kazdé mnoziné bodi, dokonce jimi mu-
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zeme cely ,prostor mezi danymi body zaplnit, a to postupem zva-
nym triangulace, jak ukazuje obr.3. Spatfite na ném rovnéz mnoho
étyfuhelnikovych dér, napiiklad 1234. Neni to prekvapivé, nebot &tyt-
thelnikovou diru najdeme v kazdé mnoziné péti bodtt v obecné po-
loze. Pti diikazu tohoto tvrzeni staci jen rozlisit, kolik bodd ma ,,vnéjsi
slupka® dané mnoziny*), viz t¥i mozné situace na obr.4. V prvni z nich
mé mnozina dokonce pétithelnikovou diru, ¢tyitahelnikovou z ni dosta-
neme, vynechame-li libovolny z jejich péti vrcholi. Samoziejmé plati
obecné: Odstranime-li jakoukoliv skupinu vrcholii z mnohothelnikové
diry dané mnoziny bodi, dostaneme jeji diru s mensim pocétem vrcholf,
zustanou-li alesponi tii. To je ale celkem zbytecnd procedura, vzdyt uz
jsme Fekli, ze vzacnéjsi (nebo chcete-li ,cennéjsi“) jsou diry s vétsim
poctem vrcholi. Pro¢ je tudiz redukovat a snizovat tak jejich ,hod-
notu“?

<
K
%

Po naznacené analyze t¥i moznych situaci z obr. 4 uz neni obtizné zd-
vodnit, ze ¢tyfuhelnikova dira existuje rovnéz v kazdé mnoziné vice nez
péti bodt v obecné poloze. Na obr. 5 vidite, ze ¢tyrihelnikova dira ne-
musi existovat v pétici bodu, jez nejsou v obecné poloze; body oznacené
¢isly 1, 2, 3 lezi v primce. Déale uz podminku obecné polohy nebudeme
zminovat.

N

Obr. 3 Obr. 4

*) V matematice se této vnéjsi slupce tika hranice konverntho obalu. My budeme
v dalsim textu pouzivat jednodussi a srozumitelny vyraz ,slupka“ jiz bez uvozovek.
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Problém existence dér s predepsanym
poctem vrcholi nastolil v roce 1978 Paul
Erdss*). Jesté v témze roce dokazal pro-
fesor na univerzité v némeckém Braun-
schweigu Heiko Harborth, Ze pétitihelni-
kova dira existuje v kazdé mnoziné alespon
deseti bodu. (Muzete se o takovy dukaz
pokusit sami, je to tikol srovnatelny s témi,
které se v soucasné dobé zadavaji na mezi-
narodnich matematickych olympiddach.) 5
Zaroven Harborth vymyslel ptiklad mno- 4 Obr. 5
ziny deviti bodi bez pétithelnikové diry
(obr. 6). Podivate-li se na obrazek pozorné, objevite pouze dva konvexni
pétithelniky s vrcholy v zadanych bodech. Kazdy z nich vSak obsahuje
uvnitt jeden vyznaceny bod, takze se nejednd o diry v dané devitibodové
mnozing.

Asi tusite, jak znéla obecnd Erdésova otazka, na kterou dal Harborth
prvni éaste¢nou odpovéd: Kolik nejméné bodt musi mit jakkoliv vy-
brana mnozina, aby v ni existovala k-tthelnikova dira s danym poctem
vrcholt k7 Harborth dokazal, Ze pro k =5 je hledany nejmensi pocet
bodu roven ¢islu 10. O pét let pozdéji, v roce 1983, univerzitni profesor
ve vychodokanadském New Brunswicku Joseph D. Horton piekvapivé
sestrojil priklady mnozin s libovolné velkym poc¢tem bodt, které nemaji
zadnou sedmithelnikovou diru.

*) Svétoznamy matematik (1913-1996), ktery jako mlady madarsky Zid utekl do
svéta pred nacismem, nikde se vSak natrvalo neusadil, kdyz cely dalsi zivot stravil
pracovnimi navstévami jinych matematika.
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Po Hortonové objevu zistala na vice nez dvé desetileti nezodpovézena
otazka, zda existuji Sestitthelnikové diry ve vSech dostatecné pocetnych
mnozinéch bodt, prestoze o odpovéd usilovali mnozi. V roce 1980 byla
objevena mnozina 20 bodi bez Sestitthelnikové diry, v roce 1989 mno-
Zina téze vlastnosti o 26 bodech. V roce 2003 objevil univerzitni profesor
v holandském Utrechtu Mark Overmars pomoci pocitace nékolik pii-
kladt odlisnych mnozin 29 bodu bez Sestithelnikové diry. Jeden priklad
je znazornén na obr.7; kdyby puntiky mély mit kvili rozliSeni celoci-
selné soutadnice, potiebovali bychom k nakresleni ¢tverec o strané 1260
jednotek.*)

Obr. 7

*) Kvili malym rozmérim naseho obrazku zrakem stézi ovérime, ze vnéjsi slupkou
znazornéné mnoziny je trojuhelnik, tedy ze ¢tyfi puntiky pobliz jeho hranice jsou
vnitfnimi body tohoto trojuhelniku. Bohuzel priklad s relativné lépe rozlisitelnymi
body nezname.
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Jak Overmars napsal, jim sestaveny program (se zabudovanymi na-
hodnymi prvky) bézel na pocitaci Pentium IIT 500 MHz nepfetrzité fadu
mésicll. Vzdy po nékolika dnech pocitac ohlésil nalezeni dalsi maximalni
mnoziny bez Sestitthelnikové diry. Byly to mnoziny ritzné, ale vSechny
mély 29 bodt, nikdy vice. Navic tyto mnoziny mély spole¢nou struk-
turu, jakou vidite na obr.7: Vnéjsi slupkou byl vzdy trojuhelnik, dalsi
slupkou smérem dovnitf byl ¢tyiuhelnik, nasledovaly tii sedmithelniky
a posledni byl jediny bod uprostied. Tyto pocitacové experimenty do-
vedly Overmarse k hypotéze, Ze kazda slupka mnoziny boda bez Ses-
tithelnikové diry ma nejvyse sedm vrcholt. Tuto specidlnéjsi hypotézu
dodnes nikdo ani nedokazal, ani nevyvratil.

Vratme se vsak k ptvodni Erdésové otézce a vysvétleme, pro¢ je rok
2005 meznikem v jeji historii. Podafilo se totiz konecné alespon princi-
pialné vytesit otazku existence Sestitthelnikovych dér. Mnichovsky mate-
matik Tobias Gerken dokéazal, Ze Sestitthelnikovou diru ma kazda takova
mnozina bodd, kterd obsahuje devét boda v konvexni poloze (i kdyZ ne-
tvori devitithelnikovou diru, viz obr. 8). A to uz bylo vyhrano, nebot od
roku 1935 je znamo, ze pro kazdé pevné Cislo k se v kazdé dostatecné
pocetné mnoziné najde k bodt v konvexni poloze. Konkrétné pro £ =9
sta¢i, aby mnoZzina méla 1717 bodd.*) Dnes uz tedy s jistotou vime, Ze
Sestitthelnikovou diru mé kazda mnozina o alespont 1717 bodech.

Obr. 8

*) Ve skute¢nosti patrné sta¢i mnohem méné, totiz 129 bodu. Podle (nedokazané)
Erdésovy hypotézy se totiz k bodd v konvexni poloze najde v kazdé mnoziné
2k=2 4 1 bodi v obecné poloze.
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Své tvrzeni Gerken logicky zdtuvodnil zcela elementarnimi prostiedky,
jeho dtkaz vSak zabira 39 casopiseckych stran. Jednodussi ¢ty¥strankovy
dtkaz existence Sestitthelnikovych dér vymyslel zcela nedavno docent
MFF UK Cech Pavel Valtr. ,Nevyhoda® Valtrova postupu spo¢iva v tom,
7e algoritmus hledani Sestitthelnikové diry zaciné nikoliv u konvexniho
devitithelniku, nybrz patnactithelniku, coz v disledku vede k mnohem
horsimu odhadu pro minimélni pocet bod1, nez je Gerkenovych 1717. To
vsak tolik nevadi, kdyz tento miniméalni pocet bude nejspise v desitkach
(tFeba pfesné 30, jak véri Mark Overmars). Nalezeni tohoto minimélniho
¢isla je v soucasné dobé patrné beznadéjné slozity problém. Pro srovnani
uvedeme mnohem jednodussi otazku z téze oblasti geometrie, na kterou
se hledd odpovéd vice nez sedm desetileti: Kolik nejméné bodt musi mit
mnozina, aby v ni existovala Sestice bodi v konvexni poloze jako na
obr. 97 Nyni ovSem nevylucujeme, ze uvniti hledaného Sestitthelniku lezi
néjaké body z dané mnoziny, nejednd se tedy o diru. Vime pouze, ze
hledané ¢islo je nejméné 17 a nejvice 37.

Tim nase vypravéni o mnohouhelnikovych dirdch kon¢i. Vérime, ze vas
zaujalo i tim, jak potvrdilo provazanost ¢asti soucasného teoretického vy-
zkumu v matematice s praktickym experimentovanim na pocitacich. Na
takové testovani pracovnich hypotéz neméli matematikové predchozich
generaci (vyzbrojeni tuzkou, papirem, piipadné logaritmickym pravit-
kem) ani pomysleni!

* ko okox o ok

UZ OBEDVAL

Otec kybernetiky a pocitaci Norbert Wiener (1894—1964) pry v dobé
konani mezindrodni konference zastavil na chodbé hotelu znamého s do-
tazem: ,Nevsiml jste si, ze kterych dveri jsem vysel?“ Znamy ukdzal na
dvere hotelove restaurace, nacez Wiener s uspokojenim konstatoval: ,,Tak
to jsem patrné jiz obédval. “

Ivan Stoll *)

*) Z publikace Historky o slavnych fyzicich a matematicich, Praha, Prometheus 2005
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