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MATEMATIKA

Kvét slunecnice a Fibonacciova disla

Lenka Zdeborovd, FZU AV CR

Nazev prozrazuje, ze v tomto ¢lanku se budeme zabyvat tématem,
které nalezi jak do botaniky, tak matematiky a, jak uvidime, také fyziky.
Dopiedu mtizeme prozradit, ze Fibonacci sdm by odpovéd na otézku,
co ma spoleéného se slunecnici, nevédél. Muze se zdat blaznivé zeptat
se: A védéla by odpovéd sama slunec¢nice? Jinymi slovy: Kdybychom si
v jeji genetické informaci mohli listovat jako v knize, bylo by mozné tam
odpovéd najit? Ke konci élanku uvidime, Ze takové otézka neni blazniva,
ale naopak docela zdsadni. Nicméné nyni uz se vrhnéme na popis toho,
o Cem bude Tec.

Obr. 1: Kvét slune¢nice s 34 spiradlami po a 21 spiralami proti sméru
chodu hodinovych rucicek.

Rocnik 82 (2007), ¢islo 1 1



Co je to fylotaxe?

Obr. 2: Borové §iska s a) 5 spirdlami po, b) 8 spirdlami proti sméru
chodu hodinovych rucicek.

Obr. 3: a) Borova 8iska s 8 spiralami po a 13 spirdlami proti sméru
chodu hodinovych rudicek.
b) Na plodu ananasu miZeme pozorovat spirdly ve tfech
riznych sérech, napocitali bychom jich 8, 13 a 21.

Jelikoz ¢lanek je napsan fyzikem, neni s podivem, Ze zacne pozoro-
vanim. Podivejme se na kvét (pfesnéji kvétni ibor) sluneénice, na sisku
¢i ananas. Pokud nejste pravé na poli, v lese ¢i obchodé se zeleninou,
pomohou vam obr. 1, 2 a 3. Na kazdé z téchto t¥i rostlin mtizeme pozo-
rovat pravidelné usporddani semen ¢i Supin. VSimneme si, Ze sousedici
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MATEMATIKA

Supiny tvori spirdly, vyznaceny na obr. 2; botanikové je nazyvaji parasti-
cha. Tyto spirdly miizeme pozorovat jak po (obr. 2a) tak proti (obr. 2b)
sméru chodu hodinovych rucic¢ek. Na siSce na obr. 3 je jejich pocet 8 po a
13 proti sméru chodu hodinovych rucicek. Na kvétu slunec¢nice na obr. 1
to je 34 a 21. Ctenéfi v lese ¢i jinde, nepouzivajici obrazky, kolem sebe
mohou najit také sisky s 5 a 3 spirdlami nebo slunecnice s 34 a 55, 55
a 89, ¢ dokonce 89 a 144 spirdlami. U ananasu na obr. 3b) miizeme
pozorovat t¥i druhy spiral, napocitali bychom jich 8, 13 a 21.

Ti, ktefi maji néjaké zkuSenosti s matematikou, jiz zfejmé zpozoro-
vali, Ze vSechna uvedend ¢isla jsou Cleny tzv. Fibonacciovy posloupnosti:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, .. ., kde dany c¢len od tfetiho pocinaje
je vzdy sou¢tem predchozich dvou. Matematik Leonardo Fibonacci z Pisy
zil v letech 1175-1240. Ve své knize Liber Abaci se zabyval dnes prosla-
venym problémem riistu populace kralikti: Na pole umistime pdr krdliki.
Jestlize krdlici po mésici dospéji a zplodi kazZdy mésic novy pdr — kolik
pdri krdliki se narodi za dvandct mésicii? Resenim je pravé po autorovi
pojmenovand posloupnost.

Dale si vsimnéme, ze pocet spirdl jdoucich po a proti sméru chodu
hodinovych rudi¢ek jsou vzdy dvé po sobé jdouci (!) Fibonacciova éisla.
Podrobnéjsim pozorovanim bychom zjistili, Ze na dvou rostlinach stej-
ného druhu se spirdly o daném poc¢tu mohou tocit po i proti sméru chodu
hodinovych ruci¢ek. Popsanému jevu se odborné fiké fylotaze (z feckého
phyllon, list, a tazis, usporddani) a lze ho pozorovat na riiznych kvéten-
stvich, nejen slunec¢nicovém, také na nékterych plodech a na usporadani
list rostlin (pfi pohledu shora na stonek by Spicky listd tvofily vzory
podobné tém pravé uvedenym).

Historie zkouméni fylotaxe sahd daleko. Zminky je mozné najit
jiz v pramenech pochazejicich z doby kratce pred nasim letopoctem.
Nicméné prvniho vyraznéjsitho pokroku bylo dosazeno az po roce 1830
diky pracim némeckych botanikt Karla Schimpera a Alexandera Brauna.
Karl Schimper zkoumal usporadani listkd na stonku a jako prvni pouka-
zal na souvislost s Fibonacciovymi ¢isly. Alexander Braun studoval uspo-
fadani Supin na Siskach, popsal spirdly jdouci po a proti sméru chodu
hodinovych rucicek a jejich pocty. Pozoroval, Ze nové vyrostla Supina se
vzdaluje rovné ze stiedu sisky a dalsi vyroste odklonéna vzdy o stejny
thel, divergenci . Méfenimi doSel k zavéru, Ze plny thel (360°) je k di-
vergenci o v poméru zlatého fezu r = (1++/5)/2. Zlatym fezem byli lidé
fascinovani od dob, kdy se naudili pocitat se zlomky. Kupfikladu Pytha-
gorejci poukazovali na spojitost pentagramu se zlatym fezem (obr. 4).
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Také v dilech renesanc¢nich malifi se toto ¢islo d& velmi ¢asto vystopovat.

. & ¥ ¢, _a _b _
Obr. 4: Zlaty fez schovany v pentagramu r = ¢ = 2 =

Chovani nejjednodussiho modelu

Pro lepsi pochopeni celého problému si nyni uvedme jednoduchy mo-
del a zkoumejme, zda popise pozorované chovani.

Predstavme si kruhovy kvét. Seminka vyristaji z prosttedku v pravi-
delnych casovych intervalech. Kazdé seminko, po tom co vyrostlo, se od
stfedu za¢ne vzdalovat rychlosti imérnou druhé odmocniné z ¢asu (aby
se zachovévala plo$nd hustota seminek). Nésledujici seminko se vyda ve
sméru odklonéném o thel o = r - 360° od predchoziho.

Pravdou je, Ze jsme neuvedli zadny dtvod, pro¢ pravé podle tohoto
modelu by se pfiroda méla chovat. To je ovSem pripad pii praci fyzika
vcelku Casty. Pro klid matematickych dusi poznamenejme, Ze neni ¢lanku
konec. Prozatim je nasim tkolem pochopit, pro¢ pomér » ma byt zlaty
fez. Voditkem pfi vylucovani jednotlivych moznosti bude fakt, ze chceme,
aby kvét byl dobfe zaplnén, tj. aby mezi seminky nebyly zbyte¢né mezery.

Na obr. 5-7 jsou vysledky simulace tohoto modelu. Z obr. 5a) po-
chopime, Ze zvolit odklon r jako racionalni ¢islo s malym jmenovatelem
r = p/q neni vhodné, protoze pak bychom pozorovali seminka rostouci
v ¢ rovnych vétvich. Je-li r blizké néjakému racionalnimu ¢islu s malym
jmenovatelem, pozorujeme q spirdl, coz je zndzornéno na obr. 5b) a 5c¢).
Smér spiraly zavisi na tom, zda je ¢islo vétsi ¢i mensi nez zlomek jemu

blizky.
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Obr. 5: Chovan{ modelu pro a) » = 0,6 = %, pozorujeme 5 vétvi,
b) r = 0,605, vidime 5 spirdl po sméru chodu hodinovych
rucicek, nebot 0,605 > %, c) r = 0,595, vidime 5 spiral proti
sméru chodu hodinovych ruéic¢ek, nebot 0,595 < %

Poznamenejme, co by se stalo, kdybychom v p¥ipadech b) a c) nechali
nartst tisice seminek. Pdvodnich 5 spirdl by zaniklo, jelikoz seminka
tvorici jednu z nich by se dostala prilis daleko od sebe a tedy spirala by
jiz nebyla oku patrna. Pozorovali bychom na okraji 200 rovnych vétvi,
nebot 0,605 = 121/200.

Napadne nés pouzit néjaké iracionalni ¢islo r. Kupfikladu Ludolfovo
¢islo r = n. Uspotaddani seminek pak zavisi na tom, kolik jsme jich ne-
chali nartist. Pro 100 seminek (obr. 6a), pozorujeme 7 spiral proti sméru
chodu hodinovych ruciéek. P¥i 1 000 seminkéch (obr. 6b), zatne obrazec
na okraji vypadat tak, jak chceme, tedy mezi seminky nejsou zbytecné
mezery. OvSem nechame-li nartst seminek 10 000 (obr. 6¢), pozorujeme
113 vétvi a nechténé mezery mezi seminky jsou opét uprostied kvétu i
na okrajich.

Obr. 6: Simulace pro r = a pro a) 100, b) 1 000, c¢) 10 000 seminek.
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Vysvétleni je jednoduché. Nejlepsi malé raciondlni aproximace pro «

jsou 3, %, %, ... Jak jsme na to prisli? Cislo m stejné jako kazdé jiné lze
jednoznacné zapsat ve tvaru tzv. Tetézového zlomku. Pro m je konkrétné
1
T=3+_—g
[ T re— —
1+ 2921+. ~

Retézovy zlomek libovolného &isla z m4 tvar

1
Z=ap+ I R
a1+ ——a—
azt———7—
a3+a4+,.,

kde ag je cela ¢ast ze z; oznacime-li desetinou ¢ast by, miizeme vypocitat
a1 jako celou ¢ast z prevracené hodnoty by a tak rekurzivné déle.

Useknutim fetézového zlomku pak lze ziskat racionalni aproximace
daného c¢isla. Usekneme-li zlomek pred jednotkou, napft.

3. 1 333
TR =—,
7T+ 1—15 106
neni aproximace prilis dobré, stac¢i nepatrné zvysit jmenovatel na %

(vzit o jedno delsi tsek Fetézového zlomku) a k &islu n se piiblizime
mnohem vice.

Z toho, co jsme Fekli, vyplyva, ze vhodnym kandidatem pro pomeér r
bude takové iracionalni ¢islo, které nema dobré racionalni aproximace,
tedy jeho rozvoj do fetézového zlomku obsahuje samé jednicky:

1+ 1 1+1
r= e -
1+1+ 11 r
lJr14—1...
145
T2

Tedy préavé Braunem naméieny zlaty fez! Jeho racionélni aproximace
jsou 2,3 5 813 2L 34 Protoze polty spiral odpovidaji jmenovate-
lim, vidime nyni i souvislost s Fibonacciovymi ¢isly.

Na obr. 7 jsou znazornény vysledky simulace pro tithel odklonu odpovi-
dajici zlatému fezu pro rizné pocty vyrostlych seminek. Pro 30 seminek
pozorujeme 8 a 13 spiral, pro 300 jich je 21 a 34, pro 3 000 seminek je

spiral 89 a 144.
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Obr. 7: Simulace pro r = 1+2‘/§ a pro a) 30, b) 300, c) 3 000 seminek.

Kterému Fibonacciovu ¢islu odpovidajici spiraly pozorujeme kon-
krétné, je dano pouze velikosti kvétu. Viditelné spiraly jsou tvorené se-
minky, kterd spolu sousedi, a to se méni se vzdalenosti od stfedu kvetu.
V praxi jsou nejlépe zfetelné spiraly na okraji.

Nejcastéji pozorujeme dva rizné druhy spiral, jelikoz seminko ma vét-
Sinou ¢tyti sousedy (u sluneénice ¢i Sisek), nékdy ma Sest sousedi (u ana-
nasu), kde jsme také vidéli t¥i druhy spiral. Racionalni aproximace zla-
tého fezu navic splfiuji nerovnosti:

1<r<?2,

Proto se spiraly odpovidajici dvéma po sobé jdoucim Fibonacciovym
¢islim (jmenovatelim zlomk) to¢i v opaénych smérech. Vzpomeiite si
na vysvétleni sméru spiral u obr. 5b) a 5¢) a porovnejte s nerovnostmi.

Zlaty Tez ovSem neni jediny pripustny kandidét pro thel odklonu.
Dalsi z ¢isel, ktera nemaji dobré racionalni aproximace, se daji napsat
jako jedna z moznosti:

1
zZ1 =
3+ ¢ 11
1
1
Z9 =
4+ 17 -
1+
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1
1
2 + 24,%1
2t

Cislu z; odpovidaji pocty spiral (jmenovatele aproximaci) 1,3,4,7,11,
18,29, ..., tzv. Lucasova posloupnost (posloupnost Fibonacciova typu
s poéateénimi hodnotami 1,3 namisto 1,2). Pro zy jsou pocty spirél
1,4,5,9,14,23, 37, ... Pro z3 jsou pocty spiral 2, 5,12,29,70, ... Na obr. 8
je vysledek simulace pro 200 vyrostlych seminek. Vidime, Ze vzory se od
téch Fibonacciovych na prvni pohled prili§ nelisi. V pfirodé se vzory
odpovidajici divergenci z; i z5 vyskytuji, ovSem mnohem méné Casto nez
ty odpovidajici zlatému fezu.

a) b) c et C)

Obr. 8: Vzor pro a) r = z1 s 18 a 29 spirdlami, b) r = 29 s 23
a 37 spirdlami, ¢) r = z3 s 12 a 29 spirdlami viditelnymi
na okraji.

Cesta k uplnému vysvétleni

Shriime nyni, co jsme doposud uvedli. Na zac¢atku jsme nastinili, co to
je fylotaxe, a inspirovani pozorovanimi botanika Brauna jsme podrobné
rozebrali chovani jednoduchého modelu. OvSem zaroven s tim nam na
mysli vytanuly otazky: Je néjaky duvod, pro¢ by se rostliny mély chovat
podle nageho modelu? A podle jakého pravidla se vybere pravé zlaty
fez jako divergence a ne jiné ¢islo podobnych vlastnosti? Nez na tuto
otdzku odpovime, vydejme se dale po cesté historie studia fylotaxe a
pozastavme se na ni u n€kolika zajimavych myslenek.

Kratce po Schimperovi a Braunovi nasledovaly studie bratii Louise a
Augusta Bravaisovijch. Ti popisovali fylotaxi pomoci miizky na polokouli
a rozebirali, které ze spirdl jsou viditelné. Auguste Bravais se pozdéji,
udajné inspirovan fylotaxi, zaCal zabyvat krystaly a stal se jednim ze
zakladateli oboru krystalografie.
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V roce 1868 némecky botanik Hofmeister ve své knize uvedl, Ze pouhy
fakt, Ze nové seminko roste do sméru, kde je nejvice mista, by mohl byt
zodpovédny za pozorované vzory. Simon Schwendener v roce 1878 na-
vrhl, Ze usporadani je vysledkem tlaku, kterym seminka ptisobi na své
sousedy. Vyrobil mechanicky stroj, ktery takové podminky simuloval.
Vysledky jeho méfeni byly prekvapivé presné. Zajimavy je také argu-
ment Wiesnera (1875) vedeny v obdobném duchu, ktery #iké, ze listy
na rostliné se usporadavaji tak, aby mély co nejlepsi pristup ke svétlu
a co nejméné si stinily. Nicméné rust dlouhych tzkych listd by pro ta-
kovy ptipad byl asi efektivnéjsim FeSenim nez spirdlové vzory. Schouteho
(1913) napadlo, Ze pocateéni smér ristu nového seminka by mohl byt
déan chemickych inhibitorem, ktery je vylu¢ovan seminky jiz vyrostlymi.
Ovsem do dnesni doby zadny takovy chemicky inhibitor nebyl nalezen.

V roce 1907 pfisel holandsky botanik G. van Iterson s teorii, ktera
nyni tvori zaklad moderniho teoretického vyzkumu fylotaxe. Zkonstru-
oval geometricky model, ktery predpokladal, Ze seminka jsou kolecka
ve vzdjemném kontaktu a uspofaddny kolem kruhového stiedu (ze kte-
rého vyrtistaji). Spocital vSechny geometricky mozné konfigurace. Jed-
nou z nich byl skutec¢né vzor pozorovany na rostlinach odpovidajici di-
vergenci o velikosti zlatého Fezu. Ale feSenim bylo i mnoho dalSich vzora,
napf. ty z obr. 8a) a b). VSechna FeSeni se daji znézornit v tzv. Iterso-
nové diagramu. Iterson nedokazal rozhodnout, pro¢ to které feSeni by
mélo byt lepsi nez jiné. Casteéné mozné proto zlstal jeho piistup vice
nez 50 let zapomenut.

Rozhodujici prispévek k vyzkumu pridali francouzsti fyzici Douady a
Couder v roce 1992. Namisto geometrickych kritérii pro umisténi nového
seminka pouzili princip minimalni energie. Nejlépe jejich pfistup pocho-
pime, popiSeme-li si experiment, ktery zrealizovali. Do stfedu misky na-
plnéné silikonovym olejem padaly periodicky kapicky fero-kapaliny. Ko-
lem misky bylo magnetické pole umisténé tak, aby se jednotlivé kapicky
vzéjemné odpuzovaly (podobné jako dvé nabité kulicky). Rychlost jejich
pohybu byla limitovana viskozitou oleje. Kapicky pohybujici se od sebe
tvorily vzory stejné, jako pozorujeme na slunec¢nici. Douady a Couder
také numericky simulovali popsany model. Dosli k podobnému diagramu
popisujicimu feSeni jako Iterson, narozdil od néj vsak dokazali vysvét-
lit, pro¢ spravnym vysledkem je pravé ten souvisejici s Fibonacciovymi
¢isly. Jejich vysvétleni je chybéjicim ¢lankem Fetizku pochopeni fylotaxe,
je ovSem nad ramec slozitosti tohoto ¢lanku. Lze se o ném doc¢ist mimo
jiné v ¢lanku [2] uréeném pro §irsi védeckou vefejnost.
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Pfinos vysledku Douadyho a Coudera je zejména ve vyvraceni evo-
luéniho pristupu k fylotaxi, tj. teorie souvisejici s otdzkou uvedenou na
zacatku: Védéla by slunec¢nice sama, co méa spole¢ného s Fibonacciovymi
¢isly? Céast védcti se domnivala, ze ano. Véfila totiz spravnosti nasledu-
jictho argumentu: Seminka na rostlinach podobnych slune¢nici v davné
a davné historii jejich vyvoje rostla ndhodné, avsak rostliny, jejichz se-
minka byla blizko u sebe, byly pfirozenym vybérem preferovany pred
ostatnimi, a proto dnes témér na vsech rostlinach pozorujeme vzory od-
povidajici Fibonacciovym ¢islim, jelikoZz ty jsou z hlediska Setfeni pro-
storu nejvyhodnéjsi.

Z vysledku Douadyho, Coudera a pozdéji i dalsich ovSem plyne, Ze
spiralové vzory jsou vysledkem pouze dynamického riistového procesu
,odpuzujicich“ se seminek, Ze tedy nejsou zakédovany v genech rostliny,
ani nevznikaly néjakou slozitou evoluéni cestou. Pficemz ono odpuzovani
seminek muze byt realizovano kupfikladu pouhym délenim a rdstem bu-
nék mezi zarodky budoucich seminek.
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O rovnici ™ + y™ = z"*™!

Emil Calda, MFF UK Praha

Jak jisté vite, velkou Fermatovou vé€tou se nazyva tvrzeni, které po-
prvé vyslovil francouzsky matematik Pierre Fermat (1601-1665):

Pro Zadné prirozené cislo n > 2 mneexistuji prirozend cisla x, y, z
takovd, Ze plati

Vite asi také, ze dlikaz této véty odolaval tsili matematik® téméf ctyti
sta let a Ze ho teprve nedavno podal anglicky matematik Andrew Wiles.
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