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SOUTEZE

Ulohy domdciho kola 57. rocniku
Matematické olympiddy pro zdky strednich skol

KATEGORIE A

1. Najdéte vSechny trojice realnych c¢isel a,b,c s vlastnosti: Kazda
Z rovnic

2+ (a+ 1)+ (b+3)r+ (c+2)=0,
24 (a+2)2? + (b+ Dz + (c+3) =0,
2+ (a+3)2?+ (b+2)z+(c+1)=0

ma v oboru realnych ¢isel tii rtizné kofeny, celkem je to vsak pouze
pét rtiznych Cisel. (Jaromir Simsa)

2. Vroviné je dana tisecka AV a ostry thel velikosti «v. Uréete mnozinu
stfed kruZznic opsanych vsem tém trojihelnikim ABC' s vnitinim
thlem « pfi vrcholu A, jejichz vysky se protinaji v bodé V.

(Pavel Leischner)

3. Mnozinu M tvori 2n navzajem riznych kladnych redlnych cisel,
kde n = 2. Uvazujme n obdélnikd, jejichZ rozméry jsou ¢isla z M,
pricemz kazdy prvek z M je pouzit pravé jednou. Urcete, jaké roz-
méry maji tyto obdélniky, je-li soucet jejich obsaht
a) nejvétsi mozny; b) nejmensi mozny. (Jaroslav Svréek)

4. Urcete pocet koneénych rostoucich posloupnosti prirozenych ¢i-
sel ay,as,...,a; vSech moznych délek k, pro které plati a; = 1,
a; | ajp1 proi=1,2,...,k—1 a ap = 969969. (Martin Pandk)

5. Je dana kruznice k, bod O, ktery na ni nelezi, a pfimka p, ktera ji
neprotind. Uvazujme libovolnou kruznici I, kterda mé vnéjsi dotyk

s kruznici k a dotyka se i pfimky p. Ptislusné body dotyku ozna¢me
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A a B. Pokud body O, A, B nelezi v pfimce, sestrojime kruznici m
opsanou trojuhelniku O AB. Dokazte, Ze vSechny takové kruznice m
maji dalsi spoleény bod rizny od bodu O, anebo se dotykaji téze
primky. (Jdan Mazak)

. Dokazte, ze pro kazdé ptirozené cislo n existuje celé cislo a
(1 < a < 5") takové, Ze plati 5" | a® —a + 1. (Jan Mazdk)

KATEGORIE B
. Najdéte vSechna pfirozena &isla k, pro néz je zapis ¢isla 6% - 72007
v desitkové soustavé zakoncen dvojéislim a) 02; b) 04.

(Eva Ridkd)

. V pasu mezi rovnobézkami p, g jsou dany dva rtizné body M a N.
Sestrojte kosoctverec nebo ¢tverec, jehoz dvé protéjsi strany lezi na
pfimkéch p a g a zbylé dvé strany prochdzeji body M a N (kazdd
jednim). (Jaromir Simsa)

. Jsou-li x a y redln4 &isla, pro néz plati 23 +y> < 2, potom z+y < 2.
Dokazte. (Jan Mazdk)

. Najdéte vSechny pravouhlé trojuhelniky s délkami stran a, b, ¢ a
délkami téznic t,, tp, t., pro néz plati a +t, = b+ t;. Uvazujte oba
pripady, kdy AB je a) pfepona, b) odvésna. (Pavel Novotny)

. Urcete vSechny dvojice a, b redlnych c¢isel, pro néz ma kazda z kva-
dratickych rovnic

az® +2bx +1=0,

br? +2ax+1=0

dva rtzné realné koreny, pricemz praveé jeden z nich je obéma rovnicim

spole¢ny. (Jaroslav Svrcek)

6. Obdélnik 2 005 x 2 007 je rozdélen na ¢erné a bilé jednotkové ctve-

recky. Dokazte, ze pak pro nékterou z barev (Gernou nebo bilou)
existuje vice nez 95 800 pravouhelnikt Sirokych aspon 2, jez se
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sklddaji z jednotkovych ¢tvereckl, navzajem se neprekryvajicich,
a jejichz rohové policka maji tuto barvu. (Pavel Leischner)

KATEGORIE C

. Urcete nejmensi pfirozené é&islo n, pro néz i éisla v/2n, v/3n, v5n

jsou pfirozen4. (Jaroslav Svrcéek)

Ctytahelniku ABCD je vepsana kruZnice se stfedem S. Urcete roz-
dil |ZASD| — |/CSD|, jestlize |/ ASB| — |/BSC| = 40°.
(Jaromir Simsa)

Mame urcity pocet krabicek a urcity pocet kulicek. Dame-li do
kazdé krabicky pravé jednu kulicku, zbyde nam n kulicek. Kdyz
vsak dame pravé n krabicek stranou, muzeme vSechny kulicky roz-
mistit tak, aby jich v kazdé zbyvajici krabic¢ce bylo pravé n. Kolik
mame krabicek a kolik kulic¢ek? ( Vojtech Bdlint)

Tangram je skladacka, kterou lze vyrobit z papiru roziezanim vy-
stfizeného ¢tverce na sedm dili podle ¢ar vyznacenych na

22

1 \/§
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V2 V2

obréazku. Pfedpokladejme, ze délka strany &tverce je 2v/2 cm. Roz-
hodnéte, zda lze z dild tangramu slozit:

a) obdélnik 2 cm x 4 cm,

b) obdélnik v/2cm x 4v/2 cm. (Pavel Leischner)
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5. Ve skupiné n lidi (n > 4) se néktefi znaji. Vztah ,znat se“ je vza-
jemny: jestlize osoba A zné osobu B, pak také B znd A a nazyvame

je dvojici znamych.

a) Jestlize mezi kazdymi ¢tyFmi osobami jsou asponi ¢tyfi dvojice

b)

znamych, pak kazdé dvé osoby, které se neznaji, maji spolecného
znamého. Dokazte.

Zjistéte, pro ktera n > 4 existuje skupina osob, v niz jsou mezi
kazdymi ¢tyfmi osobami aspon tii dvojice znamych a soucasné
se nékteré dvé osoby neznaji ani nemaji spolecného znamého.
Rozhodnéte, zda ve skupiné Sesti osob mohou byt v kazdé ¢tve-
Fici prave tii dvojice znamych a pravé tii dvojice neznamgych.

(Jdan Mazak)

Klarka méla na papiru napsano trojmistné ¢islo. Kdyz ho spravné

vynéasobila deviti, dostala ¢tyfmistné cislo, jez zacinalo touz Cis-
lici jako ¢islo ptuvodni, prostiedni dvé Cislice se rovnaly a posledni
Cislice byla souctem ¢islic ptivodniho &isla. Které ¢tyfmistné cislo

mohla Klarka dostat?

(Peter Novotny)

k* ok ok ok 3k

STREDOVEKA ZBIERKA ULOH

Ani v temnom® stredoveku nebola matematika
mitva. Na dvore Karola Velkého v Aachene okolo
roku 775 sa pouzivala jedna z prvych zbierok za-
ujimavych uloh z matematiky s podnetngm nd-
zvom Ulohy na cibrenie umu mladych. Jej au-
torom bol ucitel, filozof 1 bdsnik Alcuin z Yorku
(asi 785-804, povodngm keltskym menom Alh-
-win, tj. priatel chramu). UZ v tejto ucebnici sa
vyskytuje zndma uloha o pltnikovi, vikovi, koze a
kapuste. Skuste zdokonalit svoje myslenia vyrie-
Senim ulohy: Ako rozdelit 100 minci medzi 100

0so6b, aby muzi dostali po troch, zeny po dvoch a kazdé dve deti spolu po jednej
minci. UZ vo svojej dobe vzdelanec Alcuin vedel: ,Rozumne sa pyjtat, znamend

vyucovat.
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