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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Dokazeme, ze sa neda

Dusan Jedindk, Trnavskd univerzita v Trnave

Vyznam sporu

Ak mame dokézat nejaké matematické tvrdenie, ktoré by nemalo pla-
tit pre ziadny prvok danej mnoziny, tak moézeme na to pouzit aj metédu,
ktora sa nazyva dokaz sporom.

Podstatou tejto metddy je tato logicky spravna tivaha: Budeme pred-
pokladat, Ze dané tvrdenie plati pre aspon jeden prvok danej mnoziny.
7 tohto predpokladu vyvodzujeme logicky spravne tvrdenia tak dlho,
az kym neddjdeme k tvrdeniu, ktoré je evidentne neplatné, alebo ktoré
je v rozpore s predpokladanym tvrdenim. Zrejme sme teda predpokla-
dali to, Co nie je pravdivé. Pravdivé je potom to, ¢o sme mali poévodne
dokézaft.

S touto metddou dokazu sa ziaci stretnii na strednej skole. Nie je vSak
tazké pochopit ju uz aj na zakladnej Skole. My by sme v tomto prispevku
chceli ukézat niekolko jednoduchych situécii, ktoré spominant metédu
vyuzivajua.

Uloha 1. Ukézte, Ze ak zo achovnice 8 x 8 Stvorcovych policok odstrih-
neme dve policka v protilahlych kitoch uhlopriecky, tak takito ,,vystrih-
nuta“ sachovnicu nemozno uplne pokryt , dvojpolickovymi obdlznikmi“.

Riesenie: Ak si predstavime strieda-
nie farebnych $tvorcekov ako na Sachov-
nici pre Sachovii hru (striedavo biele
a tmavé), uvidime, ze oba vystrihnuté
Stvorce maju rovnaku farbu. Na ,vy-
strihnutej“ Sachovnici je 32 Stvorcekov
jednej farby a len 30 Stvorcekov druhej
farby. Pokryvajuce ,,dvojpolickové ob- 1]
dlzniky“ majia vzdy jeden tvorcek biely
a jeden tmavy. Pri postupnom pokryvani sa teda vidy pokryje obdlznik
zlozeny z dvoch Stvoréekov roznych farieb! To znamené, Ze spominanym
postupom nemozno stcéasne pokryt nerovnaky pocet bielych a tmavych
stvorcekov.
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Uloha 2. Ukéazte a zdovodnite, Ze obidva zlomky % a % nemaji

zaroven kladnt celociselntt hodnotu pre Ziadne prirodzené ¢islo n.

Riesenie: Predpokladajme, nech st spominané zlomky pre niektoré pri-
rodzené ¢islo n oba zaroven celé kladné cisla p a g:

™m—1
= 1
=P (1)
on + 3
= 2
TR (2)
Z (1) vyplyva rovnost n = 2% a z (2) plynie rovnost n = 242, Teda
mé byt
p+1 120-3
7T 5
20p + 5 = 84q — 21
42¢ = 10p + 13

To ale znamend, ze lava strana rovnice je nenulové parne ¢islo a prava
strana nenulové nepérne ¢islo. Ich rovnost je zrejmy spor. Znamena to,
Ze tvrdenie ulohy, ktoré je negaciou nasho predpokladu, je zdévodnené.

Uloha 3. Dokéste, 7e stcet druhjch mocnin $tyroch po sebe idicich
prirodzenych ¢isiel nemoze byt druhou mocninou ziadného prirodzeného
¢isla.

RieSenie: Sudet druhych mocnin Tubovolnych Styroch po sebe idicich
prirodzenych ¢isiel znamena

n+n+1)%+n+2)?+n+3)?2=
=4n? +12n+ 14 = 4(n® + 3n 4 3) + 2,

kde n je prirodzené ¢islo.

Tento sticet je parny, teda ak by existovalo niektoré prislusné prirod-
zené ¢&islo p tak, aby 4(n? + 3n + 3) + 2 = p?, muselo by p tiez byt
péarne, a to ale znamend, Ze p?> musi byt delitelné aj Styrmi. Ale stcet
4(n% + 3n + 3) + 2 nie je delitelny styrmi. Cize také p neexistuje.

Dokazali sme, Ze stcet druhych mocnin Styroch po sebe iducich pri-
rodzenych ¢isiel nemoze byt druhou mocninou Ziadného prirodzeného
¢isla.
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Uloha 4. Dokézte, Ze neexistuje ziadne prirodzené é&islo n, pre ktoré by
n? 4+ n + 1 bolo druhou mocninou niektorého prirodzeného &isla.

Riesenie: Nech existuju také prirodzené cisla n, p, pre ktoré plati
n>4+n+1l= pz.
To znamend, ze n + 1 = p?> —n?, n+ 1= (p —n)(p+ n). Pretoze je ale
p>n>1takn+p>n+1,p—n>1 apreto(p—n)(p+n)>n+1,
teda neplatin + 1= (p —n)(p+n).
Ukézali sme, Ze zvoleny predpoklad existencie prirodzenych ¢isiel s po-

zadovanou vlastnostou vedie vzdy k sporu. Neexistuju preto prirodzené
¢isla p, n také, aby platilo n2 +n + 1 = p?.

Uloha 5. Dokéazte, Ze ziadne &islo 2" pre Iubovolné prirodzené &islo n sa
ned4 napisat ako stcéet aspoii dvoch za sebou idicich prirodzenych éisiel.

Riesenie: Predpokladajme, Ze sa 2™ pre isté prirodzené ¢islo n d4 napisaft
ako suicet k > 1 za sebou iducich prirodzenych ¢isiel, a ukdzeme, ze potom
vznikne spor.

Nech teda je

=4+ (x+1)+ -+ (x+k-1),

kde z je nejaké prirodzené ¢islo. Odtial je

2" = (z+x+k71)~§.
Na lavej strane tejto rovnosti je vzdy stcin samych dvojok. Postidme aj
pravu stranu.
Ak k = 2p (tj. k je parne ¢islo), tak prava strana je (2z + 2p — 1)p,
kde 2z + 2p — 1 je ¢islo neparne. A to je spor.
Podobne, ak k = 2p 4+ 1 (tj. k je neparne ¢islo), tak prava strana ma

tvar
2p+1

(22 + 2p) - =(z+p)(2p+1),

kde 2p + 1 > 1 je nepéarne cislo. A to je taktiez spor.

U¢inny metodologicky prvok

Difajme, ze tu uvedené priklady vam ozrejmili myslienky spominané
v uvode tohto prispevku. Verime, ze ocenite tito metddu aj pri dokazo-
vani dalSich matematickych tvrdeni, v ktorych nieco neplati pre ziadny
prvok danej mnoziny.
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