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FYZIKA

Matematické modelovani
Chladniho obrazcli na pocitadi

Viclav Potocek, FJFI CVUT Praha

Uvod

Chladniho obrazci nazyvame obecné utvary
uzlovych car, které vznikaji pfi kmitani plos-
nych objekti. Nejsnaze se v praxi predvedou,
kdyz na povrch kovové desky nasypeme pisek
nebo jemny prasek a poté ji rozeznime napft. ta-
hem smy¢cce, jak ukazuje obr. 1. Prasek je zvu-
kovymi kmity desky nadhazovin a posunovan,
a usporada se tak na mistech, kde jsou kmity nejslabsi. Jedna se o uzly
stojaté viny, ale protoze ty na plose tvori spojité utvary, pouziva se nazev
uzlové cdry.

V tomto provedeni také obrazce poprvé predvedl jejich objevitel, né-
mecky fyzik Ernst Florens Friedrich Chladni, roku 1808 na ptidé Fran-
couzské akademie véd. Tento experiment mél velky tspéch, silné zaujal
napfiklad i cisafe Napoleona. Chladni se zacal zabyvat jejich popisova-
nim, pozdéji zakresloval katalogy obrazci vznikajicich na ¢tvercovych a
kruhovych deskéch, ale jejich matematicka podstata mu nebyla zndma.

Obr. 1

Vzorec stojaté viny

Zptusob odvozovani matematického popisu Chladniho obrazcu silné
zavisi na tvaru uvazované desky. My prozkoumame chovéani desek ¢tver-
cového tvaru. Zobecnéni naptiklad na desky tvaru obdélnika by jesté
mnoho novych problému nepfineslo, ale po¢itani obrazci na kruhovych
deskach jiz vyzaduje postupy a specialni funkce, které dalece pfesa-
huji rozsah stfedoskolské matematiky. Kmitani desek komplikovanéjsich
tvari se pak jiz neodvozuje viibec a pocita se jen numericky.
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Postup, ktery zde provedeme, bude spiSe jen naznacenim odvozeni
hledaného vzorce — néktera dilezita tvrzeni budeme muset pfijmout jako
fakt bez dikazu. D4 se k nim dojit dikladnéjsim rozborem, ktery vsak
svym rozsahem prekracuje moznosti tohoto ¢lanku.

Jak jiz bylo feceno, tvar Chladniho obrazct je dan stojatou vlnou,
ktera pri kmitani desky vznika. Budeme tedy hledat mozné tvary funkci
urcujicich okamzitou vychylku takovych vin a zkusime pfitom pouzit
znalost vzorcu stojatych vin na strunach, které se odvozuji ve stiedo-
skolské fyzice. Pripomenme si je spolu s nékterymi zakladnimi fakty.

Stojaté vlnéni se vzdy vyznacuje tim, Ze vSechny body uvazovaného
prostiedi kmitaji se stejnou frekvenci a ve stejné fazi, 1isi se jen jejich am-
plitudy. Existuje tak néjaky tvar struny, resp. desky, ktery se postupem
¢asu jen vice ¢i méné vychyluje od rovnovazného stavu, periodicky pres
tento stav prechazi na opac¢nou stranu a zase zpét. Tento fakt se ve vzorci
pro okamzitou vychylku projevi vyskytem ¢asového €lenu sin(wt + pq)
a vyrazu urcujiciho amplitudu kazdého bodu, ktery je pouze funkci sou-
Fadnic. Mista, v nichz je amplituda rovna 0, viibec nekmitaji a nazyvaji
se uzly stojaté viny.

V pripadé stojatého vlnéni struny je zavislost vychylky na case sinu-
sovd (harmonickd) a na celé délce struny ma stojaté vlnéni vidy cely
pocet ¢tvrtvin. Na zacdtku a na konci struny mé vychylka bud maxi-
malni hodnotu nebo nulovou hodnotu — podle toho, zda je tento konec
volny nebo pevny. P¥ipad s obéma konci volnymi neni na struné tak casty
— mé vyuziti spiSe u jinych prostfedi, napf. vzduchového sloupce — my
vSak budeme uvazovat desku vzdy s volnymi konci, a proto pouzijeme i
takovy model struny.

Jestlize jednomu konci struny prifadime soufadnici 0 a drubému a,
pak funkei urcujici vychylku struny z mize byt

mnx
z = Acos ,
a

kde x je vzdalenost mista na struné od jejiho zacatku. Volba funkce
kosinus zajisti maximéalni vychylky na zacatku struny. Stejnd podminka
na konci struny pak omezuje volbu m na cela ¢isla. Zména m za jeho
opacnou hodnotu tuto funkci nezméni, proto nam dokonce stac¢i uvazovat
jen prirozena ¢isla a nulu, m € Ny. Redlné ¢islo A mé vyznam amplitudy
celé stojaté viny. Ta je tedy nakonec popsana funkci

mnx

o(z,t) = Acos sin(wt + o).
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Dilezity je jesté vztah hodnot m a w. Obé totiz urcuji vlnovou délku
kmitani a jsou ji jednoznacné svazany. Tak, pokud chceme dosdhnout
stojaté viny s m uzly, potfebujeme strunu rozkmitat s frekvenci f = 5=
a thlovou frekvenci w = ™%, kde c je rychlost sifeni zvuku v materidlu
desky. Ve vzorcich ale budeme ponechavat hodnoty odpovidajici m i w
a uvadét jen jejich vztah, kde bude potteba.

Predstavme si nyni tenkou desku tvaru étverce o strané délky a, kte-
rou bychom myslené rozdélili podél jedné ze stran na mmnoho tenkych
prouzki. Jakmile se jejich sitka stane zanedbatelnou vzhledem k a, mu-
zeme na kazdy z nich pohlizet jako na strunu s volnymi konci. Nyni
uvazujme, ze by takové rovnobézné struny kmitaly vSechny kolmo k pt-
vodni desce (ve sméru osy z dle obr. 2), se stejnou frekvenci i amplitudou
a ve stejné fazi. Pak by se vSechny body se stejnou souradnici  pohybo-
valy zcela stejné a kmitani by nebylo ovlivnéno, kdybychom mezi sebou
usecky pevné spojili. Tim jsme se ovSem vratili k celé desce a mizeme
Fici, ze zndme jeden ze zptisobt, jakym miize kmitat.

Obr. 2

Tato informace neni postacujici pro feseni celé tilohy, ale pomtuize nam
uvédomit si dilezitou skutecnost. Prestoze jsme strany desky ponechali
volné, spojnice uzld myslenych strun vedou az k nim. Na desce tedy ne-
plati, ze by vSechny okrajové body musely kmitat s nejvyssi amplitudou.

Pomoci pouzité myslenky jsme vlastné na desce jiz zavedli jednu kar-
tézskou souradnici z a stejnym zptisobem méfme v kolmém sméru sou-
fadnici y. Vychylka vlny, kterou jsme zatim nalezli, ma tak v kazdém oka-
mziku harmonicky priibéh po ose = a je konstantni podél osy y. Pouhym
natocenim pohledu samoziejmé mizeme stejny postup opakovat s pro-
hozenymi osami. Klicovym krokem je ale celkem nepiekvapujici fakt, ze

18 Rozhledy matematicko-fyzikalni



FYZIKA

existuji i stojaté vlny s harmonickym pribéhem vychylky po obou osach
soucasné. Zde budeme muset bez vysvétlovani prijmout platnost tvrzeni,
Ze pocCty uzli podél os z a y mohou byt dvé rtzna ¢isla m a n, tedy vina
je popsana funkci

z(x,y,t) = Acos e

cos Y sin(wt + o)
a

a plati pro ni
nc 3 5
w=—vm*+n-.
a
Cisla m a n volime opét z oboru Ny. Vsimnéte si, Ze zvolime-li nékteré
z nich rovné 0, oba vzorce se skutecné zjednodusi na dfive probrané
pripady.

Tento vzorec je jiz ponékud uzitecnéjsi, ale neumoznuje dalsi logické
variace. Podle néj by kazdy Chladniho obrazec muset vypadat podobné
stroze jako obr. 3, coz neodpovida pozorovani. Narazili jsme tedy na
slepou cestu?

Obr. 3

Vznikly problém nadm pomuze vyfesit zndmy princip superpozice,
ktery rika, Ze rizné takovéto viny mohou na desce existovat soucasné
a nezavisle na sobé a okamzitou vychylku v kazdém bodé pak muzeme
spocitat jako soucet hodnot, které by nam daly vzorce kazdé z nich. Na
struné se takto mohou scitat prispévky jednotlivych harmonickych kmi-
toctl, ale vzniklé vinéni prestane byt stojaté — vysledny vzorec by neu-
mozioval vytknuti ¢asového ¢lenu. Aby tato podminka nebyla porusena,
musely by vSechny séitané viny obsahovat stejny ¢initel sin(wt+yy), tedy
mit stejnou frekvenci a jesté byt ve fazi.

To nam v pripadé struny neda zadné nové moznosti, protoze i zby-
tek vzorce pro stojatou vlnu az na amplitudu je hodnotou w jedno-
znacné urcen, a mohli bychom tak sé¢itat nejvyse amplitudy stejné viny.
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Vzpomeneme-li si ovSem zde na trvzeni, ze w = %=/ m?2 + n2, vidime, Ze
jednoznacnost prestava na desce platit — odlisnou vlnu se stejnym kmi-
toGtem muZeme ziskat, nahradime-li uspofddanou dvojici (m,n) jinou
dvojici (m/,n’), pro kterou by platilo m? +n? = m’? + n'2. Celkem oka-
mzitym TeSenim je ¢isla ve dvojici prohodit. Pro dostatecné mala cisla
m a n je to dokonce jediné, co mizeme udélat — prvni méné trividlni
rovnost je 32 + 42 = 52 4+ 02. Stejné jako u kmitani struny se ale spoko-
jime spiSe s mensimi hodnotami a budeme brat v ivahu jen viny urcéené
dvojicemi (m,n) a (n,m). (V pfipadé m = n se nic Spatného nedé&je,
jen se tento krok stane zbyteénym.) Tak miuZeme vytvafet stojaté viny
kone¢ného tvaru

n nnr m
cos =Y 4 As cos T cos _T:y) sin(wt + ¢g).
a a a

z(z,y,t) = (Al cos 12

Pouziti vzorce

Chladniho obrazce skute¢né jiz budeme poéitat jako uzlové ¢ary takto
vzniklych vln, tedy mnoziny bodi [z, y], které spliiuji rovnici

nry

T nnx mny
cos —= + Ay cos —— cos —=
a

A cos =0

a

pro néjaké hodnoty m,n € Ny a Ay, As € R.

Tim je sice popsana k¥ivka, ale tvar jeji (neparametrické) rovnice je
pro vétsi m a n prilis slozity pro analytické feseni, navic je takovy po-
stup zdlouhavy. Chladniho obrazce tedy budeme vykreslovat numericky
pomoci pocitace. Mame v podstaté dvé moznosti, jak tento kol pocitaci
sdélit: pouzit matematicky software (Mathematica, Maple apod.) nebo
napsat vlastni jednoucelovy program.

Prvni z moinosti je podstatné Snazéi ale zévisi na dostupnosti soft-
moznostl, jimiz jsme vézéani. Pfiklad vyfesime pomoci programu Maple,
protoZze jeho piikaz implicitplot je pfesné to, co hleddme (obr. 4):

# Parametry zvolime n&hodné:

m := rand(5)(): n := rand(5)():

al := rand(-5..5)(): a2 := rand(-5..5)():

f := (x,y) -> al*cos(m*x)*cos(n*y) + a2+*cos(n*x)*cos(m*y):
plots[implicitplot] (
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f(x,y) =0, x=0..Pi, y=0..Pi,
scaling=constrained, view=[0..Pi,0..Pi], axes=none);

Obr. 4

Jestlize se rozhodneme pro programovani, nebudeme potfebovat umeét
vykreslovat takto zadané kiivky. Mnohem vyhodnéjsi je vyrobit si ¢tver-
covou miizku bodi o soufadnicich z rozmezi (0, a) a kazdému z nich p¥i-
fadit barvu dle jeho amplitudy. V nejjednodussim pripadé budeme body
vybarvovat bile nebo ¢erné podle toho, zda absolutni hodnota tohoto
vysledku bude mensi nebo vétsi nez jista hranice.

Zadani si muzeme pro své ucely jesté mirné upravit: vyuzijeme toho,
ze pro tvar kiivky nejsou rozhodujici obé hodnoty A; a As, ale jen
jejich pomeér. Mohli bychom tak usetfit jeden parametr. Vsech moznych
,poméru“ napiiklad dosdhneme, zvolime-li

Ay = cos
Ay = sin,

kde v je pomocné hodnota bez hlubsiho geometrického vyznamu.

Presné podle poslednich dvou odstavcd postupuje nasledujici pro-
gram. Pro ukazku jsme pouzili programovaci jazyk Pascal, protoze je
rozSifen v osnovach stfednich skol.

program Chladni;
uses Graph;

var grDriver,grMode,grErr:Integer;
m,n,psi:Integer; { Parametry obrazce }

al,a2:Real;
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x,y:Integer; { Soufadnice }
const a=200; { Strana &tverce v poltu bodd }
pi=3.1415927;

begin
Write(’Zadejte m: ’); ReadLn(m);
Write(’Zadejte n: ’); ReadLn(n);
Write(’Zadejte parametr psi: ’); ReadLn(psi);

al := cos(psixpi/180); { Vypocet A1 a A2 z psi }
a2 := sin(psixpi/180);
grDriver := Detect;

{ Nasledujici rddek upravte dle skutecného
podadresdte "BGI" své instalace }
InitGraph(grDriver, grMode, ’C:\Pascal\BGI’);
grErr := GraphResult;
if grErr = grOK then begin
for x := 0 to a do { Prochdzeni bod po bodu }
for y := 0 to a do
{ Blizkost nuly pozndme podle absolutni hodnoty }
if abs(al*cos(m*pi*x/a)*cos(n*pi*y/a) +
a2*cos (n*pi*x/a)*cos(m*pi*y/a))<0.1

then PutPixel(x,y,0) { Blizko nuly: Cernd }
else PutPixel(x,y,GetMaxColor); { Dale: bila }
Readln;
CloseGraph;
end else

WriteLn(’Chyba grafiky: ’,GraphErrorMsg(grErr));
end.

Ctenafi zbéhlejsi v programovani pak mozné radi vyzkousi jedno silné
vylepSeni programu — pfechod od dvou barev k plynulym prechodim
stupnt Sedi. Priklad uvadét nebudeme, protoze v Pascalu by se jednalo
o prilis velké zmény. Myslenkou je nevyuzit vypocitanou hodnotu pouze
k rozhodnuti pro ¢ernou nebo bilou, ale pfimo ji pfifadit barvu. Chlad-
niho obrazce vzniknou, pokud zvolime takové obarveni, aby se hodnoty
blizké 0 znac¢né odlisovaly od ostatnich. Takovym zobrazenim do mno-
ziny (0,1) (bild — ¢ernd) muze byt napiiklad jednoduché funkce

fla) = —

T 1+ na?’
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kde n je koeficient v Ffadu desitek az stovek. Jeji graf ukazuje obr. 5.
Jestlize chceme, aby Cerné barvé odpovidala hodnota 0, jak je obvyklé
na pocitaci, odecteme hodnotu funkce f od 1.

Y
1

e 0 T °

Obr. 5

Ukazeme zde alespon, jak je mozno tento tkol zadat programu Maple.
Vysledkem je obr. 6.

m := rand(5) (): n := rand(5)():

phi := rand(360) ():

al := cos(phi*Pi/180): a2 := sin(phi*Pi/180):

f := (x,y) —-> al*cos(m*x)*cos(n*y) + a2+*cos(n*x)*cos(m*y) :
plots[densityplot] (

1-1/(100%f (x,y) "2+1),  x=0..Pi, y=0..Pi,

grid=[50,50], axes=none,

scaling=constrained, view=[0..Pi,0..Pi]);

Obr. 6
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Vlastnim programem dosdhneme ponékud lepSich obrazkti, které vi-
dime na obr. 7. Programatori si pak jako dalsi vyzvu mohou vzit plynulé
zmény parametru ¢ (jediného, ktery je mozno ménit spojité), ¢imz vznik-
nou zajimavé animované prechody mezi riznymi obrazci ... a déle se
fantazii meze nekladou.
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Obr. 7

Vysledné obrazky

Obrazce tvorici obr. 7 byly vytvofeny pomoci algoritmu popsaného
vyse. V tabulce jsou uvedeny i pouzité hodnoty parametri, pomoci kte-
rych je mozné hledat rizné zakonitosti nebo si obrazky znovu nakreslit.
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Nakonec na obr. 8 je kopie ptvodnich Chladniho nékresk (tedy vychéa-
zejicich ze skute¢né situace), aby bylo mozno Fici, zda nés nase uvahy
dovedly az k cili.

o b [ . ]
r 5
X - 7_%’_/ b
- N P
2 A
o = -

‘/'
% N A o

1. 13 é I
e
™ ]
]
2 . X
Q X

o E‘ b

F ol

@,

Obr. 8

k ok ok ok ok

Matematika je veda o vzoroch a priroda vyuZiva takmer kazZdy vzor, ktory je
k dispozicii ... Funkciou matematiky je usporadivat zdkladné vzory a pravi-
delnosti tym najuspokojivejsim spésobom.

Ian Stewart: Cisla prirody. Bratislava: Archa 1996
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