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MATEMATIKA

Shodna zobrazeni v Lobacdevského roviné

Miroslav Machdcek, MFF UK Praha

1. Uvod

Od 19. stoleti zkoumaji matematikové i jiné mozné (tj. logicky beze-
sporné) geometrické svéty, ve kterych body a pfimky maji trochu jiné
vlastnosti, nez na jaké jsme zvykli. Ze vSech takovych tvah se zde zamé-
fime na jednu problematiku, a sice na problematiku shodnych zobrazeni.

Abychom mohli ¢ist tento ¢lanek s porozuménim, musime znat za-
kladni konstrukce vzoru a obrazu v zobrazeni nazyvaném kruhovd in-
verze. Je téz tieba znat pojem kolmost kruznic, ktery neznamend nic
jiného, nez ze jsou kolmé tecny k témto kruznicim ve spole¢ném bodé.
V nasledujicim modelu se totiz pouzivaji modely pfimek, coz jsou ob-
louky kruZznic, které jsou kolmé ke kruznici omezujici model roviny (vy-
znam této véty poznate plné asi az po precteni né€kolika dalSich od-
stavcl).

2. Shodné zobrazeni

Shodné zobrazeni v tradi¢ni eukleidovské roviné zndme z hodin mate-
matiky na zdkladni a stfedni skole. Zopakujme si nejprve definici shod-
ného zobrazeni.

Definice 2.1. Zobrazeni v roviné nazyvame shodnym zobrazenim, pravé
kdyZz pro kazdé dva body X, Y roviny a jejich obrazy X', Y’ v tomto
zobrazeni plati | XY | = | X'Y’|.
Konkrétné pak shodna zobrazeni délime na tyto typy:
identita
0sova soumérnost
stfedova soumeérnost
posunuti (translace)
otodeni (rotace)
e posunutéd soumérnost
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Dale uvedeme dulezitou vétu tykajici se téchto zobrazeni, kterou lze
jednoduse dokazat.

Véta 2.1. KaZzdé shodné zobrazeni lze sloZit nejvyse ze tri osovych sou-
mernosti.

Je zifejmé, ze tlohu zakladniho kamene pfi vystavbé shodnych zob-
razeni mé osova soumérnost, kterd je urcena osou, tj. néjakou primkou.
Podivejme se nyni na klasifikaci, resp. vzajemnou polohu pfimek v Lo-
bacevského roviné, kterd byla zaktim na nizsich stupnich skol doposud
skryta. Poté budeme moci zavést shodna zobrazeni i v této nové roving,
ktera byva nazyvana po svém nejvyznamnéjsim objeviteli N. I. Lobacev-
ském?® nebo byva oznacovana jako hyperbolické rovina.

3. Primky v Lobacevského roviné

V eukleidovské roviné mohou byt dvé piimky bud ve vztahu rtzno-
béznosti nebo rovnobéznosti a predev§im zde plati axiom rovnobéznosti,
ktery tvrdi, Ze bodem A lezicim mimo danou p¥imku p lze vést praveé
jednu nertiznobézku. Tuto pfimku nazyvame rovnobézkou (obr. 1).

A

p Obr. 1

Naproti tomu v Lobacevského roviné je situace o néco slozitéjsi, nebot
zde plati nasledujici axiom.

Lobacdevského axiom: Bodem leZicim mimo danou primku lze vést ale-
spon, dve neruznobézky.

Lze dokézat, Ze téchto nertiznobézek je nekoneéné mnoho a navic mezi
nimi jsou dvé primky, které se chovaji k ptivodni pfimce ,,asymptoticky*,
tj. vykazuji stejnou vlastnost jako napt. asymptota hyperboly. Nazyvame
je soubéezky. V Lobacevského roviné existuje tedy nekoneéné mnoho ,,rov-
nobézek“ s danou pfimkou p vedenych danym bodem A na ni nelezicim
(nazyvaji se rozbézky), nekoneéné mnoho ruznobézek a dvé soubézky
(riznobézky qi1, g2, g3, rozbézky ri, ra, r3, soubézky si, sy na obr. 2).

D) Nikolaj Ivanovié Lobacevskij (1792-1856), rusky matematik
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S1

1

T2

T3 A

52

n & o Obr. 2

4. Poincarého?® kruhovy model Lobadevského roviny

V bézné eukleidovské roviné zvolme kruh I'. Rovinou Lobacevského
budeme rozumét vnitfek kruhu int(I") a body uvnitf tohoto kruhu na-
zveme P-body®. P-primky budou dvojitho druhu: (a) viechny priiméry
kruhu I' bez krajnich bodd, (b) oteviené kruhové oblouky, které vznik-
nou jako prinik int(I") a eukleidovskych kruznic, které kolmo protinaji
hrani¢ni kruznici kruhu I'Y.

Body hrani¢ni kruznice budou nevlastni body Lobacevského roviny
(obr. 3).

Obr. 3

2) Henri Poincaré (1854-1912), francouzsky matematik a fyzik

3) Jsou to body hyperbolické roviny znazornéné v Pioncarého modelu. Analogicky
pak mame P-usecky a dalsi P-atvary.

4) Dvé kruznice se protinaji kolmo, pravé kdyz maji kolmé tecny ve spoleéném bodé.
Na obr. 3 je tato situace zndzornéna v bodé P.
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Zaméfime se nyni na pro nas podstatné vlastnosti tohoto modelu.
Dilezité bude zavedeni délky tsecky v Lobacevského roviné a pojem
shodnosti.

Definice 4.1. P-délku P-tusecky v Poincarého kruhovém modelu definu-

jeme vztahem
(14011291
|AQ[ [BP|
kde P, @ jsou krajni body oblouku nebo primeéru, na némz lezi tsecka

AB akde |AP|, |AQ|, |BQ|, |BP)| jsou klasické eukleidovské vzdalenosti.
P-tsecky jsou pak P-shodné, jestlize maji stejnou P-délku. Dale plati

dp(AB) =

)

Jgnpdp(AB) =00 a BhinQ dp(AB) = oo,

tedy P-délky nabyvaji vSech kladnych realnych hodnot.

Shodnost uhli je analogicka s eukleidovskou rovinou, tj. méfit P-uhly
mezi dvéma P-pfimkami znamend mérit eukleidovské tthly mezi dvéma
teCnami k danym dvéma P-pfimkam v jejich priseciku.

Jak je to s Lobacevského axiomem? Obr. 4 ukazuje, Ze bodem A le-
zicim mimo danou pfimku p muze prochazet vice neriznobézek, z nichz
dvé vykazuji viaci primce p asymptotickou vlastnost — tyto pfimky jsou
soubézky, ostatni nertiznobézky jsou rozbézky a posledni skupinou pti-
mek jsou klasické rtiznobézky.

Obr. 4

Soustiedili jsme se predevSsim na pojem shodnosti tsecek a twhla
v tomto modelu, nebof niZze se budeme vénovat shodnym zobrazenim
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v Lobacevského roviné a k prezentaci vyuzijeme pravé tento model ne-
eukleidovské geometrie.

5. Osova soumérnost v Lobadevského roviné

Osova soumérnost je urCena osou, tj. pfimkou. Budeme zobrazovat
néjaky jednoduchy rovinny utvar, napf. trojuhelnik. Méjme tedy dany
P-trojihelnik ABC a P-pfimku o, podle které trojihelnik zobrazime
v modelu, ktery jsme vySe popsali (obr. 5a, 5b):

0(0) : AABC — NA'B'C’

Obr. 5b

V tomto zobrazeni lezi body A, A’ na P-pfimce, tj. na kruznici kolmé
k P-ose o. Stejné tak dalsi dvé dvojice vzoru a obrazu.

Zméime ted délky stran trojuhelnikti a velikosti jejich vnit¥nich dhla.
Odpovidajici si strany a thly jsou shodné, pracujeme tedy se shodnym
zobrazenim stejné jako v eukleidovské roviné® . Navic z obr. 5b je patrna
dalsi analogie s klasickou rovinou, na P-ose o se totiz nachazeji vSechny
samodruzné body tohoto zobrazeni. Déle si mizeme v§imnout, ze i zde
plati, Ze osova soumeérnost je shodnost neprima.

6. Stfedova soumérnost v Lobacevského roviné

Stfedova soumeérnost, kterd je urcena stfedem, je shodné zobrazeni
a zaroven ji lze slozit ze dvou osovych soumérnosti s osami, které jsou

5) Pozor, v Lobacevského geometrii plati véta uuu o shodnosti trojuhelniki, stacilo
by ndm tedy studovat jen vnitfni thly v trojahelnicich!
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vzajemné kolmé. Bude predchozi véta platit i v Lobacevského roviné?
Vytvorime si pFislusnou situaci v Poincarého modelu (obr. 6).

Obr. 6
Slozili jsme tedy dvé osové soumeérnosti s ortogonalnimi P-osami o1 a
02, bod S € 01 Noy bude stiedem stfedové soumeérnosti S(.5). Zobrazme
AABC postupné v téchto osovych soumérnostech:
O(01) : AABC — NA'B'C’
O(02) : NA'B'C" — NA"B"C”

Podivejme se, zda plati:
S(S): AABC — NA"B"C"

Skutecné je tomu tak, oba trojuhelniky jsou P-shodné, vzor, obraz
a stfed soumérnosti lezi na P-pfimce a P-vzdalenost stfedu od vzoru a
obrazu je P-shodné. Navic zjistujeme, Ze stfedovd soumérnost je piima
shodnost.

Jako kontrolu spravnosti nasich Gvah si zkonstruujte P-pfimky AA”,
BB"”, CC", které musi prochazet stfedem S stfedové soumérnosti.

7. Otoceni (rotace) v Lobacevského roving

Méjme dany dvé P-riiznobézky o1 a og, které nejsou na sebe kolmé.
Opét zobrazime postupné trojuhelnik ABC v osovych soumérnostech
O(01) a O(02) a ukdzeme, ze plati (obr. 7)

R(57 90) : NABC — AA”B”C”7
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kde S je stfed otoceni a ¢ je tthel otoceni.

Skutecné |[FASA”| = |<BSB"| = |[SCSC"| = ¢ a zaroven vzor a
obraz jsou od stfedu rotace stejné vzdaleny. Navic stejné jako v klasické
roviné zde plati, ze tihel rotace je dvojnasobkem odchylky dvou os, které
otoceni generuji. Opét jde o pfimou shodnost.

Obr. 7

8. Posunuti (translace) v Lobadevského roviné

V klasické roviné je posunuti jednoznacné dano vektorem posunuti,
ktery urcuje délku a smér posunuti. Plati také, Zze posunuti lze slozit
ze dvou osovych soumeérnosti s rovnobéznymi osami. V Lobacevského
roviné v8ak neexistuji ,,rovnobézky“ ve smyslu ekvidistant, nybrz mame
zde soubézky a rozbézky, které maji jiné vlastnosti nez eukleidovské
rovnobézky. Zapomenme tedy na klasické posunuti a zkusme slozit dvé
osové soumeérnosti pro oba zbyvajici pfipady vzajemné polohy os.

8.1. Skladdni osovych soumérnosti s osami jako soubézkami

Dostavame zajimavou situaci v Lobacevského roviné, kterou ilustruje
obr. 8. Po zméfeni thl a stran v AABC a ANA"B"C" zjistujeme, ze i
v tomto ptipadé dostdvame shodné zobrazeni a vzor a obraz v prislus-
nych osovych soumérnostech se nachazeji na zvlastnich kiivkach, které
se nazyvaji cykly. Nebudeme zde cykly definovat, jen zminime, Ze k nim
dojdeme zobecnénim definice kruznice®). Cykly na obr. 8 jsou uréeny

6) V tomto ptipadé se cykl zobrazi jako eukleidovska kruznice.
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svazkem prislusnych soubézek; je to patrné z toho, Ze vsechny kiivky se
sbihaji v jednom nevlastnim bodé.

Obr. 8

8.2. Skldddni osovych soumernosti s osami jako rozbézkami

Jde o podobny piipad jako predchozi, opét ziskdvame shodné zobra-
zeni — ponechdme na cCtenari, jak takové zobrazeni nazvat. Z obr. 9 je
jesté patrné, ze kiivky uréené vzory a obrazy (zde jsou to ¢asti cykld)
se opét sbihaji v nevlastnich bodech (,,v nekoneénu*). Tyto cykly jsou
urcené svazkem piislusnych P-os, tj. rozbézek.

Obr. 9

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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9. Zavér

Snazili jsme se ukéazat, ze sklddani osovych soumeérnosti ve dvou riz-
nych geometriich se v podstaté kryje v pfipadé riznobéznosti os a cesty
se rozchazeji, pokud se narazi na problém rovnobéznosti. Stale vSak plati,
ze ,shodné zobrazeni zistava shodnym zobrazenim®.

Pro uplnost jesté pridejme jednu otdzku. Kromé klasické eukleidovské
a Lobacevského geometrie existuje jesté tzv. Riemannova geometrie, ve
které neexistuji nertiznobézky, tzn. rtizné kolmice na danou pifimku se
vzdy protinaji. Jak je to se shodnymi zobrazenimi v tomto piipadé?

Vyvoj pojmi v algebre a matematicka olympiada

Antonin Jancéarik, PedF' UK Praha

1. Uvod

Matematika, jako jedna z nejstarsich védnich disciplin, prochézela
v pribéhu minulych stoleti a tisicileti slozitym vyvojem. Béhem sta-
leti nedochézelo jen k rozsifovani poznani a ziskavani novych védomosti,
ale také k vyvoji jednotlivych pojmt, jejich utvafeni a zobectiovani. Ma-
tematika byla Casto izce spjata s filozofii a teologii. Naptiklad chapani
a porozuméni pojmu nekone¢no neni pouze otazkou matematickou, ale
i filozofickou a teologickou. Také dokonaly svét geometrie vyZaduje pro
své pochopeni silnou miru abstrakce a dokonalost jeho objekti je velmi
zajimavéa i z pohledu filozofického.

Dnesni student ¢i zak matematiky se seznamuje pouze s vysledky,
derivaty tohoto vyvoje. Casovy rozsah, ktery lze vjuce matematiky vé-
novat, nam nedovoluje opakovat vSechny kroky a myslenkové postupy,
které k vytvareni jednotlivych pojmi vedly. Navic filozofické a teologické
konstrukce, které byly s jednotlivymi pojmy spjaté, jsou modernimu ¢lo-
véku Casto velmi vzdalené. Proto se nemtzeme divit, Ze zaci a studenti
maji problémy porozumét tomu, co je pfimka, bod ¢i nekonecno.

Piispévek byl vypracovan s podporou grantu GACR, 406/05/P561.
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