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HISTORIE

Leonhard Euler

Pavel Sisma, UMS PiF MU Brno

V tomto roce si pfipominame tiisté vyroci narozeni nejvyznamnéjsiho
matematika 18. stoleti a jednoho z nejtvorivéjsich ucencti lidské historie
Leonharda Eulera. S jeho jménem, vysledky a symbolikou, kterou po-
uzival ve svych pracich, se setkavame dodnes i ve skolské matematice.
Eulerova ptfimka, Eulerova metoda, Eulerovo ¢islo, Eulerova konstanta,
mnoho Eulerovych vét, vzorci a rovnic z rtznych oblasti matematiky
tvofi jen malou ¢ast z vice nez 80 matematickych pojmi nesoucich Eule-
rovo jméno, které ¢tenafr nalezne na strankach mathworld.wolfram.com
— jedné z nejrozsahlejsich encyklopedii matematickych pojma na Inter-
netu.

O Leonhardu Eulerovi, o jeho zivoté a dile, byly jiz popsany tisice
stran ruznych ¢lankt a specidlnich monografii. V nasem c¢lanku mu-
Zeme jen kratce popsat Eulerovy zZivotni osudy, velmi stru¢né pohovoiime
o jeho védeckém dile a v posledni ¢asti ukdzeme, jakym zptisobem Euler
nevédomky prispél ke vzniku moderni matematické discipliny — teorie
grafu.

Zivot Leonharda Eulera

Leonhard Euler se narodil 15. dubna 1707 ve $vy-
carské Basileji v rodiné pastora Paula Eulera. Jiz
v atlém détstvi se mu dostalo kvalitntho matema-
tického vzdélani od otce, ktery byl na univerzité
v Basileji zékem Jakoba Bernoulliho (1654-1705).1)
Jakob Bernoulli a jeho mladsi bratr Johann (1667
a7 1748) patfili k tém matematikiim, ktefi se jako
prvni seznamili s matematickymi pracemi I. New-
tona (1643-1727) a G. W. Leibnize (1646-1716) a
ktefi stali na pfelomu 17. a 18. stoleti u zrodu diferencidlniho a integral-
niho poctu.

1) O vsech matematicich, jejichz jména v nasi praci uvadime, nalezne ¢tenar snadno
podrobné informace na www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history.
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Pranim Paula Eulera bylo, aby se i jeho syn stal duchovnim, a proto
ho v roce 1720 vyslal na basilejskou univerzitu, kde mél nejprve ziskat
8irsi vzdélani, které by ho pripravilo k hlubsimu studiu teologie. Johann
Bernoulli, ktery se po smrti bratra stal profesorem matematiky na uni-
verzité, dobtfe poznal obrovsky talent svého nového zéka a doporucil mu
k samostatnému studiu prace tehdejsich nejvyznamnéjsich matematiki.
Pod jeho vedenim za t¥i roky Euler ukonéil magisterské studium filozofie
a zacal studovat teologii, Fe¢tinu a hebrejstinu. Brzy vsak tohoto studia
zanechal a se souhlasem otce se vénoval déle jen studiu matematiky. Ve
svych devatenécti letech publikoval Euler svoji prvni praci a se studii
o stavbé lodi usiloval v roce 1727 o Velkou cenu pafizské akademie. Jeho
prace se umistila na tfetim misté, coz svédcilo o jeho mimoradnych kva-
litich a schopnosti védecké prace (pozdéji zaslal jesté dalsich 14 praci
do této soutéze a zvitézil v letech 1738 a 1740). Eulerovi se vSak pro
jeho mladi nepodarilo ziskat misto profesora fyziky na basilejské univer-
zité, kdyz nebyl zafazen do losovani, kterym byl z vhodnych kandidatt
vybran novy profesor.

Bylo to mozn4 stésti, nebot tento netispéch brzy privedl Eulera k roz-
hodnuti odejit do jednoho z nejvyznamnéjsich stiedisek evropské védy.
Univerzity nebyly v 18. stoleti institucemi, které by vénovaly pozornost
védecké praci. Byly tu sice vyjimky v podobé dvou nejvyznamnéjsich
anglickych univerzit, ale v Basileji by byli Euler s Johannem Bernoul-
lim viceméné osamoceni. Pratelstvi se dvéma syny Johanna Bernoulliho,
Mikuldsem (1695-1726) a Danielem (1700-1782), pfivedlo Eulera do Pet-
rohradu, kde byla v prosinci roku 1725 slavnostné oteviena petrohradska
akademie véd. Na této akademii ziskali Mikulas a Daniel mista profesori,
a kdyz po osmi mésicich Mikulas zemftel, zajistil Daniel Eulerovi pozvani
do Petrohradu, které Euler prijal. Po téméf Sesti tydnech cesty dorazil
Euler 17. kvétna 1727 do mésta, ve kterém prozil ve dvou obdobich vice
nez 30 let svého zivota. Do Basileje se jiz nikdy nevratil.

Euler byl do Petrohradu ptivodné povolan na misto ucitele fyziologie,
ale jiz po pfijezdu se mohl vénovat pouze matematickym védam. V roce
1730 byl jmenovan profesorem fyziky a o t¥i roky pozdéji, poté, co se
Daniel Bernoulli vratil zpét do Basileje, profesorem matematiky. Euler
se s ostatnimi akademiky podilel na mnoha projektech, ve kterych bylo
tieba uplatnit matematické metody. Slo napiiklad o sestavovani map,
fadu technickych expertiz, feSeni problémil stavby lodi a navigace, ale
také psani ucebnic. 30. 1éta 18. stoleti jsou prvnim obdobim Eulerovy
usilovné prace, obdobim, kdy se v roce 1734 oZenil s Catherine Gsello-
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vou, se kterou mél t¥inact déti. Z nich se ale jen pét dozilo dospélosti.
(Po smrti své Zeny se v roce 1776 oZenil podruhé.) 30. léta jsou ale také
obdobim, kdy po usilovné praci na mapach Ruska Euler oslepl na pravé
oko.

Nejasnéa politicka situace koncem 30. let a postaveni petrohradské aka-
demie pfimélo Eulera, aby prijal nabidku pruského krale Friedricha II.
na misto ¢lena berlinské akademie. V Berliné Euler ptisobil 25 let v ob-
dobi 1741-1766. Presto i nadale udrzoval kontakt s Petrohradem, kde
zustal Cestnym c¢lenem akademie a publikoval stale v jejim cCasopise, za
coz dostaval do Berlina ¢ast svého ptivodniho platu. Zhruba polovina
jeho praci vychézela v Casopise berlinské akademie, ale zminéné cCaso-
pisy nestacily tempu jeho prace. V dobé berlinského ptsobeni napsal
Euler asi 380 ¢lankt a nékolik knih vénovanych jak cisté, tak aplikované
matematice. Kromé toho se podilel na fadé projektti obou akademii a
redigoval oba Casopisy. Kdyz po smrti prezidenta akademie P. Maupertia
(1698-1759) Friedrich II. nenabidl uvolnéné misto Eulerovi a misto toho
pozval v roce 1763 do Berlina J. d’Alemberta (1717-1783), Euler Berlin
opustil a vratil se roku 1766 navzdy do Petrohradu.

Brzy po navratu do Petrohradu Euler oslepl i na levé oko a nic na
tom nezmeénila ani operace v roce 1771, kterda mu vratila zrak jen na
nékolik dni. T¥ebaze byl nyni zcela odkézan pii psani na pomoc druhych
(svych synit i dalsich ¢lentt akademie), napsal Euler pfi svém druhém
petrohradském pobytu p¥iblizné polovinu vech svych praci.?)

Leonhard Euler zemfel v Petrohradé 18. zafi 1783 ve véku 76 let, pii-
znacné béhem rozhovoru o matematickych problémech. Jak konstatoval
v nekrologu predneseném clentim pafizské akademie M. J. Condorcet
(1743-1794), Euler ,pfestal pocitat a zit.“

Dilo Leonharda Eulera

Leonhard Euler je autorem 866 praci, z nichz za jeho zivota vyslo
vice nez 500. Euler pocital lehce, tak , jako ¢lovek dyché nebo orel 1éta“
(Frangois Arago), a jak sam fikéval, mnoho svych vyznamnych dél vy-
tvofil, kdyz mél v naruci nemluvné a u jeho nohou si hraly ostatni déti.
Ptitom v Eulerové ptipadé slo o dila rozsahla, takze ro¢né v priméru na-
psal kolem 800 stran. Zadny matematik historie, sou¢asnosti a pravdépo-

2) po jeho smrti pfiblizné dalsich 50 let petrohradska akademie publikovala jeho
dosud nevydané prace.
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dobné i budoucnosti se nemiize v tomto ohledu s Eulerem méFit.?) Kromé
toho Euler vedl velmi rozsahlou védeckou korespondenci, ktera obsahuje
mnoho matematickych vysledki a nékteré dopisy by bylo mozno jisté
povazovat za krat$si matematické prace. Diky této korespondenci znali
matematici Eulerovy vysledky d¥ive, nez vysly tiskem, nebot mnoho mys-
lenek a vysledkd Euler publikoval fadu let po jejich objeveni a mnohé
prace vysly po jeho smrti.

Zatimco u vétSiny matematikd pocet praci s vékem klesa, u Eulera
byla situace skoro obracena. Vzdyt v letech 1775-76, kdy mél jiz téméf
70 let, napsal minimalné 120 praci a béhem poslednich deseti let svého Zi-
vota vytvoril pfes tfetinu svych praci. Jisté, nebyly to jiz mnohasetstran-
kové monografie berlinského obdobi, ale i tak je Eulerova produktivita
prace v pozdnim véku neuvéritelna.

Euler pfispél svymi vysledky ke vSem odvétvim matematiky, ktera
existovala v jeho dobé. Jeho prace je mozno rozdélit do nasledujicich
oblasti: matematika, fyzika, astronomie, mechanika a popularni prace
(ucebnice nizgich skol ¢i zndmé Dopisy némecké princezné z let 1768 az
1772). Matematické prace jsou vénovany teorii ¢isel, teorii algebraickych
rovnic, kombinatorice a pravdépodobnosti, diferencidlnimu a integral-
nimu poctu, nekone¢nym fadam, eliptickym integraltim, diferencialnim
rovnicim, varia¢nimu poctu a geometrii. Nespocet dtlezitych matema-
tickych vysledkt ovsem obsahuji i jeho prace aplika¢ni. Euler se zabyval
mimo jiné akustikou a optikou, mechanikou pevnych i pruznych téles,
hydromechanikou, teorii stroji a stavbou lodi.

Fundamentalnim dilem z prvniho petrohradského obdobi je jeho dvou-
svazkovd Mechanika vydand v roce 1736 (prvni svazek Euler dokonéil
v roce 1734, kdy mu bylo pouhych 27 let), ktera pfedstavovala ohromny
pokrok v tom, ze jeji vyklad byl na rozdil od Newtona zalozen syste-
maticky na infinitezimalnim poctu a ne na syntetickych geometrickyjch
dikazech. V jiné rozsahlé ucebnici z roku 1765 Euler studoval mechaniku
pevnych téles. V astronomii zkoumal pohyby vesmirnych téles. V roce
1744 vysla jeho kniha Teorie pohybu planet a komet, poté Euler vénoval
velkou pozornost pohybu Mésice. K tomuto tématu vydal dvé monografie
v letech 1753 a 1772. Teoreticky tak pomohl fesit v té dobé mimotradné
obtizny problém urcovani zemépisné délky.

3) Vice nez 900 praci s rozsahem ovsem podstatné mensim publikoval Arthur Cayley
(1821-1895). Pod vice nez 1500 pracemi je podepsén legendarni madarsky mate-
matik P4l Erd8s (1913-1996), ktery ovSem publikoval se spoluautory a mnohdy
k préci pfispél jen nékolika myslenkami.
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Euler se zabyval rovnéz geofyzikou nebo kartografii. Jen obtizné
bychom hledali oblasti exaktnich véd, kterym by nevénoval alesponn ma-
lou pozornost. Vzdyt v dobé, kdy se pripravoval prevzit misto uditele
fyziologie v Petrohradé, zabyval se i pfirodnimi védami a medicinou.
tematické vysledky. Vétsinu svych praci publikoval latinsky a ptres 800
z nich je dostupnych zadjemctim na Internetu na strankach FEuler Ar-
chiv (www.math.dartmouth.edu/ euler). Jeho zptisob matematického
zapisu byl (na rozdil od matematickych praci 16. a 17. stoleti) jiz v mno-
hém velmi podobny nasemu. Za fadu symbolil a pojm1, které dnes bézné
pouzivame ve Skolnich ucebnicich, vdécime Eulerovi. Euler fadu ozna-
Ceni ¢i termind sam navrhl nebo se staly béznymi zasluhou jeho ucebnic.
Kolem roku 1727 poprvé pouzil oznaceni e pro zéklad prirozenych loga-
ritmd, diky Eulerovi se definitivné prosadilo pouziti feckého pismena &t
pro pomér mezi obvodem a primeérem kruhu. Euler jako prvni uzil sym-
bol i pro v/—1 (1777). Vsechny tyto symboly nachézime ve slavném
vztahu

e +1=0

vvvvv

o oznaceni vyznamnych konstant, ale také tfeba za symboly f(x) (1734)
nebo Y (1755) vdécime Eulerovi.

Jak jiz vime, byl Euler zdkem Johanna Bernoulliho, jednoho z prvni
generace tvirci infinitezimalniho poc¢tu objeveného Newtonem a Leib-
nizem. Byla to Eulerova dila Introductio in analysin infinitorum (1748),
Institutiones calculi differentialis (1755) a Institutiones calculi integralis
(1768-1770), kterd se stala zdkladnimi uéebnicemi a podnitila jeji dalsi
rozvoj ve druhé poloviné 18. stoleti. Euler jako prvni budoval infinitezi-
malni pocet na zakladé pojmu funkce a ne na pojmu k¥ivka. Podle Eulera
,funkce proménné veli¢iny je analyticky vyraz, ktery lze néjakym zptiso-
bem sestavit z proménné veli¢iny, ¢isel a konstantnich veli¢in“. Funkce
studoval pomoci nekone¢nych fad a soucinti. Ttebaze pii tom dtisledné
nezkoumal konvergenci téchto limitnich procesii a dopustil se nékterych
chyb a nespravnych zavéru, vétsinu jeho vysledki pouzivame dodnes.
Vztah

e = cosx +isinx,

ktery nachézime v Introductiu, umoznil Eulerovi studovat i funkce
v komplexnim oboru a vyuzivat je napiiklad v kartografii. Introductio
ovSem obsahuje i pasaze vénované feSeni rovnic, trigonometrii a jeho
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druhd ¢ast je vénovana problémtm analytické geometrie. Eulerova uceb-
nice nebyla prvni, ktera se analytickou geometrii zabyvala, nicméné Eu-
lerovo pojeti bylo nové a v mnohém se stalo vzorem pozdéjsim ucebnicim
analytické geometrie.

Eulerovy ucebnice diferencidlniho a zejména integralniho poctu rovnéz
velmi vyrazné prekonavaly vSe, co bylo dosud o infinitezimalnim poctu
napsano. Leckterého dnesniho studenta zakladd integralniho poctu by
jisté prekvapilo, ze jiz Euler v pfipadé neurcitych integrald znal vSechny
metody a vysledky, které jsou dnes prednaseny v prvnim ro¢niku vysoké
Skoly. Podobné je tomu v pfipadé uvodnich kurzt diferencialnich rovnic,
které jsou rovnéz obsazeny v Eulerové ,Integralnim poctu“. Eulerovu
klasifikaci rovnic na linearni, exaktni nebo homogenni uzivame dodnes.

Neméné vyznamnou oblasti Eulerova zajmu byla teorie cisel. Eu-
ler jako prvni dokazal mnoho vysledku, které bez dukazu (tedy pouze
jako hypotézy) zformulovali jeho pfedchtidci, zejména Pierre de Fermat
(1601-1665). Fermat formuloval fadu hypotéz a tvrzeni, kterd ovéem ne-
dokazal. Své vysledky z teorie ¢isel Euler publikoval pfiblizné ve stovce
praci. Aplikoval v nich nejen do té doby klasické dtikazové prostiedky, ale
soucasné vyuzil fady metod aritmetiky, algebry a matematické analyzy.

Z jeho vysledki v teorii ¢isel mizeme zminit dikaz, ze Fermatova
hypotéza, podle které jsou viechna &isla tvaru 22" +1 (n = 1,2,3,...)
prvocisla, neni pravdiva. Euler v roce 1732 zjistil a ve své prvni praci
vénované teorii ¢isel (1738) ukazal, Ze &slo 22° + 1 = 4294967297 je
délitelné cislem 641. O nékolik let pozdéji Euler naopak potvrdil jiné
Fermatovo tvrzeni, ze kazdé prvocislo tvaru 4n + 1 je mozno rozlozit
na soucet dvou druhych mocnin pfirozenych ¢isel, a to pravé jednim
zpusobem. Euler se rovnéz zabyval dnes jisté nejznaméjsim Fermatovym
tvrzenim, ze neexistuji celd kladna ¢isla x, y a z a prirozené ¢islo n > 2,
pro ktera je splnéna rovnost z™ + y™ = 2™. Euler dokazal toto tvrzeni
nejprve pro n = 4 a pozdé&ji pro obtiznéjsi pripad n = 3.

Velkou slavu Eulerovi v obdobi prvniho petrohradského pobytu pii-
neslo feSeni problému, ktery je nékdy nazyvan ,basilejsky“, protoze
o jeho Feseni se netuspésné pokouseli bratfi Bernoulliové i Johanntuv syn
Daniel. Slo o urceni sou¢tu konvergentni fady

o0
Z :
5"
n
n=1
2

Euler v roce 1735 ukézal, Ze soucet této fady je roven 7. O dva roky
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pozdéji ukazal pozoruhodnou souvislost tohoto problému s teorii Cisel,
kdyz dokazal, ze plati

i RN § -

n=1 n’ P (1 o PLS)
kde v soucinu na pravé strané p postupné probihé vSechna prvocisla.

Nakonec uvedme jesté dva znamé vysledky, kterych Euler doséahl v ele-
mentarni matematice. V roce 1765 analytickymi prostfedky odvodil tvr-
zeni, ze v kazdém nerovnostranném trojthelniku lezi prisecik vysek V,
7isté déli spojnici pruseciku vysek a stfedu kruznice opsané v poméru
2 : 1. Primka, na které uvedené body lezi, dnes nese Eulerovo jméno.
Podobné je tomu v pfipadé znamé véty urcujici vztah mezi poctem vr-
choli V', hran H a stén S konvexnich mnohosténti, jejiz vyznam v dnesni
dobé vyrazné presahuje ramec elementarni geometrie. Euler v roce 1750
dokézal, Ze pro konvexni mnohostény plati vztah V+.S5 = H+2. V tomto
pripadé se ovSem jedné o jeden z Castych pripadil, kdy matematické véta
nenese jméno svého objevitele. Vztah totiz znal kolem roku 1620 R. De-
scartes (1596-1650), ale nikdy ho v této podobé& nepublikoval.

Eulerovo dilo vzdy bylo zdrojem obdivu pro kazdého, kdo se ho po-
kusil studovat. Velci matematici 18. a 19. stoleti zddraznovali vyznam
studia Eulerovych praci. P. S. Laplace (1749-1827) fikal mladym mate-
matiktim: ,,Ctéte Eulera, je ucitelem nas vSech.“ C. Gauss (1777-1855)
pak o jeho dile prohlasil: ,,Studium Eulerova dila zistane nejlepsi skolou
pro nejruznéjsi oblasti matematiky a nemize je nic nahradit.

Spise uz jen pro doplnéni uvedme i Eulertiv zdjem o badani na poli
fyziky, nebot ¢asto od ni se dostal pravé k matematice. Vybudoval napf.
mechaniku tuhého télesa, prispél k mechanice pruzného télesa a upfesnil
dilezité otazky balistiky v odporujicim prostfedi.

Problém kénigsberskych mostu

Ve mésté Konigsbergu v nékdejsim Vychodnim Prusku (dnesni Ka-
liningrad v Rusku) jsou v centru mésta na fece Pregel (Pregolja) dva
ostrovy, které v 18. stoleti spojovalo s obéma biehy sedm mostd. Pro-
blém konigsberskych mosti® spocival v nalezeni cesty, kterd by spojo-

1) Mestu Konigsberg se v minulosti v &eskych zemich fikalo Kralovec (u zrodu mésta
stél Cesky kral Premysl Otakar IL.), a v Ceské literatufe proto Casto nachizime
nazev problém mostu mésta Krdlovce.
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vala v8echny ¢asti mésta, zacinala a koncila ve stejné ¢asti a pfi které by
kazdy most byl pouzit pravé jednou.

Tento problém se objevil jiz v 17. stoleti a neni uplné jasné, jakym
zpusobem se s nim Euler seznamil. Zda se, zZe se na néj s timto problémem
obrétil jeho ptitel Carl Ehler, v té dobé starosta mésta Danzig (dnesni
Gdatisk). Reseni problému mostii piedlozil Euler 26. srpna 1735 na za-
sedani petrohradské akademie a informoval o ném podrobné v dubnu
nasledujiciho roku Ehlera. Euler v dopise, ktery se dochoval do dnesnich
dni, napsal, Ze tento kol nemé mnoho spoleéného s matematikou, ale
ze bude rad, kdyz dostane néjaké podobné. Euler se podivil nad tim, ze
se lidé domnivaji, Ze pravé matematik by mél tento kol vyTtesit.

Obr. 1: Problém konigsberskych mosti

Trebaze Euler nepovazoval problém za matematicky, rozhodl se svoje
feseni publikovat v ¢asopisu petrohradské akademie pro rok 1736. Cla-
nek Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis ovsem vysel az
v roce 1741. Za pozornost jisté stoji, ze o Eulerové praci se zminuje
v 15. dile francouzské encyklopedie Eulertv rival d’Alembert. Je tedy
ziejmé, Ze problém konigsberskych mosti byl ve své dobé opravdu po-
pularni a Eulerovo feseni znamé. V roce 1851 byla Eulerova prace poprvé
pielozena do francouzstiny E. Coupym, ktery Eulertiv postup ilustroval
na FeSeni problémt mosti pfes feku Seinu v Pafizi. Druhy francouzsky
pieklad piipravil v roce 1883 E. Lucas.

Problém je populérni dodnes a setkavame se s nim jak v fadé publikaci
vénovanych rekrea¢ni matematice, kam by ho Euler sam zcela jisté zafa-
dil, tak v knihach vénovanych teorii graf. Eulerova prace je totiz mnoha
autory povazovana za prvni praci této moderni matematické discipliny,
jejiz skutecény zrod datujeme az do prvni poloviny 20. stoleti.

Jak jiz nazev price ReSeni problému tykajiciho se geometrie polohy
napovida, Euler prece jen vidél souvislost problému s geometrii. Ovsem
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geometrii zcela odliSnou od té, ktera byla studovana do té doby (pomi-
neme skutecnost, Ze geometrii byla tehdy nazyvina celd matematika).
V Gvodu préace rozdélené na 21 ¢islovanych odstaved napsal: Vedle té
casti geometrie, kterd se zabyvd velikostmi a které byla vZdy vénovdna
nejuetsi pozornost, existuje jesté dalst ¢dst, drive témer nezndmd, o které
se pruni zminil Leibniz a nazval ji geometrie polohy. Tato ¢dst se zabyvd
pouze urcenim polohy a jejimi vlastnostmi; meobsahuje Zadné veliciny,
ani pocitani s nimi.

Euler oznadil ¢tyfi ¢asti mésta Konigsbergu velkymi pismeny A, B, C'
a D a mosty malymi pismeny a, b, ¢, d, e, f a g (obr. 1). Pfevedl problém
prechdzeni most na nalezeni posloupnosti 8 pismen (A, B, C a D)
takové, ze neusporadané dvojice AB, AC' se v ni objevi dvakrat, zatimco
dvojice AD, BD a CD pravé jednou. Pismena predstavuji jednotlivé
¢asti mésta a dvojicim odpovidaji mosty pres reku Pregel. Euler ukazal,
ze takova posloupnost nemuze existovat, a proto neexistuje ani feSeni
problému konigsberskych mosti. Eulertv dikaz je jednoduchy: ProtoZe
existuje 5 mostu, které konci v édsti A, pak posloupnost pismen must
obsahovat pismeno A trikrdt. Podobné 3 mosty vedouci do édsti B, C
a D znamenaji, Ze tato pismena budou v posloupnosti dvakrdt. To ovsem
neni mozné, protoZe posloupnost md jen 8 pismen (obr. 2).

r36 SOLVTIO PROBLEM ATIS
Numers pontium 47, habemr- esgo 8
Pontes -~ 1.
A, 5 ]
B, 3 1 2
C, 3 2
D, s \ 2

Quia_ergo plus prodiit_quam 8, lwtnstmodi _tr-mﬁtm
nequaquam fieri poteft.

Obr. 2: Ukazka z Eulerovy prace
V dalsi ¢asti prace Euler vytesil podobnym zpiisobem problém obecné.
Jak sdm uvedl, bylo by vzdy v podobnych jednoduchych situacich mozné
ukol vyftesit tak, ze vysetfime vSechny mozné cesty. Pro komplikovanéjsi
pripady by ovSem tato moznost byla obtizné proveditelna.
Pro snazsi vyjadfovani si na tomto misté prevedeme tilohu do dnes-
niho jazyka teorie grafii.’) Problém spo¢iva v nalezeni eulerovského tahu

%) Graf G = (U, H) je tvofen mnozinou uzlt U, které zndzoriujeme jako krouzky, a
mnozinou hran H, které znazornujeme jako C¢ary spojujici dvojice uzli. Stupném
uzlu pak rozumime pocet hran, které z uzlu vychézeji.
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v grafu,®) jehoz uzly predstavuji jednotlivé &asti mésta Konigsbergu
a hrany odpovidaji sedmi mostim pres feku Pregel. Ve vétsiné dnesnich
zdkladnich uéebnic teorie grafi tento graf nalezneme (obr. 3). Nékdy
i s chybnou poznamkou, ze takto situaci graficky zachytil jiz Euler. Ve
skutecnosti se souvislost mezi problémem konigsberskych mostt a timto
grafem objevila az ve velmi zndmé knize W. W. Rouse Balla (1850-1925)
vénované rekrea¢nim matematickym problémum.

C

A D

B
Obr. 3: Graf k problému konigsberskych mosti

Prvni véta teorie grafi, kterd byla v FEulerové praci dokazana,
zni v dne$ni terminologii takto: Necht G = (U, H) je konecny graf,

U ={uy,us,...,u,} je mnoZina jeho uzli a necht mnozina jeho hran H
md h prvki. Stuper uzlu u; (i=1,...,n) oznaéme st(u;). Pak plati
n
Z st(u;) = 2h.
i=1

Své dalsi tivahy shrnul Euler do nésledujicich pravidel (jsou opét vyja-
dfena dne$nim jazykem), kterd umoziiuji v podobnych problémech roz-
hodnout, zda v souvislém grafu hledany tah existuje:”)

1. Jsou-li v grafu vice neZ dva uzly lichého stupné, pak eulerovsky tah
neexistuje.

2. Jsou-li v grafu prave dva uzly lichého stupné, pak existuje otevieny
eulerovsky tah zacinagict v jednom z téchto uzli a koncici v druhém.

3. JestliZe jsou v grafu vsechny uzly sudého stupné, pak existuje uzavieny
eulerovsky tah.

6

=

Sled v grafu je posloupnost uzli a hran ughjuihs ... hnpun, kde hrana h; spojuje
uzly u;—1,u;. Tahem v grafu pak rozumime sled, ve kterém se neopakuji hrany.
Vsechny tahy rozdélujeme na uzaviené a oteviené podle toho, zda zac¢inaji a konc¢i
ve stejném uzlu, nebo ne. Eulerovsky tah je takovy tah, ktery obsahuje vSechny
hrany grafu.

Souvislym grafem rozumime graf, ve kterém pro libovolnou dvojici uzli existuje
sled zacinajici v jednom a konéici ve druhém uzlu.

7

—
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Euler dobte védél, ze jakykoliv graf mtze obsahovat jen sudy pocet
uzla lichého stupné. Souvisly graf, ktery obsahuje pouze uzly sudého
stupné, dnes nazyvame eulerovsky graf.

Euler dokéazal jen prvni dvé pravidla, tfebaze mu byl pozdéji Casto
dikaz tietiho tvrzeni ptipisovan. Zda se, ze Euler povazoval tento dikaz
za zcela elementarni, jak plyne z posledniho odstavce jeho prace. Zde
ukazal zpusob, jakym nalezneme eulerovsky tah v ptripadé, kdy existuje.
Dikaz tretiho Eulerova pravidla podal tésné pired svou smrti mlady né-
mecky matematik C. Hierholzer (1840-1871). Nejprve ukézal, ze pokud
graf obsahuje eulerovsky tah, pak pii kazdém prichodu libovolnym uz-
lem vyuzivame dvé rdzné hrany, které z néj vychézeji. VSechny uzly
grafu tedy maji sudy stupen. Bylo tfeba dokazat jesté obracené tvrzeni.
Hierholzertv dikaz spociva v odvozeni nasledujiciho algoritmu, ktery
umoznuje najit eulerovsky tah v eulerovském grafu: Najdeme libovolny
tah, ktery zacind a konci ve stejném uzlu, a odstranime hrany, které jsme
timto tahem prosli. Pak zbyjvagici graf obsahuje bud pouze izolované uzly
(v tom piipadé jsme jiz nasli eulerovsky tah), nebo existuji uzly, ktergmi
jsme jiz prosli a které maji i nyni sudy stupen. Vyberme néktery z nich
a vytvorme libovolny uzavieny tah, ktery v daném uzlu zacind a konci.
ViozZime-li jej do pivodniho tahu, tento zvétsime a timto zpusobem mii-
zZeme pokracovat tak dlouho, dokud nenalezneme vysledny eulerovsky tah.

Hierholzer s velkou pravdépodobnosti Eulerovu praci neznal. Problém
mosti nezminil a zabyval se ekvivalentnim problémem, ktery vsSichni
dobfe zname — ,nakreslit obrazek jednim tahem“. Hierholzer v této
souvislosti citoval praci z roku 1847, ve které se autor J. B. Listing
(1808-1882) mimo jiné zabyval i itkolem nakreslit obrazky slozené z uzla
a Car jednim tahem. Listing zjistil (ale nedokazal), Ze pokud obrazek ob-
sahuje 2p (p > 0) uzlt lichého stupné, pak k jeho nakresleni je zapotiebi
minimalné p otevienych tahd. V konkrétnim piipadé vyslovil toto tvr-
zeni jiz Thomas Clausen (1801-1885), kdyZ v roce 1844 ukézal, Ze obr. 4
nelze nakreslit méné jak 4 souvislymi tahy.

Obr. 4: Clausentuv graf
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Zajimava interpretace problému se objevila v roce 1849 v praci, ve
které O. Terquem (1782-1862) tlohu vyjadiil v terminech hry domino.
Ukolem je polozit kostky domina tak, aby vytvorily uzavienou , kiivku*.
Cislim 0 az 6 piifadil uzly a jednotlivym kostkdm hrany tohoto grafu.
Existence kostek se dvéma stejnymi ¢isly, kterym odpovidaji smycky
grafu,® na problému nic neméni. Graf ma viechny uzly stupné osm, je
tedy eulerovsky a tloha ma FeSeni.

Problém konigsberskych mostt se stal soucasti vétSiny knih rekre-
aéni matematiky, ale také teorie grafii. Uvedme, Ze kdyz byl v roce 1875
v Konigsbergu postaven dalsi most (spojujici ¢dsti B a C), tak L. Saal-
schiitz upozornil na to, Ze tloha ma uz 48 feSeni zacinajicich v ¢asti A a
koncicich v ¢asti D.
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Listy z kalendara

Dusan Jedindk, Trnavska univerzita v Trnave

Janos Bolyai — (15. 12. 1802 — 27. 1. 1860)

Po tspesnom $tidiu na gymnéziu neSiel pre ne-
dostatok prostriedkov Studovat na univerzitu. Ab-
solvoval vojenski inziniersku akadémiu vo Viedni
(1818-1823). Viac ako p#t rokov spractuval vy-
sledky svojich geometrickych predstav. Uz pred
rokom 1823 zanechal pokusy o dokaz piatej Eu-
klidovej axiémy, uvedomil si jej nezavislost a za-
¢al budovat geometriu bez nej. V roku 1832 vysla
kniha jeho otca Farkasa s 23 strankovym Janoso-
vym dodatkorn vykladajicim absolatne pravdivi vedu o priestore. Svet

8) Smyckou rozumime hranu, ktera vychazi i konci ve stejném uzlu, takze se do stupné
uzlu zapocitava dvakrat.
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