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MATEMATIKA

Ekonomické aplikace nekonecné geometrické rady

Pavel Prazik, FIM UHK, Hradec Krdlove

1. Uvod

I kdyz je v soucasnych stfedoskolskych ucebnicich aplikacim matema-
tiky v ekonomii jisty prostor vénovén, srv. [3], [4], [5], student stfedni
skoly m& mnohem vétsi moznost sezndmit se s pouzitim matematiky
ve fyzice, pripadné technice. To je duvod, pro¢ bychom radi v tomto
¢lanku upozornili na dalsi zajimavé ekonomické aplikace stfedoskolské
matematiky, se kterymi se zajemci o ekonomii dfive ¢i pozdéji seznami.

2. Pouzité pojmy

V tvahéach budeme potiebovat poznatky o geometrickych posloup-
nostech a poznatky o limitdch posloupnosti. Nékteré zde stru¢né pti-
pomeneme (podrobnéji viz napf. [3]): Pro soudet s, prvnich n ¢lend
geometrické posloupnosti s kvocientem ¢ # 1 a prvnim ¢lenem ay plati
vztah

(1)

Déle budeme potfebovat tvrzeni, ze geometrickd posloupnost (¢™) ,,
pro jejiz kvocient g plati |¢| < 1, je konvergentni a

lim ¢" = 0. (2)

n—00

3. Motivace — multiplika¢ni efekt vladnich vydaju

Uvazujme*) tuto praktickou situaci: V1dda uvolnila dodateénych
100 miliéntt Ké na obnovu silnic. Firmy, které tuto ¢astku inkasuji, roz-
déli penize svym akcionaitum a zaméstnanctim. Jednotlivci, ktefi se stali
prijemci penéz, z nich jistou ¢ast uspori, dalsi ¢ast pouziji na zaplaceni

*) Uvahy plati v ramci tzv. neo-keynesianské makroekonomie, ktera pozaduje spl-
néni jistych predpokladi, napt. dostatek nabidky nebo pevné mzdy a ceny. Tyto
podrobnéjsi informace vSak v nasem textu nebudeme blize specifikovat.
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dani, je také mozné, ze urcitou ¢ast pouziji na koupi nemovitosti, ale
lze ocekavat, ze ¢ast tohoto duchodu utrati za spotfebni zbozi a sluzby.
Uvazujme, Ze na spotiebu je vénovano 60 % ze ziskanych penéz, tj. 60 mi-
lioni K¢. Firmy, které spotfebni zbozi vyrobily a prodaly, rozdéli tuto
¢astku svym zameéstnanciim a akciondfim, takze vznikne dalsi prirtstek
dtchodil ve vysi 60 miliontt Ké&. Jejich pfijemci z nich opét 60 % pouZiji
na spotfebu, takze se vytvori dalsi dichody ve vysi 36 milioni K¢. Takto
lze uvazovat déle a vznika otazka, jaky je celkovy prirtistek dichodi, po-
kud se dany proces odehrava do nekonecna.

Chceme-li odpovédét na poloZenou otézku, bude tieba nalézt soucet
v8ech ¢lent posloupnosti (a,)%2; jednotlivych piiristki:

a1 = 100 miliona K¢
as = 60 miliond K¢
as 36 miliond K¢

To je geometricka posloupnost s kvocientem ¢ = 0,6, ktery se v ekono-
mii nazyva sklon ke spotrebe. Dosud vsak umime secist pouze konec¢ny
pocet Cisel, ale dana posloupnost ma nekoneény pocet Clentl. Zkusime
vznikly problém vyftesit tak, ze nejdiive sestrojime posloupnost ¢astec-
nych souctt (s,)22,, kterd bude vyjadfovat kumulovany ué¢inek uvazo-
vaného jevu:

s1 =a; = 100 milionu K¢
So = a1 + as = 160 miliona K¢
$3 = a1 + as + ag = 196 miliontd K¢

Pro n-ty ¢len této posloupnosti plati

Sp=a1+az+az+- - +ap =
1—-c" 3)
1—c¢’

kde jsme vyuzili vztah (1) pro soucet prvnich n ¢lenti geometrické po-
sloupnosti. Zd4 se pfirozené, ze odpovédi na poloZenou otazku, tj. jaky
je celkovy kumulovany ac¢inek popisovaného jevu, by za predpokladu, Ze
posloupnost (s,,)22; je konvergentni, méla byt hodnota s limity lim s,
pron — oo. Protoze ¢ = 0,6 < 1, mizeme pii vypoctu této limity pouzit
vysledku (2) a psét:

=a+ac+aid+--F+a ™t =a

1-c" aq
= 1 = i = . 4
s= lim s, = lim a——- = -—— (4)
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Pro dané hodnoty konkrétné ziskame

100
1-06

= 250

a provedené ivahy muzeme uzaviit takto: pocatecni vladni vydaj ve vysi
100 milion K¢ umoznil vytvofit celkem 250 miliont K¢, které navysi

doméci produkt. Koeficient
1

1—-c¢
se v ekonomii nazyva jednoduchy multiplikdtor vliadnich vydagju.

Na zakladé uvedenych tvah lze obecné popsat tento jev: Vladni vydaje
zvysuji dichody lidi. Ti tak mohou zvétsit svoji spotfebu. To vyvola
dalsi zvyseni diichodti. Piijemci téchto diichod mohou také zvétsit svoji
spotiebu, coz znovu vyvola zvySeni dichodt. Lze predpokladat, ze se
popsany proces stile opakuje, takze prirtistek vladnich vydajt prispéje
nékolikanasobné k prirtustku doméaciho produktu. Tento jev se v ekonomii
nazyva multiplikacni efekt vlddnich vydaji.

4. Nekonec¢na geometricka rada.

Pfipomenme nyni nékteré pojmy, které nam pomohou problém studia
souc¢tu nekone¢né mnoha ¢éisel formulovat presnéji (podrobngji viz [3]):
Necht (a,)52 je posloupnost redlnych ¢éisel. Symbol

oo
a1—|—a2+a3—|—...=Zan (5)
n=1

nazyvame 7adou prislusnou dané posloupnosti. Je-li navic posloupnost
(8n)224, kde s, = a1 + a2 + -+ + a,, konvergentni a ma-li kone¢nou
limitu s, fikdme, Ze fada (5) je konvergentni, md soucet s a piSeme

oo
E a, = S.
n=1

Je-li posloupnost (s,,)52; divergentni, pak také ikame, ze fada (5) je
divergentni. Stejnym zptisobem, jakym jsme ziskali vztahy (3) a (4), lze
dokazat nasledujici obecné tvrzeni.
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Véta 1. [O konvergenci geometrické fady] Nekoneénd geometrickd fada,
pro kterou ay; # 0, je konvergentni, pravé kdyz pro jeji kvocient q plati
lg| < 1. V tomto pFipadé je jeji soucet

(6)

5. Soucasni hodnota

5.1. Soucasnd hodnota budoucich plateb
Pripomenme nejdiive pojmy popisujici slozené troceni: Dnesni inves-
tice X K& pii ro¢ni drokové mire r € (0,1) a ro¢nim arokovacim obdobi
bude na konci roku pfedstavovat hodnotu V' = X (1 +r) Ké. To je ekvi-
valentni tvrzeni, ze castka V' K¢ vyplacend na konci prvniho roku ma
dnes hodnotu
v

1+r
Tato hodnota X se nazyva soucasna hodnota ¢astky V' na konci prvniho
roku. Stejnou tivahu lze provést i pro dalsi obdobi: Dnesni investice Y K¢é
pfi ro¢ni trokové mite r a ro¢nim trokovacim obdobi bude predstavovat
hodnotu V = Y (1+7)? na konci druhého roku. To znamend, Ze sou¢asnd
hodnota ¢astky V' splatné na konci druhého roku je

X =

vV
(147r)%

Pokud bychom v tomto duchu pokracovali dale, mtizeme fici, ze sou-
éasnd hodnota™) PV; pevné dané ¢astky V', kterd bude vyplacena na
konci t-tého roku od soucasnosti, bude pfi ro¢ni irokové mite r a ro¢nim
urokovacim obdobi dana vztahem

|4

PV, = —.
i (1+7)

(7)

Posloupnost (PV;)$2; je geometricka s kvocientem (1+7)~!, a protoze
(1+7)~1 < 1, je to posloupnost klesajici. Jinymi slovy sou¢asna hodnota
¢astky vyplacené v pozdéjsim ¢asovém obdobi mé dnes mensi hodnotu.

*) Anglicky nézev present value je duvodem k ustalenému oznaceni PV. Tuto dvojici
pismen je v této souvislosti tfeba chépat jako jeden nedélitelny symbol. I kdyz lze
proti takovému zpusobu oznaceni vznést namitky, v ekonomii neni ojedinélé.
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To je samoziejmé, nebot ¢im pozdé&ji v budoucnosti obdrzime pevnou
castku V, tim méné je dnes tfeba investovat, abychom v této vzdalenéjsi
budoucnosti danou ¢astku obdrzeli. To je divod, pro¢ ekonomové hovori
o zmensenych — diskontovangjch budoucich pi¥ijmech a hodnota (14 7)1
se nazyva diskontni mira. Podle vztahu (2) je

tlim PV, =0,

coz lze interpretovat tak, ze souc¢asna hodnota libovolné pevné ¢astky (at
je jakkoliv vysokd), kterd bude vyplacena v nekoneéné vzdaleném roce,
je nulova.

5.2. Soucasnd hodnota vééného dichodu

Diichod je posloupnost plateb, které jsou v pribéhu urcéitého obdobi
periodicky vyplaceny piijemci. Délka casové periody vyplat je pfitom
konstantni. Je-li dichod vyplacen neomezenou dobu pomoci stejnych
castek, mluvime o vééném duchodu, neboli perpetuite. Prikladem tako-
vych plateb jsou napf. nadace s kazdorocné opakovanou vyplatou na-
dacni ceny.

Oznac¢me K hodnotu konstantni platby v kazdé ¢asové periodé. Pri-
pomenme déle piiklad 5.1, kde jsme odvodili vztah (7) pro soufasnou
hodnotu obnosu K vyplaceného na konci ¢-té ¢asové periody. Soucasna
hodnota vé¢ného dichodu je

1 1

PV = K K
thr gt

kde r € (0,1) je Grokova mira. To je geometrickd fada s prvnim ¢lenem
a; = K- (1+7)~! akvocientem g = (1+7)~! < 1. Podle véty 1 mfizeme
tuto fadu seéist a pouzijeme-li (6), ziskdme
PV =K 1 . L = 5
T+r 1y
1+7r

6. Tvorba penéz v bankach

Domacnosti i firmy si své penize ukladaji do bank. Ty maji od cen-
tralni banky pfedepsdnu povinnou minimélni miru rezerv.*) V nasSich

*) Ceska narodni banka pozaduje 2 %, viz www.cnb.cz.
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pocetnich ivahach budeme pro jednoduchost predpokladat napf. hod-
notu 10 %. To znamen4, Ze ze vSech vkladi musi mit banky k dispozici
ve formé hotovosti rezervu 10 %; tato hotovost je vétsinou uloZena u cen-
tralni banky. Zbytek mohou volné piijcovat a z téchto pujcek ziskavat
uroky. Banky pijcené penize ze zddného uctu svych klienttt neodepi-
suji, a tak vzdy, kdyz banka nékomu puj¢i penize, vznikaji nové penize.
Podrobny popis tohoto procesu lze nalézt napt. v [2] nebo v [1], zde uve-
deme velmi zjednodusené uvahy: Pujci-li banka svému klientovi penize,
klient je utrati a subjekt, ktery od nich penize dostal jako trzbu, si je
ulozi opét u banky. Tyto nové penize nova banka opét pujéi dal, resp.
pouze ¢ast z nich, nap¥. 90 %, pokud centralni banka pozaduje 10 %
povinnych rezerv.

Uvedme radéji konkrétni piiklad: Pokud do banky vlozime ¢astku
a1 = 1000 K¢, banka si 100 K¢ ulozi jako povinnou rezervu a zbytek, tj.
900 K¢, se snazi nékomu ptijéit, aby mohla pobirat z ptjcky trok. Klient,
ktery si pij¢i téchto 900 K¢, je utrati, a subjekt, ktery tuto castku ob-
drzi, ji vlozi do dalsi banky. Dalsi banka tedy prijme vklad a; = 900 K¢,
povinné ulozi 90 K¢ a pujc¢i 810 K¢é. Dalsi banka prijme od néjakého
klienta a3 = 810 K¢, povinné ulozi 81 K¢ a puajci 729 Ké. Proces takto
pokracuje a vznikaji dalsi a dalsi penize na ucétech bank. Otéazkou je,
kolik penéz se touto formou miize vytvorit. Posloupnost (a,)3°; je geo-
metrickd s prvnim ¢lenem a; = 1000 a kvocientem g = 0,9. Otazku lze
tedy formulovat tak, jaky je soucet geometrické fady a; + as +asz + - -.
Podle vztahu (6) to je

a 1000
= = :1
S=1-7 =103 0000,

takZe popsanym procesem miize vzniknout 10 000 K¢. Koeficient (1—¢)~!
nazyvaji ekonomové jednoduchym penéznim multiplikdtorem a zjedno-
dusené popsanému prosesu se Iika multiplikovand expanze depozit.

Je dobré poznamenat, ze pfesné mnozstvi novych penéz, které uvede-
nym zpusobem z urcitého vkladu vzniknou, zavisi vedle miry povinnych
rezerv také na fadé dalSich faktort, napt. zda dokaze banka vSechny pe-
nize, které maze pujcit, skutecné nékomu poskytnout jako avér, nebo na
tom, kolik penéz se do bank vrati jako vklady a kolik z nich se stane
obézivem. Vznika tedy otazka, jaka je ii¢innost multiplika¢niho efektu a
otvird se cesta k podrobnéjsimu studiu, viz nap¥. [2] nebo [1].
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7. Zavér

Ve stiedoskolskych ucebnicich matematiky jsou vétsinou uvedeny geo-
metrické ulohy, které vedou na pouziti geometrické rady, viz také [6].
V clanku jsme na problému multiplika¢niho efektu vladnich vydaji, pro-
blému vééného diichodu nebo na problému tvorby penéz v bankéach uka-
zali pouziti nekonecné geometrické fady v ekonomii. Diraz jsme kladli
na pouziti matematickych pojmi a ziskané vysledky jsme z pohledu eko-
nomie interpretovali az nasledné.
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O dikazech zajimavych Ciselnych rovnosti

Jaroslav Svréek, PrF UP Olomouc

Cilem ¢lanku je podrobnéji seznamit ¢tenafre s nejpouzivanéjsSimi me-
todami dikazt vyjimecénych ¢iselnych rovnosti, které jsou splnény pro
specidlni (zpravidla iracionaln{) hodnoty goniometrickych funkci. Takové
identity muZeme na sebevykonnéjsim pocitac¢i pouze otestovat s omeze-
nou presnosti. Poznatky ziskané v tomto ¢lanku lze tispésné vyuzit pii
hledani nebo dokazovani jinych ¢iselnych identit uvedeného typu.

Nejprirozenéjsi cestou, jak dokazat takovou ¢iselnou identitu, je vyu-
Zitd zdkladnich goniometrickych vzorci (goniometrickych identit). Jednd
se predevsim o aplikace souctovych formuli (pro dva argumenty) a déle
vyuziti jejich disledki, kterymi jsou formule pro dvojnasobny, resp. troj-
nasobny argument. Uplatnime je pfi feSeni tvodni tlohy.
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