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MATEMATIKA

O paté aloze z MMO 2007

Jaromir Simsa, PrF MU Brno

V ¢isle 4 roéniku 82 (2007) jsme otiskli celkovou zpravu o 48. roéniku
Mezinarodni matematické olympiddy, ktera se konala v cervenci 2007
ve Vietnamu. Nyni se budeme vénovat paté z Sestice hanojskych tloh,
ktera méla jedno z nejkratsich zadani v bezmala padeséatileté historii této
soutéze:

Kladnd celd ¢isla a, b jsou takovd, Ze ¢islo (4a®—1)? je délitelné cislem
4ab — 1. Dokazte, Ze a = b.

Nejprve se seznamime se strué¢nym, avSak Gplnym vzorovym fesenim
této ulohy. Nenechte se jeho obtiznosti odradit. Postup budeme totiz
v dalsi ¢asti ¢lanku komentovat, a tak si osvojime jeho zékladni kroky,
které vypadaji pfi prvnim ¢teni velmi necekané a rafinované. Uvidime,
Ze takové obraty maji obecnéjsi povahu, a lze je proto vyuzit i pii fesSeni
dalsich tloh z teorie Cisel.

Pustme se tedy nejprve do Tfeseni tlohy ve stopach jejiho autora a
oCislujme pritom vztahy, ke kterym se pozdéji vratime. Z podminky
4ab — 1| (4a® — 1)? a rovnosti pro rozdil étverct

b*(4a® — 1) — (a — b)? = a(4ab — 1)(4ab + a — 2b) (1)
vyplyva, 7e ¢islo 4ab — 1 déli i ¢islo (a — b)? z levé strany:
4ab—1| (a —b)? (2)
Pfipustme, Ze vztah (2) spliiuje néjakd dvojice (a,b) pfirozenych éisel
s vlastnosti a # b. S ohledem na symetrickou roli éisel v (2) miZzeme
déle predpokladat, ze a > b. Pak odpovidajici rovnost
(a —b)? = m(4ab — 1), (3)
kde m je vhodné pfirozené ¢islo, prepiseme do tvaru
(a — b —2mb)* = (2mb)? + 4mb* — m.
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MATEMATIKA

Celé ¢islo t = |a—b—2mb| je podle posledni rovnosti jisté vétsi nez 2mb,
nebot 4mb? — m > 0. Vzhledem ke ziejmym nerovnostem

t2 = (2mb)* + 4mb® — m < 4m?b* + 4mb* < (2mb + b)*

vSak musi zaroven platit t < 2mb + b, dohromady tedy ¢t = 2mb+ b — ¢,
kde celé ¢islo ¢ spliuje nerovnosti

0<c<b(<a). (4)
Z rovnosti (2mb + b — ¢)? = t? = (2mb)? + 4mb? — m dostaneme vztah
(b —¢)* = m(4bc — 1), (5)

z néhoz vidime, Ze 4bc — 1 | (b — c¢)2. Dvojice (b,c) proto spliiuje tutéz
podminku (2) jako dvojice (a, b), takZe k ni miizeme znovu uplatnit pred-
chozi postup. Podle (4) je ovSem nové dvojice (b, ¢) v kazdé z obou slo-
Zek mensi neZ ptvodni dvojice (a,b). ProtoZe slozky uvaZovanych dvojic
jsou pfirozené ¢isla, mizeme celou proceduru zmensovani slozek zopako-
vat pouze nékolikrat; po urcitém poctu kroki proto dojdeme ke dvojici
raznych prirozenych ¢isel, k niz uz neni mozné proceduru uplatnit, a to
je spor. Zadna dvojice rizngjch piirozenych ¢isel a, b splitujici vztah (2)
proto neexistuje. Tim je pata tloha z 48. MMO tuplné vyreSena.

Pokud jste predchozi text Cetli pozorné a porozuméli véem tvaham,
uznate, ze postup je spravny a vede k cili. Zda se vam vsak patrné nepo-
chopitelné, jak nékoho mohla napadnout identita (1) nebo netuseny pie-
chod od rovnosti (3) k rovnosti (5). V dalsim uvidite, Ze i pro tuto tlohu
lze vysSe uvedené, elegantné vycizelované feseni dostat z pocatecnich,
nehotovych vah a vypoctd, jez napadnou i méné , genidlni“ fesitele,
ktet{ vSak maji v tlohdch z teorie &isel urcitou zkusenost.*) Nenechte
se podobnymi vzorovymi texty deprimovat, jejich autofi je ¢asto dlouho
vybrusovali. Spotfebitelsky vyjadfeno: obdobné koncentraty myslenek je
vhodné p¥i dusevni konzumaci rozredit.

*) Chcete-li se naucit fesit obtiznéjsi matematické ulohy, o podobny rozbor vzorovych
postupu byste se méli pokusit vzdy, kdyz vykladu feseni néjaké tlohy vcelku rozu-
mite, ale unikd vam smysl jednotlivych diléich kroku (¢i spise trikd). Ziskate tim
vice umu, nez kdyz pouze proctete tfeba i vétsi mnozstvi fesenych uloh. Vyplati
se ovSem pokazdé, alespon na chvili, zkusit fesSit novou tlohu vlastnimi silami, nez
se rovnou dat do ¢teni jejiho feSeni.
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MATEMATIKA

V prvni ¢asti naseho komentare se pochopitelné budeme zabyvat obje-
vem klicového vztahu (2). Je mozné tuto podminku délitelnosti odhalit,
aniz néas rovnou napadne rozklad (1)? Podivejme se proto, zda ndm pfi
zadané podmince 4ab — 1 | (4a® — 1)? mtize pomoci algebra mnohoclend.
Lze z délence (4a® —1)? obecné vy¢lenit n&jaky nasobek délitele 4ab— 1?7
V oboru mnoho¢lenti je to nesplnitelny tikol, nebot délenec neobsahuje
proménnou b. Pomtizeme si proto tak, Ze délence (4a? — 1) donasobime
mocninou b2, abychom do jeho zakladu 4a? — 1 dostali &initel b. V po-
zménéném zékladu 4a2b — b pak podle ¢lenu 4a?b vyclenime nasobek
a(4ab — 1) délitele 4ab — 1. Dosavadni tGpravy vyjadiime rovnosti

b%(4a® — 1) = (4a®b — b)? = (a(4ab — 1) + a — b)*.
Posledni mocninu upravime podle vzorce pro (X + Y)?2:
(a(4ab—1) + a — b)® = a®(4ab — 1)* + 2a(4ab — 1)(a — b) + (a — b)?
7 takto ziskané algebraické rovnosti
b*(4a® — 1) = a*(4ab — 1)* + 2a(4ab — 1)(a — b) + (a — b)*>  (6)

jiz plyne zaver: splriugji-li celd ¢isla a, b podminku 4ab—1 | (4a%2—1)2, plati
rovné? i vztah 4ab — 1 | (a — b)%. Z rovnosti (6) uz snadno , vykouzlite®
identitu (1) z tvodu vzorového Feseni. Pro zajimavost jesté dodejme, Ze
uzité dondsobeni &initelem b2 zadanou podminku tdlohy v podstaté ne-
zméni, nebot hodnoty 4ab—1 a b? jsou zfejmé nesoudélna &isla. Znamena
to, ze podle rovnosti (6) pro libovolna celd ¢isla a, b dokonce plati

4ab—1| (4a* —1)? < 4ab— 1| (a —b)*%

Obrétime ted nasi pozornost na zdénlivé neobvykly postup, kterym byla
z rovnosti (3) odvozena analogicka rovnost (5). Vedly provedené tpravy
a substituce k tak pusobivému zévéru opravdu jen ndhodou? ZapiSme
nejprve k rovnosti (3) pfislugnou kvadratickou rovnici

(z —b)* = m(4bx — 1), (7)

o které vime, ze méa celociselny kofen x1 = a. V takové situaci se v 1ulo-
hdach z teorie cisel casto vyplati uvaZovat i o druhém kotenu xo dané
rovnice. PfepiSeme-li rovnici (7) do obvyklého tvaru

2% —2(2m + )bz +m + b* = 0, (8)
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zjistime, Ze podle Vietovych vztaht plati
1 +xo=22m+1)b a xy- 20 =m+ b2 9)

Protoze ¢isla x1 = a a 2(2m+1)b jsou celd, z prvni rovnosti (9) vyplyva,
Ze i &islo x je celé. A protoZe navic 1 = a > 0 a m + b% > 0, je podle
druhé rovnosti (9) i ¢islo xo kladné. Nasli jsme tedy druhé pfirozené
¢islo x4, které stejné jako éislo 1 = a vyhovuje rovnici (7), tedy spliiuje
podminku 4bz — 1 | (z — b)? tlohy, kterou fesime. Bude tedy zajimavé
zjistit, jak jsou tyto kofeny velké v porovnani s ¢islem b.

Stejné jako ve vzorovém feSeni navrhneme, Ze se budeme zabyvat
pouze pripadem a > b. Je pak kofen xs mensi nez kofen x; = a,
nebo je dokonce mensi nez éislo b? Rutinnimi (byf ne tfeba nejkrat-
§imi) Gpravami nerovnosti zjistime, Ze spravnd je druha, siln&jsi hypo-
téza xo < b. Podame zde elegantni vysvétleni, kdyz ukéazeme, ze plati
nerovnost (1 —b)(z2 —b) < 0. K tomu vyuZijeme obé rovnosti (9), podle
kterych

(1‘1 — b)($2 — b) = T1T2 — (ZEl + 1‘2)b+ b2 =
= (m+b*) —22m+1)b* +b* =
=m —4mb* = m(1 — 4b*) < 0.

Ani tento obrat nebyl pfili§ trikovy, nebotf jsme pocitali hodnotu levé
strany rovnice (8) pro x = b, kdyZ jsme pfedem dobfe védéli, v jakou
nerovnost piejde ekvivalentni rovnice (7) po dosazeni = b — podivejte
se na to sami. Zjistite tak, ze pro jakdkoliv dana realna cisla b, m, pro
néz m(4b> — 1) > 0, ma rovnice (7) v oboru realnych &isel dva rfizné
kofeny xo < b < x1.

BéZnymi tvahami o kvadratické rovnici jsme tedy objevili pfirozené
Cislo ¢ = w9, které ve vzorovém FeSeni spliiuje vztahy (4) a (5). Zbyva
okomentovat zavérec¢nou autorskou tivahu o zmensovani dvojic, ktera je
uplatnénim v teorii ¢isel hojné uzivané metody nekonecného sestupu.*)
Protoze jsme tuto proceduru v samotném vzorovém feSeni podrobné
popsali, ukdZzeme ted jeji uZiteénost jesté na jiné, jednodussi tloze:

V oboru nezdpornych celjch cisel x, y, z vyresime rovnici

23 4 2y% = 423, (10)

*) Mezi soutézicimi vSech zemi na 48. MMO se nenasel nikdo, kdo by tlohu dspésné
vytesil jinou metodou.
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Trojice (x,y,z) = (0,0,0) je zfejmé FeSeni. P¥ipustme, Ze existuje
jesté néjaké jiné FeSeni (x1,y1,21) rovnice (10). Vysvétlime nejprve, ze
pak jiz zadné z nezapornych celych celych z1,y1, 21 se nemiZe rovnat
nule. Kdyby napiiklad platilo x; = 0, méli bychom rovnost 2y; = 423,
neboli 4, V/2 = 21, ktera oviem je pro celd y1, 21 splnéna jediné v piipadé
y1 = z1 = 0, nebot &slo {/2 je iracionélni. Podobné vylou¢ime p¥ipady
y1 =0, resp. z; = 0.

Necht tedy v rovnosti x5 + 2y$ = 423 jsou vSechna tfi celd ¢isla
1,91, 21 kladna. Z vypsané rovnosti vidime, ze ¢islo ;1 je nutné sudé,
takze x1 = 2x5 pro nékteré celé xs, 0 < 22 < 1. Po dosazeni dostaneme
rovnost 873 + 2y} = 423, neboli 423 + v} = 223, ze které zase plyne
y1 = 2y, pro nekteré celé y2, 0 < y2 < y1. Po opétovném dosazeni do-
staneme rovnost 43 + 8y3 = 223, neboli 223 + 4y3 = 23, ze které mame
dostaneme rovnost 2x3 + 4y3 = 823, neboli x5 + 2y3 = 4z3. To vsak
znamena, %e nova trojice (x2, Yo, 22) je stejné jako trojice (z1,y1,21) Fe-
Senim rovnice (10) a pfitom plati 0 < o < 21, 0 < y2 < y1, 0 < 22 < 27.
Nyni k feSeni (x3, y2, 22) stejnym zptsobem sestavime feSeni (x3, Y3, 23),
k feSeni (x3,ys, 23) TeSeni (x4,y4, 24) atd. Metoda nekone¢ného sestupu
néas opét dovede ke sporu, nebot zZadna (nekoneénd) klesajici posloupnost
sestavend z celych kladnych cisel neexistuje.

Na tplny zdvér uvedme spiSe formalni pozndmku, Ze vyklad metody
nekonecného sestupu miZeme zapisovat zkracené. Tak pfi nasem FeSeni
rovnice (10) jsme mohli rovnou vybrat feSeni (z1,y1,21) s nejmensim
moznym ¢islem x; > 0 (kdyby néjaké existovalo) a dojit ke sporu jiz pfi
nalezeni trojice (22, Y2, 22). Podobné p¥i feSeni paté hanojské tlohy jsme
mohli ze v8ech dvojic (a,b), které spliiuji pfedpoklad a > b a podminku
4ab—1| (a —b)?, vybrat tu dvojici (a1, by), ve které je &islo a; nejmensi
mozné. Na podstaté metody to vSak nic neméni.

k k k ok ok

Tajomstvo a sldva matematiky nie je ani tak v tom, Ze sa abstraktné
teorie ukazuji ako uZitocné pri rieseni problémov, ale v tom, Ze tedria
pripravend pre jeden typ problémov je casto jedinou cestou pre riesenie
problémov uplne iného druhu, problémov, pre ktoré tdto tedria mebola
vymyslend.*) Gian-Carlo Rota

*) Vybral Dusan Jedinak
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